170 Kapitola 9. Parovani

Uvazujme tedy néktery maximalni tok f a pouzijme na néj znackovaci proceduru
8.3.5, str. 141. Vyslednou mnozinu oznackovanych vrcholi oznac¢me Z a déle
ozna¢me A = X N Z. (Viz obr. 9.6 na predchozi strané.)

Uvazujme libovolny vrchol x € A. Jestlize vrcholem x neprotéka zadny tok, pak
vrchol x byl oznackovan po hrané ze zdroje z a urcité jsou oznackovany vSechny
vrcholy mnoziny Vg (z). Jestlize vrcholem x tok protéké, pak vrchol z nemohl
byt oznackovin po hrané ze zdroje (nebotf je nasycena tokem), musel tedy byt
oznackovan po (jediné) hrané, kterou tok z vrcholu x odtéka. Pak ovSem musel byt
koncovy vrchol této hrany oznackovan diive neZ x. Ostatnimi hranami z E¥(z)
tok netece, proto jejich koncové vrcholy jsou jisté oznackovany (kdyby nebyly, bylo
by mozno déle znackovat). Tim je dokizéno, ze Vi (A) C Y N Z. Zadny vrchol
z mnoziny Y \ Vg (A) nemtze byt oznackovan, nebof do néj nevede zaddna hrana
z oznackovaného vrcholu (tj. z mnoziny A). Plati tedy

Ve(A)=YNZ a Z={z}UAUV:(4),

a pro mnozinu A tedy nastava rovnost. O

9.3.4 Hallova véta. Necht G je bipartitni graf se stranami X a Y. V grafu G
existuje parovani, které nasycuje mnozinu X pravé tehdy, kdyz

9.2) mnozina X neobsahuje zaddny izolovany vrchol a
' pro kazdou mnozinu A C X plati |A] < [V (4)|.
DUKAZ: Pokud existuje parovani nasycujici mnozinu X, pak podminka (9.2)
trividlné plati. Zajimava je pouze opacné implikace.
Z podminky (9.2) plyne, Ze pro kazdou mnozinu A C X plati | X\ A|+|Va(A4)| =
= |X|—|4|+|Ve(A)| > |X|. Podle Kénigovy véty je tedy pocet hran v maximalnim
parovani vétsi nebo roven | X|. VEtsi byt ovSem nemuze, proto je roven |X|. |

9.3.5 Véta. Jestlize v bipartitnim grafu G se stranami X, Y pro kazdé r € X
a kazdé y € Y plati d(x) > d(y) a graf G méa alespoii jednu hranu, pak v G existuje
parovani, které nasycuje vSechny vrcholy mnoziny X.
DUKkAz: Oznaéme

dx = min d(x) a dy = rynea);c d(y) .
Plati tedy dx > dy > 1. Vezméme nyni libovolnou mnozinu A C X. O poc¢tu hran

v fezu W (A) plati
(W(A)| = |A] - dx
a také
(WA < WV (A < [V(A)]-dy .

Odtud |A| - dx < |V(A)|-dy, a ponévadz dx > dy, plati |A| < |V(A4)|. Toto plati
pro libovolnou mnozinu A C X. Podle Hallovy véty tedy existuje parovani, které
nasycuje mnozinu X. O




