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9.3.6 Cviceni. Doka’te, ze z pfedpokladi pfedchozi véty plyne, ze | X| < |Y.
Charakterizujte grafy, pro které jsou splnény pfedpoklady véty a plati | X| = |Y].

9.3.7 Cviceni. Pomoci pfedchozi véty dokazte, ze v pfikladu 9.1.6 (taneéni)
existuje Teseni, tj. perfektni parovani.

9.3.8 Véta. V kazdém bipartitnim grafu, ktery ma alesporn jednu hranu, existuje
parovani, které nasycuje vSechny vrcholy s maximalnim stupném.

DUKAZ: Oznaéme k maximalni stupen vrcholu. Ziejmé k > 0. Graf doplnime
novymi hranami a vrcholy tak, aby byl bipartitni a vSechny vrcholy mély stupen
k. V takto vzniklém grafu maji obé strany stejny pocet vrcholi a podle véty 9.3.5
v ném existuje perfektni parovani. Nyni ze zvétSeného grafu vypustime vSechny
pridané hrany a vrcholy. Tim ziskdme parovani v puvodnim grafu. Toto parovani
nasycuje vSechny vrcholy stupné k, nebot k nim nebyla pfiddna z4dnéa hrana. O

9.3.9 Vé&ta. Necht v bipartitnim grafu G se stranami X, Y existuji dvé parovani
Py, P,. Necht parovani P; nasycuje mnozinu vrcholtt X; C X a parovani P, nasycuje
mnozinu Ys C Y. Potom existuje parovani P C P; U Py, které nasycuje obé mnoziny
X1 CXiY, QY.

DUKAZ: Ozna¢me G’ faktor grafu G s mnozinou hran P; U P;. V grafu G’ maji
vSechny vrcholy stupeti 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti grafu G’ jsou tedy
izolované vrcholy, cesty a kruznice.

Polozme P = P;. Jestlize P nasycuje vSechny vrcholy z Y5, pak P je hledané
parovani. Jestlize P nenasycuje néktery vrchol y € Ys, pak vrchol y je krajnim
vrcholem cesty, kterd je komponentou souvislosti grafu G’. Tuto cestu mtZeme
pokliddat za stiidavou cestu vzhledem k parovani P; provedme zménu P podél této
cesty. Nyni je vrchol y nasycen v P a vSechny vnitini vrcholy cesty také zistavaji
nasyceny v P. Ozna¢me v druhy krajni vrchol cesty. Jestlize v € X, pak je nyni
vrchol y nasycen v P. Jestlize v € Y, pak sice neni nasycen v P, ale neni toho tieba,
nebot v tomto piipadé byl vrchol v nasycen pouze v Py, a tedy v € Y. Opakovéanim
tohoto postupu budeme ménit parovani P tak, ze bude nasycovat stale vétsi pocet
prvkid mnoziny Y; a zaroven celou mnozinu Xj. O

9.4 Prirazovaci uloha

Uvedeme tzv. madarsky algoritmus pro feSeni pfifazovaci tlohy, tj. pro hledani
nejlevnéjsiho perfektniho parovani v Gplném bipartitnim grafu K, ,, jehoz hrany
jsou ohodnoceny cenami. Algoritmus je zaloZen na zménéach cen, které nemaji vliv
na vysledné feseni.

9.4.1 Matice cen a jeji transformace. Bud G uplny bipartitni graf se stra-
nami X, Y takovy, ze |X| = |Y| = n. Pfedpoklddejme, Ze vrcholy obou stran X,
Y jsou ocislovany ¢isly 1,2,...,n. Hrany grafu G mizeme bez jmy na obecnosti



