214 Kapitola 13. Barevnost, nezavislost, kliky

POZNAMKA: Pravé uvedeny algoritmus je rychly a je vhodny pro prvni odhad
barevnosti. Algoritmus 13.2.1 pro obarveni grafu nejmensim poc¢tem barev vychazi
z obarveni ziskaného touto metodou. Viz také 13.2.7.

13.1.9 Véta. Pro graf G bez smycek o n vrcholech plati:
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DUKAZ: Prvni tvrzeni je zfejmé. Druhé tvrzeni vyplyvéa z faktu, Ze vSechny vrcholy
kliky je nutno obarvit riznymi barvami. K dikazu tfetitho tvrzeni si staci uvédomit,
ze vrcholy obarvené stejnou barvou tvori nezavislou mnozinu. Obarvime-li tedy graf
X(G) barvami, ziskdme x(G) nezavislych mnozin, z nichz kazd4 obsahuje nejvyse
a(@G) vrcholti. Odtud pak plyne nerovnost x(G)a(G) > n.

K dikazu ¢tvrtého tvrzeni obarvéme nejpocetnéjsi nezavislou mnozinu prvni
barvou. K obarveni zbyvajicich n — a(G) vrcholil zcela jisté staéi n — a(G) barev.
Plati tedy n — a(G) + 1 > x(G), coz je jen jiny zapis dokazované nerovnosti. |

13.1.10 Vé&ta. Necht G je prosty graf bez smycek. Oznacme n pocet vrchold, m
pocet hran a h maximalni stupen vrcholu v grafu G. Déle ozna¢me |z| a [z] dolni
a horni celou éast ¢isla x, tj. nejblizsi celé ¢islo takové, ze |z| < z a [z] > z. Potom
o nezévislosti a(G) a barevnosti x(G) plati:

1. a(G) > (2n — m)/3, pFicemz rovnost plati pouze pro Gplny graf K.

2. a(G) > n?/(2m + n), pficemz rovnost plati pouze tehdy, kdyz souvislé

komponenty grafu G jsou uplné grafy téze velikosti.

a(G) > [n/(h+1)].

X(G) +x(=G) <n+1.

5. x(G) > n?/(n? — 2m), pficemz rovnost nastava pravé tehdy, je-li G' tplnym
X(G)-partitnim grafem se stejné velkymi stranami.

6. Vrcholy grafu G lze rozlozit na h+ 1 disjunktnich nezavislych mnozin, z nichz
kazda ma bud [n/(h +1)|, nebo [n/(h + 1)] vrchold.

-

DUKAZ lze najit v knize [Berge73]. O

13.1.11 Véta. Pro libovolny graf G bez smycek plati:

1. x(G) =1 prévé tehdy, kdyz graf G je diskrétni.
2. x(GQ) < 2 pravé tehdy, kdyz graf G neobsahuje kruznici liché délky.
3. x(G@) < 2 praveé tehdy, kdyz graf G je bipartitni.

DUkAZ: Prvni tvrzeni je ziejmé. Dokdzeme druhé tvrzeni. K obarveni kruZnice
liché délky potfebujeme nejméné 3 barvy. Je-li tedy x(G) < 2, nemlZe graf
G takovou kruznici obsahovat. Naopak, necht graf G neobsahuje kruznici liché
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délky. PopiSeme, jak lze graf obarvit nejvyse dvéma barvami. (Je-1i graf nesouvisly,
obarvime takto kazdou komponentu zv1ast.)

Zvolme pevné vrchol x. Vrcholy, které maji od vrcholu z lichou vzdélenost (ve
smyslu po¢tu hran v nejkratsi cesté), obarvime barvou 1, vrcholy, které maji sudou
vzdélenost (véetné vrcholu x) obarvime barvou 2. Musime dokazat, ze takto ziskdme
skutecné obarveni, tj. ze zadné dva stejné obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou.

Vezméme tedy dva libovolné vrcholy w,v, které maji oba lichou (oba sudou)
vzdalenost od x. Mezi vrcholy u,v vede cesta sudé délky, kterd je tvorena ¢astmi
nejkratsich cest z vrcholu u do x a z vrcholu x do v. Kdyby byly vrcholy u, v spojeny
hranou, tvofila by tato hrana spolu s cestou z u do v kruznici liché délky. Sestrojili
jsme tedy skutecné obarveni dvéma barvami.

Tteti tvrzeni je snadné. Kazdé obarveni dvéma barvami urc¢uje rozklad mnoziny
V(G) na mnoziny A, B takové, ze W(A) = W(B) = E(G), graf je tedy bipartitni.
Naopak, je-li graf bipartitni, stac¢i obarvit kazdou z jeho stran jednou barvou. O

13.1.12 Cviceni. Jakou barevnost mé strom?

13.1.13 Véta. Rovinny graf bez smycek lze obarvit ¢tyfmi barvami.

PozNAMKA: Tato véta je feSenim kdysi slavného tzv. problému c¢tyi barev: Staci
¢tyti barvy k obarveni libovolné politické mapy tak, aby zadné dva sousedni staty
nebyly vybarveny stejnou barvou?

O feseni tohoto problému se marné pokousely fady matematiki i laikt pres 100
let. Od roku 1890 byl znam dikaz, ze stac¢i pét barev. Dilkaz pro ¢tyfi barvy vSak
byl nesmirné komplikovany (pomoci poéitace bylo nalezeno a vySetfeno asi 1900
diléich pt¥ipadl) a byl nalezen az v roce 1976.

DUSLEDEK: Rovinny graf G bez smyéek o n vrcholech mé nezévislost a(G) > n/4.

13.1.14 Véta. Pro kazda dvé cela kladna cisla k a r existuje graf G, ktery ma
barevnost x(G) = k a neobsahuje kruznici délky mensi nebo rovné r.

PozNAMKA: Tato véta vlastné ¥k, Ze existuji grafy s vysokou barevnosti, které
jsou lokalné fidké“. Specidlnim pripadem této véty je tvrzeni, ze grafy, které
neobsahuji trojuhelniky, mohou mit libovolné vysokou barevnost. Dilkaz tohoto
specidlniho pfipadu lze najit v knize [Nesettil79].

13.1.15 Hranova barevnost. V nékterych aplikacich je vhodnéjsi nebarvit
vrcholy, ale hrany. U obarveni hran pak pozadujeme, aby kazdé dvé hrany, které
maji spole¢ny vrchol, byly obarveny rtiznymi barvami. Hranovd barevnost (téz
chromaticky indez) je nejmensi pocet barev, které sta¢i k obarveni hran. Hranovou
barevnost budeme znacit x'(G).

Vysetfovani hranové barevnosti grafu G lze pfevést na vySetfovani (vrcholové)
barevnosti v tzv. hranovém grafu: Hranovy graf OG ziskdme takto: Za vrcholy grafu
O0G prohlasime hrany ptuvodniho grafu G. Dva vrcholy v hranovém grafu 0G jsou
spojeny hranou, jestlize jim odpovidajici hrany ptivodniho grafu G meély spolecny
vrchol.



