68 Kapitola 5. Pojmy zalozené na orientovanych cestach

5.1.3 Cviceni. Uvazujme néasledujici graf: Vrcholy grafu jsou jednotlivé pod-
minky 1,2,...,8 z véty 4.2.9, str. 59. Z vrcholu ¢ do vrcholu j vede hrana, kdyz
v dikaze véty 4.2.9 je dokdzana implikace i = j. Rozhodnéte, zda tento graf je
silné souvisly. TotéZz provedte s vétou 5.3.4, str. 78. Nakreslete obrézky. Jaky je
smysl silné souvislosti a silné souvislych komponent v téchto pripadech?

5.1.4 Vlastnosti silnych komponent. Na mnoziné vrcholi grafu G definujme
relaci ~ predpisem

xr~y <= existuje orientovana cesta z x do y a také z y do x.

Velmi snadno lze ovérit, ze takto definovand relace ~ je ekvivalenci (tj. je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, viz 1.12.6), a Ze tedy ur¢uje na mnoziné vrchola rozklad na
t¥idy ekvivalence (viz 1.12.7). Podgrafy, které jsou indukovény témito t¥idami, jsou
komponentami silné souvislosti (nebot jsou to maximalni silné souvislé podgrafy).

Odtud okamzité plyne, ze kazdy vrchol grafu lezi v presné jedné komponenté
silné souvislosti.

5.1.5 Véta. Hrana e je obsazena v né€jakém cyklu pravé tehdy, kdyz oba jeji
vrcholy (poéatecni i koncovy) lezi v téZe silné souvislé komponenté.

DUKAz: Vezméme libovolnou hranu e z vrcholu x do vrcholu y. Je-li & = y, tvoii
sama hrana e cyklus. Je-li x # y a lezi-li x, y v téze silné souvislé komponenté,
existuje orientovana cesta z y do x. Tato cesta spolu s hranou e tvofi cyklus.

Je-li naopak hrana e obsazena v cyklu, pak tato hrana tvori orientovanou cestu
z x do y a ostatni hrany cyklu tvofi orientovanou cestu z y do z. Oba vrcholy x, y
tedy lezi ve stejné silné souvislé komponenté. O

5.1.6 Dusledek. Graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz je (slab&) souvisly
a kdyz kazda jeho hrana lezi v néjakém cyklu.

5.1.7 Dusledek. Kazda silné souvisla komponenta, kterd obsahuje alespon dva
ruzné vrcholy, obsahuje cyklus.

5.1.8 Kondenzace. Kondenzace grafu G je prosty orientovany graf G’ bez
smycek takovy, Ze plati:
1. Vrcholy grafu G’ jsou vSechny silné souvislé komponenty grafu G.

2. Vrcholy Hy, Hs (tj. silné souvislé komponenty grafu G) jsou v grafu G’ spojeny
hranou z H; do Hs pravé tehdy, kdyz H; # Hs a v grafu G existuje hrana
z nékterého vrcholu komponenty H; do nékterého vrcholu komponenty Hs.

5.1.9 Véta. Kondenzace orientovaného grafu neobsahuje zadny cyklus.

DUkaz: Kondenzace (podle definice) neobsahuje smy¢ky. Kdyby kondenzace ob-
sahovala cyklus prochazejici alesponi dvéma riznymi vrcholy (tj. silné souvislymi



