78 Kapitola 5. Pojmy zalozené na orientovanych cestach

5.3.3 Véta. V kazdém orientovaném grafu, ktery ma kofen, existuje faktor, ktery
je kofenovym stromem.

DUKAz: Vezméme kofen grafu jako vychozi vrchol a pouzijme néktery z algoritmi
pro prohledavani grafi z kapitoly 3 s ipravou 3.1.4. Hrany obsazené v hodnotach
ODKUD tvoii kofenovy strom. (Srovnejte s dikazem tvrzeni 4.2.11, str. 60.) O

5.3.4 Véta. Necht G je orientovany graf s n vrcholy, n > 1. Potom néasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

1. G ma kofen a je stromem.

2. G ma kofen = a do kazdého vrcholu vede presné jeden orientovany sled z x

(tj. z = do x vede pouze trividlni sled).

G ma kofen a po odstranéni libovolné hrany jiz kofen nema.

4. G m4 kofen z takovy, ze d (x) = 0 a pro kazdy jiny vrchol y # z plati
d—(z)=1.

5. G neobsahuje cyklus a obsahuje vrchol x takovy, ze d~(z) = 0 a pro kazdy
vrchol y # x plati d~ (y) = 1.

6. G ma kofen a neobsahuje kruznici.

7. G mé kofen a mé nejvyse n — 1 hran.
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DUKAz: Dtikaz se do zna¢né miry opird o analogickou vétu 4.2.9, str. 59, ktera
charakterizuje stromy.

1= 2: 7Z vlastnosti korene grafu plyne, Ze do kazdého vrcholu z néj vede
alespon jeden orientovany sled. Kdyby tam vedly dva rtzné sledy, bylo by mozno
z nich vybrat kruZnici (po jednom sledu vpred, po druhém vzad, popf. ¢ast sledu,
ktera je cyklem). To by ale byl spor s pfedpokladem, Ze graf G je strom.

2 = 3: Vezméme libovolnou hranu e. Do jejitho pocatec¢niho vrcholu u vede
presné jeden sled z kotfene grafu, do jejiho koncového vrcholu v také. To znamend,
ze onen jediny sled do vrcholu v obsahuje hranu e, jinak by existovaly sledy dva.
Po odstranéni hrany e jiz proto neexistuje zadny sled z kotfene grafu do vrcholu v.

3 =4: 7 existence kofene plyne d~(y) > 1 pro y # z. Kdyby pro néjaky
vrchol y bylo d~ (y) > 1, existovaly by alespoii dvé hrany koncici v y. Ponévadz do
jejich pocatecénich vrchold vedou sledy z korene x, vrchol x by ztstal korenem i po
odstranéni nékteré z hran konéicich v y. Tim je dokdzéano, ze d~ (y) = 1 pro v8echna
y # z. Kdyby néjaka hrana koncila v kofeni x, bylo by ji mozno odstranit, aniz by
vrchol x prestal byt kofenem. Z toho plyne, ze d~(z) = 0.

4 =5: 7 existence kofene plyne (slabd) souvislost. Z vlastnosti vstupnich
stupni plyne, Ze graf G ma piesné n—1 hran. G je tedy stromem, a proto neobsahuje
kruznici. Nemtze tedy obsahovat ani cyklus.

5= 6: Vyjdéme z libovolného vrcholu y # x a prochazejme grafem proti sméru
hran. Z kazdého vrcholu z # z miZzeme pokracovat pouze jednim zptisobem, nebot
d=(z) = 1. Zadnym vrcholem nemfizeme projit dvakrat, nebof graf neobsahuje
cyklus. Nase cesta tedy konci ve vrcholu z, pro ktery plati d~ () = 0. Vrchol z je
tedy kofenem grafu G.



