a jejich
aplikace



Vydéni tieti, elektronické (vlastnim nakladem druhé), 2019
Toto dilo podléha licenci Creative Commons CC BY-NC-ND 4.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

© Jif{ Demel, 2002, 2015, 2019


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Obsah

[Pfedmluval

L

Zakladni pojmy|

1.1 Definice gratu| . . . . . .. ... o
1.2 Orientované a neorientované grafy| . . . . . ... .. .. ... .. ..
1.3 Dulezité mnoziny hran a vrcholul . . . . . .. ... ... ... .. ..
1.4 Porovnavani grafu| . . .. ... ... ... . 0oL
1.5 Sledy a odvozené pojmy| . . . . . . . .. ...
I1.6 Specialni graty] . . . . .. ... . ... ... ..
1.7 Korenovy strom|. . . . . . . .. ..o
1.8  Matice popisujici graff . . . .. ... ... .o Lo
1.9 Zpusoby zadavani grafu] . . . . ... ... oL
|11.10 Zpracovani grafu na pocitaci| . . . . . . . .. ... ...
I1.11 Optimalizacni ulohy| . . . . . . .. ... ... ... ... .. .....
|I1.12 Mmnoziny, relace a zobrazeni . . . . . . . ... ...

12 Aplikace uloh o cestach|
2.1 Druhy modeluiauloh|. . . ... ... ... ... ... .........
2.2 Zmeény stavu a posloupnosti operacil . . .. ... .. ... ... ...
2.3 Paralelné probihajici ¢innosty] . . . . . . ... o o000
2.4 Hledani statickych konfiguraci|. . . . . ... ... .. .. ... ....
[ Prohledavani grafy
8.1 Zmackovani vrcholal . . . . . . . . ..o
3.2 Prohledavani grafu do sitky| . . . . . . .. ... L.
3.3 Prohledavani gratu do hloubky| . . . . . ... ... ... ... ....
4 Pojmy zaloZené na neorientovanych cestach|

11
11
14
15
17
19
21
21
24
26
28
31
32

39
39
40
43
46

49
49
o1
54



6 Obsah

[ Pojmy zaloZené na orientovanych cestach|

B1 Simdsouvislostl . . . . . . . . . .

b.5 Jadrografuahryl. . . . .. ... o o

6 Nejkratsi cesty|
6.1 Typy uloh a zakladni takta] . . . . . ... ... ... ...
6.2 Zakladni schéma vypoctu vzdalenosti|. . . . . .. .. ... ... ...
6.3 Algoritmy pro obecné grafy| . . . . . .. . ... oL
6.4 Algoritmy pro acyklické grafy| . . . . .. ... .00
6.5 Nezaporné déelky hran| . . . . . . .. ... oo oo
6.6 Vyuziti dodatecné informace — algoritmus A;F| .............
6.7 Vypocet matice vzdalenostil . . . . . ... ... oo L
6.8 Hledani cyklu se zapornou délkou|. . . . . . . .. ... ...

7 Algebraicke souvislosti uloh o sledech|

7.1 Polookruh a uzavreny polookruh| . . . .. ... ... ... ... ...
7.2 Ulohy o spojenich a jejich aplikace] . . . . . .. ... ... ......
7.3  Algoritmy uloh o spojenich| . . . . ... .. ... ..o 0L
7.4 Elementarni tpravy graful . . . . . ... ... 0oL
[7.5 Signalnitokyl . . . . . . ...

8 oky v sit
8.1  Zakladni pojmy aulohy| . . . . ... ... o000
8.2 Aplikace toku v sitichl . . . ... ... oo oo
8.3 Maximalni tok a minimalnifezl . . . .. ... ... ... ... ...,
8.4 Pripustna cirkulace| . . . . . ... oo o

8.6 Nejlevneéjsi cirkulacel . . . . . . ... oo oo
8.7 Algoritmus Out of Kilter[. . . . . . .. ... ... ... ... .....

[9_Parovanil
9.1  Zakladni pojmy, ulohy a aplikace] . . . . . . ... .00
9.2 Parovani v obecnych gratech|. . . . . . ... ... ... 0000,
9.3  Parovani v bipartitnich grafech| . . . . . . ... ... 00000

|LO Eulerovske tahy|

110.1 Zakladni pojmy a aplikacel . . . . . . .. .. ... ... ...
10.2 Existence a hledani eulerovskych tahdaf . . . . . .. ... ... . ...
10.3 Uloha é&inského postakal . . . . ... .. ... .. ... .. ......

69
69
(6]
79
81
85

87
87
91
96
100
102
104
105
108

111
112
116
121
124
128

131
131
136
141
148
151
154
155

163
163
165
169
173



Obsah 7
111 NP-tézke ulohy| 187
aslozitostl . . . . ... L 187

[11.2 Backtracking| . . . ... ... ... ... oL 191

Vi a ezl . . . . . e e e e e e e e e e 193

I11.4 Heuristické algoritmy|. . . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 198
[12 Hamiltonovskeé cesty a kruznice| 199
12.1 Zakladni pojmy a aplikace| . . . . . . ... ... 0oL 199
12.2 Vzajemné prevody uloh| . . . . . . . .. ... oo 201
112.3 Existen¢ni hamiltonovské ulohy| . . . . . . .. ... ..o 204
112.4 Optimalizacni hamiltonovské ulohy| . . . . . . .. .. ... ... ... 205
[T3 Barevnost, nezavislost, kliky] 213
[13.1 Definice a zakladni faktal . . . . . . .. . ... ... ... ... ... 213
113.2 Zjpstovani barevnosty . . . . ... ..o oo 218
113.3 Hledani maximalnich nezavislych mnozin| . . .. ... .. ... ... 221
|14 Rovinneé grafy| 225
[14.1 Nakresleni grafu a topologicky rovinny graf] . . . . .. ... ... .. 225
|14.2 Dudlni grafyl. . . . . . . . e 228
[14.3 Vlastnosti rovinnych graft] . . . . . . . . . oo ot 231
|14.4 Charakterizace rovinnych graful . . . . . . .. .. .. ... ... ... 232
[15 Cirkulace a potencialy| 233
15.1 Vektorovy prostor cirkulacy| . . . . ... ... .. ... 233
|15.2 Potencialy a potencialové rozdily| . . . . . . ... ... ... ..... 236
|115.3 Vztahy cirkulaci a potencialovych rozdila| . . . . .. ... ... ... 240
115.4 Analyza elektrické site| . . . . . ... .. oo oL 242
|Vysledky cviceni| 245
[Citeratural 253
255
[Prehled znaceni| 259



Obsah

1 Zakladni pojmy

2 Aplikace uloh o cestach

3 Prohledavani grafa

Pojmy zalozené na
neorientovanych cestach

8 Toky v sitich

Pojmy zalozené na
orientovanych cestach

9 Pérovani

6 Nejkratsi cesty

J

10 Eulerovské tahy

7 Algebraické souvislosti
aloh o cestach

11 NP-t&zké tilohy

Barevnost, nezavislost
a kliky

12 Hamiltonovské cesty

14 Rovinné grafy

Obrézek 1: Navaznosti kapitol (pfiklad orientovaného grafu).

15 Cirkulace a potencialy




Slozité se sklada z mnoha jednoduchosti,
ovsem dimysiné sestavenych.

Predmluva

Casto je tfeba orientovat se v komplikovanjch vztazich mezi ¢astmi né&jakého
celku. Rada lidi si pfi tom poméh4 obrazky podobnymi tém, které najdete v této
knize: ¢asti celku kreslime jako puntiky, obdélnicky nebo krouzky, vztahy znéazor-
nujeme Carami mezi nimi. Nesymetrické vztahy vyjadiujeme Sipkami. Je ziejmé, ze
takto lze vyjadiit (a nakreslit) prakticky jakékoli vztahy mezi dvojicemi prvki.

Pojem grafu je pfirozenym prostiedkem k vyjadieni parovych vztaht, tj. vztaha
mezi dvojicemi. Obecnéjsi vztahy (uz napf. mezi trojicemi) lze nakreslit podstatné
obtiznéji. Snad proto se témto obecnéj$im vztahiim mnohdy vyhybame a radéji
volime jiny, komplikovanéjsi popis téze situace, zalozeny na vztazich parovych.

Diky tomu se nelze divit, Ze pojem grafu (a zptisob uvazovani, ktery oznacujeme
jako grafovy) je pomérné oblibeny a rozsifeny.

Tato kniha je zaméfena na aplikace grafu.

Nékteré aplikace jsou zcela zjevné: dany problém ,ze Zivota“ se preformuluje na
grafovou tlohu, udéld se prislusny graf, ktery modeluje konkrétni situaci, grafova
uloha se néjakym znamym postupem vytesi a ziskané feSeni se prelozi z feéi grafu
zpatky ,do Zivota“.

Casto jsou vsak aplikace graffi skryté: nikde se zadny graf explicite nepouzije,
graf zustava jaksi v pozadi, ale pouzity postup feSeni ma svou paralelu ve svété
grafi a lze jej pomoci grafii zdivodnit.

Umeéni aplikovat grafy zahrnuje dvé diléi dovednosti. Pfedevsim je tfeba umét
udélat (vymyslet) graf, ktery modeluje danou situaci (tj. jsou v ném zachyceny
vztahy, o které nam jde). Nékdy to je zcela trividlni (napf. pfi hledani cesty z Kolina
do Rokycan), jindy to vyzaduje zna¢nou lstivost.
ulohy jsou snadno a rychle fesitelné a které jsou naopak tézké. Také neni k zahozeni,
umime-li pfevést néjakou (nezndmou) tlohu na jinou, kterou dovedeme fesit. Toto
umeéni pfevadét tlohy ma mimochodem mnoho spoleéného s uménim najit grafovy
model.

Kniha je urcena pro technicky zamérené ¢tenafe, zejména pro studenty technic-
kych vysokych skol. (Vétsinu textu vSak bez problémi piecte i stfedoskoldk, ktery
se neboji pouzivat ,zdravy selsky rozum®.) Vim moc dobfe, Ze tito lidé nemivaji
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zalibu v matematickych dikazech. Presto v knize vétsinu jednoduchych tvrzeni do-
kazuji. Jsem totiZ pfesvédcen, Ze k GspéSnému praktickému pouzivani (nejen) teorie
grafl je tfeba umét samostatné vymyslet jednoduchy dusledek a korektné jej zdi-
vodnit. V knize uvedené dtikazy mtizete chapat jako pfiklady takovych zdivodnéni.
Pokud mohu radit, zkuste si n&jaké (nejlépe kazdé) v knize uvedené tvrzeni nejprve
zduvodnit sami a teprve potom ¢téte dikaz. Konce dikazi jsou pro snazsi orientaci
oznaceny Ctvereckem: O

Mnoho mista je v knize vénovano algoritmim a rozbortm jejich fungovéani.
Sleduji tim dva cile: Pfi aplikacich se snadno muzete dostat do situace, kdy si musite
pro va$i specidlni ulohu néjaky algoritmus vymyslet. Pokud si jej nebudete umét
korektné zddvodnit, snadno se mizete dockat necekanych (obvykle nepf{jemnych)
prekvapeni. Druhy cil se tykd studentt informatiky. Teorie grafi je vybornym
algoritm.

Chci ovSem zduraznit, Ze tato knizka neni ucebnici navrhovani a analyzy efek-
tivnich algoritmu. Vyklad vselijakych dimyslnych datovych struktur zde neni — to
by knizka byla o hodné tlustsi a uz by nebyla tak moc o grafech. Vyjimku jsem
udélal v kapitole kde je velice stru¢né vysvétlen rozdil mezi lehkymi a tézkymi
tlohami.

Tato knizka koncepéné vychazi z mych d¥ivéjsich publikaci [Demel88| [Demel91].
Z nich jsem prevzal hrubé ¢lenéni textu na kapitoly a nékteré obrazky. Vétsina textu
je vSak pfepsana a rozsifena.

V knizce je fada cviceni jednak k pocitani, jednak k samostatnému zamysleni.
Vysledky vétsiny cviceni jsou soustfedény na konci knihy.

Bude-li tfeba po vydani této knihy zvefejnit k ni néjaké dodatky, opravy
chyb apod., najdete je na Internetu na http://kix.fsv.cvut.cz/"demel/grafy/.
Pokud byste mi chtéli napsat své pripominky, piste na adresu demel@fsv.cvut.cz.

Dékuji vsem, kdo svymi pripominkami nebo jakkoli jinak ptispéli ke zlepsSeni
tohoto textu. Zejména dékuji za cenné pripominky obéma recenzenttim. Dékuji
také Edi¢ni radé Akademie véd Ceské republiky za finanéni podporu na vydéni
této knihy. Predevsim vsSak dékuji své zené Marii, ktera mi pfi psani byla nejen
vSestrannou oporou, ale také prvnim kritikem. Veskeré nedostatky, které v knize
zustaly, vSak padaji na mou hlavu.

Praha, leden 2002 Jiti Demel

Druhé vydani této knihy se lisi od prvniho pfevazné jen opravami chyb. Dékuji
vSem, kdo mne na chyby upozornili. Pokud by internetové adresy uvedené v ptivodni
pfedmluvé prestaly fungovat, zkuste http://www.demel.name/~jiri/grafy/ a
emailovou adresu jiri@demel.name.

Letky, tnor 2015 Jifi Demel
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Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Definice grafu

1.1.1 Nejdriv stru¢né a neformalné. Graf se skldda z tzv. vrcholu a tzv. hran.
Hrana vzdy spojuje dva vrcholy a je bud orientované, nebo neorientovand. U hran
orientovanych rozliSujeme pocatecni a koncovy vrchol a fikdme, Ze hrana vede
z poc¢atecniho do koncového vrcholu. Neorientované hrany chapeme jako symetrické
spojeni dvou vrcholi.

Pokud hrana spojuje néjaky vrchol se sebou samym, nazyvame ji smyckou.

Orientovany graf mé vSechny hrany orientované, neorientovany graf ma vSechny
hrany neorientované. Smisenymi grafy, které maji oba druhy hran, se nebudeme
zabyvat.

A ted o néco formélnéji:

1.1.2 Orientovany graf. Orientovany graf je trojice G = (V, E, ¢) tvofena ne-
prazdnou kone¢nou mnozinou V', jejiz prvky nazyvame vrcholy, kone¢nou mnozinou
E, jejiz prvky nazyvame orientovanymi hranami, a zobrazenim ¢ : E — V2, které
nazyvame vztahem incidence. Toto zobrazeni piitazuje kazdé hrané e € E uspoia-
danou dvojici vrcholi (x, y). Prvy z nich, x, nazyvame poddtecnim vrcholem hrany a
znacime jej Pv(e). Druhy nazyvame koncovym vrcholem hrany a znacime jej Kv(e).

O hraneé e fikame, ze vede z vrcholu x do vrcholu y a také, ze spojuje vrcholy x
a y. O vrcholech z, y pak fikdme, Ze jsou incidentni (nebo Ze inciduji) s hranou e
a také naopak hrana e je incidentni s vrcholy x, y. Oba vrcholy z, y také souhrnné
nazyvame krajnimi vrcholy hrany e.

Jestlize Pv(e) = Kv(e), pak hranu e nazyvame (orientovanou) smyckou. Vrchol,
ktery neni incidentni s Zadnou hranou, nazyvame izolovanym vrcholem.

Je mozné, aby nékolik hran mélo stejné pocatecni a koncové vrcholy, tj. aby pro
rizné hrany ej, e platilo Pv(e;) = Pv(ez) a Kv(e;) = Kv(ez) nebo, zapsano jinak,
e(e1) = e(e2). O takovych hranich fikdme, Ze jsou rovnobéiné nebo téz ndsobné.

Mnozina hran grafu mtze byt prazdna.
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1.1.3 Neorientovany graf. Nékdy je orientace hran nepodstatné. Jinymi slovy,
nékdy nepotfebujeme ¢i nechceme rozlisovat mezi pocatecnimi a koncovymi vrcholy
hran. Proto zavadime pojem neorientovaného grafu, ktery vznikne tim, Ze ,zapo-
meneme” na poradi vrcholll v uspotfadanych dvojicich.

Neorientovany graf je trojice G = (V, E, €) tvofend neprazdnou koneénou mno-
zinou V', jejiz prvky nazyvame wvrcholy, koneénou mnozinou FE, jejiz prvky nazy-
vame neorientovanymi hranami, a zobrazenim ¢, které nazyvame vztahem incidence
a které kazdé hrané e € E pfifazuje jedno- nebo dvouprvkovou mnozinu vrchold.

Témto vrcholiim iikadme krajni vrcholy hrany e. Rikdme také, Ze jsou incidentni
(nebo Ze inciduji) s hranou e. O hrané e pak fikdme, Ze je incidentni s témito
vrcholy nebo také Ze spojuje tyto vrcholy.

Je-li hrana e incidentni pouze s jedingm vrcholem (tj. jestliZze mnozina (e) je
jednoprvkova), nazyvame hranu e (neorientovanou) smyckou.

Je mozné, aby nékolik hran spojovalo stejné (jedno- nebo dvouprvkové) mnoziny
vrcholtl, tj. aby pro rtizné hrany ej,es platilo e(e;) = e(e2). O takovych hrandch
fikame, Ze jsou rovnobézné nebo téz ndsobné. Mnozina hran muze byt i zde prazdna.

1.1.4 Prazdny graf a nekonec¢né grafy. V literatufe, ktera je vice teoreticky
zaméfena, se lze setkat také s prazdnym grafem (ktery nemé Zadny vrchol, a tedy
ani zZaddnou hranu) a s grafy, které maji nekoneéné mnoho vrchold. V této knize se
jimi nebudeme zabyvat.

1.1.5 Kresleni grafu. Grafy (orientované i neorientované) lze s vyhodou zna-
zorfiovat kreslenim. Vrcholy obvykle kreslime jako body (krouzky), hrany jako ¢ary
(tsecky, oblouky), které spojuji pfislusné dvojice vrcholt. Je-li hrana orientovana,
znacime orientaci Sipkou od pocatecniho ke koncovému vrcholu. Je tfeba mit na
paméti, ze graf lze vétS§inou nakreslit mnoha k nepoznéani riznymi zpusoby.

Ze dvou nakresleni téhoz grafu dédvame obvykle pfednost takovému, kde jsou
hrany kresleny pokud mozno pfimo s co nejmensim poc¢tem pruseciki.

Nakresleni grafu formalné definujeme jako dvojici zobrazeni ¢, v, z nichz ¢
pfifazuje vrcholim grafu rizné body v roviné a v pfifazuje kazdé hrané spojujici
vrcholy z, y jednoduchou k¥ivku s krajnimi body ¢(x), ¢(y). Pfitom poZzadujeme,
aby zadna kiivka 1 (e) neobsahovala zadny z bodd ¢(z) jako svlij vnitini bod.

Rovinné nakreslent je takové nakresleni grafu, Ze libovolné dvé kfivky prifazené
riznym hrandm grafu maji spole¢né nejvyse své krajni body, tj. body prifazené
vrcholim grafu. Rovinng graf (téz plandrni) je takovy graf, ke kterému existuje
rovinné nakresleni.

Ne kazdy graf je rovinny a i rovinny graf 1ze nakreslit nerovinnym zptsobem.
Rovinnym grafim je vénovana kapitola str. [225

1.1.6 Cviceni. V nésledujicich pfikladech grafovych popist redlnych situaci roz-
hodnéte, ktery druh grafu (orientovany, neorientovany) lépe vystihuje skutec¢nost:
Situace:  Silni¢ni sit

Vrcholy:  Krizovatky

Hrany: Krizovatky 4, j jsou spojeny pfimou silnici
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Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Situace:

Vrcholy:

Hrany:

Silni¢ni sit
Silnice
Silnice ¢, j maji spole¢nou kfizovatku

Molekula
Atomy
Atomy i, j jsou vazény chemickou vazbou

Elektrické zafizeni
Vodiée (uzly)
Mezi vodici ¢, j je zapojena soucastka

Sachy
Postaveni figurek na Sachovnici spolu s informaci, kdo je na tahu
Z postaveni i lze jednim tahem dostat postaveni j

Utad

Utednici

Ufednik i je nad¥izenym tfednika j

Narodni hospodarstvi

Produkty a sluzby

Produkt nebo sluzba ¢ je zapotiebi k vyrobé nebo vykonani j
Pridélovani tkola

Pracovnici a tkoly

Pracovnik ¢ je schopen vykonat tkol j

Slozita ¢innost, proces
Jednoduché cinnosti, ukony
Cinnost 4 musi byt dokonéena pied zapocetim ¢innosti j

Rodokmen

Lidé

Osoba i je otcem osoby j
Rodinné vztahy

Lidé

Osoba 7 je rodi¢em osoby j
Mmnohostén

Vrcholy mnohosténu
Vrcholy i, j lezi na stejné hrané mnohosténu

Program pro pocitac
Instrukce
Instrukce j mtze byt vykonana bezprostfedné po vykonani instrukce ¢

Program pro pocitac
Podprogramy (procedury a funkce)
Podprogram j je volan (aktivovan) podprogramem i

Kniha o teorii graf
Kapitoly
Pii éetbé kapitoly j se pfedpoklddé znalost kapitoly ¢ (viz obr. (1} str.
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1.1.7 Ohodnoceny graf, sit. V ¢etnych aplikacich grafy samotné nepostacuji
k adekvatnimu popisu situace. Proto se casto ke hranam ¢i vrcholim pfidavaji
néjaké hodnoty (obvykle ¢iselné), které reprezentuji napt. doby trvani nebo naklady
¢innosti, propustnosti potrubi, pravdépodobnosti udélosti apod. Graf, jehoz hrany
a (nebo) vrcholy jsou opatieny takovymi hodnotami, nazyvdme ohodnocenym
grafem nebo téz siti.

Zobrazeni, které ptrirazuje vrcholim nebo hrandm jejich hodnoty, nazyvame
ohodnocenim vrcholtt nebo hran. Casto se stavé, Ze v jednom ohodnoceném grafu
mame nékolik rtiznych ohodnoceni soucasné.

1.1.8 Cviceni. U jednotlivych ptiklada z posudte moznosti a vhodnost
rozli¢nych ohodnoceni hran ¢i vrchold.

1.1.9 Poznamky k terminologii. Vrcholy grafu byvaji nazyvany téz wuzly,
prvky, stycniky, body. Hrany grafu byvaji nazyvany téz vazbami, Zebry, Sipkami,
Sipy apod.

Vseobecné plati, ze ani definice grafu, ani terminologie neni zdaleka jednotn4,
a to jak v nasi, tak i ve svétové literature. Zakladni myslenky jsou sice spole¢né,
ale casto se setkate s odchylkami v dilezitych detailech. Vzdy je tieba prostudovat
tvodni partie knihy, kde obvykle byva stru¢ny prehled pouzivanych pojmii.

1.2 Orientované a neorientované grafy

Oba druhy grafii (orientované a neorientované) se studuji zpravidla oddélens,
byvaji jim vénovany oddélené kapitoly knih apod., ovSem zdani, Ze se jednd o dvé
samostatné teorie, je klamné.

V nékterych knihach lze najit i definici smiseného grafu, ktery muze mit oba
druhy hran. Teorie se vSak takovymi zobecnénymi grafy zabyva jen okrajoveé,

vz

v aplikacich lze zpravidla totéz modelovat trochu slozitéjsimi grafy orientovanymi.

1.2.1 Symetrizace a orientace grafu. Symetrizaci orientovaného grafu nazy-
vame neorientovany graf, ktery dostaneme tim, Ze ,,zapomeneme* na orientaci hran.
Na obrazku bychom prosté umazali Sipky.

Méame-li naopak néjaky neorientovany graf G, mtizeme z néj udélat graf oriento-
vany dvéma zpusoby: P¥i prvém zptsobu néjak (jakkoli, tfeba i ndhodné) zvolime
orientaci hran (v obrazku pfimalujeme Sipky) a ziskdme tim tzv. orientaci grafu G.
Druhy zptsob spoc¢iva v tom, Ze kazdou neorientovanou hranu kromé smycek na-
hradime dvéma opac¢né orientovanymi hranami a kazdou neorientovanou smycku
nahradime smyckou orientovanou. Tim ziskdme tzv. symetrickou orientaci grafu G.

Orientovany graf nazyvame symetrickym, jestlize pro kazdou dvojici vrcholi z,
y plati, Ze pocet hran z x do y je roven poctu hran z y do .
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1.2.2 Zakladem je orientovany graf. Jak uZ jsme naznacili v v této
knize budeme pokladat orientované grafy za zakladni. Neorientované grafy pak lze
ziskat tim, ze abstrahujeme od orientace hran. Jsou k tomu dva divody:

Za prvé, kdyz nékomu sdélujeme, které vrcholy jsou v grafu spojeny hranou,
pak obvykle jeden z obou vrcholt uvddime (vyslovime, napiSeme) dfive a druhy
pozdéji. Pritom ihned dodavame, ze na potfadi nezalezelo a Ze jsme oba vrcholy
mohli vyjmenovat i v opa¢ném poradi.

Za druhé, pfi praci s orientovanym grafem se nékdy stava, ze s nim potiebujeme
udélat néco, co nezalezi na orientaci hran. Napr. orientace jednosmérnych ulic je
dilezita pro automobilisty, ale zcela nedtlezita pro chodce.

Bude tedy vyhodné, aby pojmy, které jsou urceny pro neorientované grafy, bylo
mozno pouzivat i pro grafy orientované.

Dosédhneme toho tim, Ze vsechny grafové pojmy budeme definovat pouze pro
grafy orientované. Nékteré z téchto pojmu (totiz ty, které nezavisi na orientaci
hran) potom bude moZno pouzivat i pro grafy neorientované.

1.3 Daulezité mnoziny hran a vrcholua

Je-li dén graf G, pak mnozinu v8ech jeho vrcholi budeme znacit V(G) a mnozinu
jeho hran E(G). Je-li M libovolna koneénd mnozina, budeme pocéet prvki mnoZiny
M znadit |M|.

1.3.1 MnozZiny hran a vrcholi v orientovanych grafech. Necht G =
= (V,E,¢) je orientovany graf, necht = a y jsou jeho libovolné vrcholy a A C V
necht je libovolnd mnozina jeho vrcholt. Pak zavedeme nésledujici pojmy a znaceni:

Vi(z) ={z€V|(z,2)€e(E)} = mnozina ndsledniki vrcholu z,
tj. mnozina vrcholtl, do nichz vede hrana z .

Vo () ={z€V | (z)€e(F)} = mnozina predchidci vrcholu ,
tj. mnozina vrcholti, z nichz vede hrana do x.

Va(z) = VZ(x) UVS (z) = mnozina sousedd vrcholu ,
tj. mnozina vrcholt spojenych hranou s vrcholem =x.

Va(4) = Ugea Val(o),
tj. mnoZina vrcholi spojenych hranou s nékterym vrcholem z A.

El(z) ={e€E|Pv(e)=a} = vystupni okoli vrcholu z,
tj. mnozina hran s poc¢atec¢nim vrcholem z.

Ei(z) ={e€ E|Kv(e)=a} = vstupni okoli vrcholu z,
tj. mnozina hran s koncovym vrcholem zx.

Eg(z) = Ef(z)UEg(z) = okoli vrcholu ,
tj. mnozina hran incidentnich s vrcholem .
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Wh(A) ={ecE|Pv(e)e A& Kv(e) & A},
tj. mnozina vSech hran, jejichZ pocateéni vrchol lezi v A a koncovy
vrchol nelezi v A.

Wgs(A) ={ecE|Pv(e) ¢ A& Kv(e) € A},
tj. mnozina vSech hran, jejichZ poéate¢ni vrchol nelezi v A a koncovy
vrchol lezi v A.

Wa(A) = WH(A)UWS (A) = ez urceny mnoZinou vrcholii A,
tj. mnozina vSech hran, jejichz jeden (libovolny) vrchol lezi v A a druhy
v mnoziné A nelezi.

mé(z,y) = |EL(x) N EZ(y)| = ndsobnost hrany,
tj. pocet hran s pocatecnim vrcholem x a koncovym vrcholem y.

ma(z,y) = |Eq(z) N Eg(y)| = ndsobnost hrany,
tj. pocet hran spojujicich vrcholy z a y.

di(z) = |EL(z)| = vystupni stupeni vrcholu z,
tj. pocet hran vychézejicich z vrcholu z.

da(xz) = |Eg(x)| = vstupni stupen vrcholu x,
tj. pocet hran vchazejicich do vrcholu x.

da(z) = di(x)+dg(z) = stupen vrcholu
tj. pocet hran incidentnich s vrcholem =z, pricemz smycky pocitdme
dvakrat.

Vzdy, kdyZ bude z kontextu zfejmé, jaky graf mame na mysli, budeme vyneché-
vat index ¢ a budeme psat struénéji V(z) namisto Vg (x) apod.

1.3.2 Cvicenli.

Dokazte, Ze plati 3, oy () d(y) = 2|E(G)] .

Jaky je vztah mezi ¢isly d(x), |E(x)| a [V (z)| ?
Co znamenaji vyrazy m(x,z) a m*(z,z) ?

Mize fez, tj. mnozina W(A), obsahovat smycku?
Je néjaky vztah mezi &isly |WW(A)| a |[V(A)\ 4| ?

G o=

1.3.3 MnoZiny hran a vrchold v neorientovanych grafech. Nékteré z vyse
definovanych pojmt a znaceni nezavisi na orientaci hran, a proto je lze pouzit
i pro grafy neorientované. Konkrétné jde o znaceni Vi (z), Vo (4), Eq(x), Wa(A),
meg(z,y) a d(x) a jim odpovidajici pojmy. VSimnéte si, Ze i slovni vysvétleni téchto
pojmi jsou nezavisla na orientaci hran.

1.3.4 Prosty graf a multigraf. Prosty graf je graf, v némZ nasobnost kazdé
hrany je nejvyse rovna jedné. Multigraf je graf, v némz nasobnosti hran mohou byt
i vétsi nez jedna.
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Pozor, v literature je Casto slovem graf oznacovan pouze prosty graf a slovo
multigraf se pak pouziva k pojmenovani obecnéjsiho pripadu, kdy nasobnosti hran
mohou byt i vétsi nez jedna.

V této knize je tedy multigraf totéz, co (obecny) graf. Slovo graf zde pouzivame
obecnéji, nez je obvyklé, jednak s ohledem na aplikace, jednak proto, Ze fada tvrzeni
i algoritmi funguje bez Gprav i pro multigrafy, tj. pro grafy, které nemusi byt prosté.
Slovo multigraf budeme pouzivat pro zduiraznéni, ze graf nemusi byt prosty, napi.
takto:

Symetrizaci prostého orientovaného grafu miize vzniknout multigraf.

1.3.5 Prosté grafy a relace. V prostém orientovaném grafu muzeme kazdou
hranu e ztotoznit s uspofadanou dvojici vrcholt (Pv(e), Kv(e)), nebot touto dvojici
vrchold je hrana e jednoznacné urcena (v prostém grafu nemohou byt dvé takové
hrany). Mnozinu hran prostého orientovaného grafu tedy mtizeme poklddat za
binérni relaci na mnoziné vrchold. O relacich pojedndme podrobnéji v[I.12.3] str.

1.4 Porovnavani grafi

1.4.1 Rovnost grafii. Rekneme, 7e dva grafy G = (V,E,e) a G' = (V/,E’, &)
jsou si rovny, jestlize V=V, E=FE aec=¢'.

1.4.2 Izomorfismus. Grafy G, G’ se nazjvaji vzdjemné izomorfni, kdyz existuji
dvé vzajemnd jednoznacnd zobrazeni f : V — V' a g : E — E’' takova, Ze
zachovévaji vztahy incidence ¢ a &’. Presnéji, kdyZ pro kazdou hranu e € F plati:

e(e) = (z,y) = '(g(e)) = (f(x), f(y)) ,
popr.
e(e) = {z,y} = '(g(e)) = {f(x), f(y)}

v zavislosti na tom, zda se jedna o grafy orientované nebo neorientované.

Vztah izomorfismu znac¢ime G = G'.

Mnoho vlastnosti grafti se prenasi izomorfismem. Presnéji, mnoho vlastnosti V
je takovych, ze ma-li graf G; vlastnost V a plati-li G; = Gs, pak i graf G; ma
vlastnost V. Teorie graft se téméf vylucné zabyva pravé takovymito vlastnostmi.

Prikladem vlastnosti, kterd se zachovava izomorfismem, je tfeba ,,pocet vrcholi
stupné 2, které maji alespon jednoho souseda stupné 3“.

Chceme-li dokézat, ze dva grafy jsou izomorfni, stac¢i najit (sta¢i uhodnout)
izomorfismus (tj. zminénd dvé zobrazeni vrcholti a hran) a ovéfit, Ze to jsou ta
spravna zobrazeni, tj. Ze spliiuji vySe uvedené podminky. Jsou-li oba grafy prosté,
staci dokonce najit jen pfifazeni vrcholl, pfifazeni hran pak totiz je jednoznacéné
urceno. Na obrazku na nasledujici strané jsou tii navzajem izomorfni grafy. Pro
prvé dva je izomorfismus naznacen shodnym pojmenovanim vrchold.

Zjednodusené mizeme fici, ze dva grafy jsou izomorfni, kdyz se lisi pouze
nakreslenim a ozna¢enim (pojmenovanim) vrcholi a hran.



18 Kapitola 1. Zéakladni pojmy

Chceme-li naopak dokazat, Ze dva grafy izomorfni nejsou, je tfeba bud vyzkouSet
vSechna mozné zobrazeni (coz obvykle je nesmirné pracné), anebo najit vlastnost,
kterd se prenasi izomorfismem a kterou ma jen jeden z obou grafi.

Rozhodnuti, zda dva dané grafy jsou izomorfni, je v fadé pripadi obtiznym
tkolem. Pii zjisfovani izomorfismu lze ¢asto vyuZzit tato jednoduché pozorovani:

1. Izomorfni grafy musi mit stejné pocty vrcholt i hran.

2. Vrcholu stupné k lze izomorfismem prifadit pouze vrchol stejného stupné k.

3. Dvojici sousednich vrcholi mtize byt izomorfismem pfifazena opét jen dvojice
sousednich vrchold.

Obrazek 1.1: Vzajemné izomorfni grafy.

1.4.3 Cvi€eni. O grafu na obr.[L.I]vpravo dokazte, Ze je izomorfni s pfedchozimi
dvéma. Navod: dopliite pojmenovani vrcholt a hran, ¢imz vlastné ziskate zobrazeni
f a g, a ovérte, ze zachovavaji vztahy incidence. Pokud nezachovavaji, zkuste jina
zobrazeni.

1.4.4 Cviéeni. O grafech na obr. rozhodnéte, které z nich jsou navzdjem
izomorfni a které ne.

w0 &5 8 [

Obrazek 1.2: Jsou tyto grafy izomorfni?

1.4.5 Podgrafy. Graf G’ je podgrafem grafu G, vznikne-li z grafu G vynechdnim
néjakych (nebo zadnych) vrcholtt a hran. Podstatné je, ze podgraf musi byt také
grafem: spolu s kazdou hranou, ktera je v podgrafu, tam musi byt i oba jeji krajni
vrcholy. Poznamenejme, ze kazdy graf pokladame za podgraf sebe sama. Jsou dva
specialni druhy podgrafu:

Graf G’ nazyvame faktorem grafu G, vznikne-li z grafu G pouze vynechanim
nékterych (nebo zadnych) hran, tj. plati-li V(G) = V(G’).
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Graf G’ nazyvame podgrafem indukovanym mnoZinou vrcholi A C V(Q) (téz
uplngm podgrafem na mnoziné A), jestlize podgraf G’ ma mnozinu vrcholi A
a obsahuje vSechny hrany grafu G, jejichz oba vrcholy lezi v A. Indukovany podgraf
G’ lze ziskat z grafu G tim, Ze vynechdme vrcholy, které nelezi v mnoziné A, a pak
vynechdme vSechny hrany, které byly incidentni s vynechanymi vrcholy. (Tyto hrany
je tfeba vynechat, aby to, co zbude, byl graf.)

Poznamenejme, ze obecny podgraf vzdy muzeme dostat jako faktor néjakého
indukovaného podgrafu a také jako indukovany podgraf néjakého faktoru ptivodniho
grafu. Rozdil je jen v tom, zda napfed vynechavame hrany, nebo vrcholy.

1.4.6 Priklad. Méjme graf, jehoz hranami jsou vSechny silnice a vrcholy jsou
vSechny kfizovatky a slepé konce silnic. Omezime-li se na kfizovatky, které lezi
v néjakém okrese, a vSechny silnice mezi nimi, dostaneme indukovany podgraf.
Ponechame-li vsechny kfizovatky a omezime se na silnice prvni t¥idy, dostaneme
faktor s mnoha izolovanymi vrcholy.

1.5 Sledy a odvozené pojmy

1.5.1 Sled. Posloupnost vrcholt a hran vy, e1,v1, €2,v2, ..., €k, Vx NAZyvVamMe 0Ti-
entovanym sledem, jestlize pro kazdou hranu e; z této posloupnosti plati Pv(e;) =
=Vi—1 aQ KV(B,‘) = V.

Posloupnost vrcholti a hran vy, €1, v1, €2, va, . . ., €k, Vi NAZyvame neorientovanym
sledem, jestlize kazda hrana e; z této posloupnosti spojuje vrcholy v;_1, v;.

Vrchol vy v obou pfipadech nazyvame pocdtecnim a vrchol vy, koncovym vrcholem
sledu. O sledu tikdme, Ze vede z vrcholu vy do wvrcholu vy, nebo také, ze spojuje
vrcholy vg, V.

V orientovaném i neorientovaném sledu na sebe vrcholy i hrany ,navazuji“.
U orientovaného sledu vSak navic pozadujeme, aby vSechny hrany byly orientovany
,vpled ve sméru sledu“. U neorientovaného sledu na orientaci nezalezi. Proto ma
pojem neorientovaného sledu smysl pro orientované i neorientované grafy. Navic,
kazdy orientovany sled je také sledem neorientovanym (nebot spliiuje podminky,
aby se takto mohl nazyvat). Konefné poznamenejme, Ze v obecnych sledech se
mohou vrcholy i hrany opakovat.

V grafu G na obr. str. je posloupnost vs,eg,v1,€1,v2,€3,V4 Orien-
tovanym (a samoziejmé zdroven i neorientovanym) sledem, zatimco posloupnost
v3, €4, V2, €1, V1, €1, U2 j€ pouze neorientovanym sledem a posloupnost vs, ea, v4, €4, V1
vibec neni sledem.

V grafu silni¢ni sité s jednosmérnymi silnicemi smi auta jezdit jen podle orien-
tovanych sledi, zatimco chodci smi chodit i podle sledti neorientovanych.

Trividlni sled je sled, ktery obsahuje jediny vrchol a zZddnou hranu. Trivialni sled
1ze pokladat za orientovany i neorientovany.

Kazdy sled (kromé trividlniho) je jednoznacné uréen posloupnosti svych hran.
V prostém grafu je sled urcen i posloupnosti vrcholi.
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1.5.2 Tah, cesta. Orientovany (neorientovany) sled, v némz se zddna hrana ne-
opakuje, nazyvame orientovanym (neorientovanym) tahem. Orientovany (neorien-
tovany) sled, v némz se neopakuje zadny vrchol, nazyvame orientovanou (neorien-
tovanou) cestou.

Vsimnéte si, ze z faktu, Ze se v cesté neopakuji vrcholy, vyplyva, ze se v ni
neopakuji ani hrany. Kazda cesta je tedy zaroven také tahem a sledem, zatimco tah
je vzdy sledem, ale neni vzdy cestou.

Nézev tah je pravdépodobné odvozen od znamé tlohy nakreslit ,,domecek“ nebo
jiny obrazek (graf) jednim tahem.

1.5.3 Uzaviené sledy. Sled (orientovany nebo neorientovany), ktery mé ale-
spon jednu hranu a jehoZ pocatecni a koncovy vrchol splyvaji, nazyvame uzavienym
sledem. Podobné mluvime o uzavieném tahu.

Uzavrend cesta je uzavieny sled, v némz se neopakuji vrcholy (kromé toho, ze
vg = vk) a navic se neopakuji ani hrany. Pro uzaviené cesty se pouzivaji specidlni
nazvy: kruZnice je neorientovana uzaviena cesta a cyklus je orientovana uzaviena
cesta. Opét plati, ze cyklus je zaroven i kruznici, ale naopak to neplati.

Kruznice, ktera méa t¥i hrany, se nazyva trojuhelnik.

Poznamenejme, Ze trividlni sled nepoklddame za sled uzavieny. Pro definici
uzavienych cest jsme museli zakazat kromé opakovani vrcholu také opakovani hran
proto, aby se posloupnost vy, e, v1, €, vp nemohla nazyvat uzavienou cestou.

1.5.4 Dostupnost. Rekneme, Ze vrchol y je orientované (neorientované) do-
stupny z vrcholu x, jestlize existuje orientovany (neorientovany) sled vedouci z vr-
cholu z do vrcholu y. VSimnéte si, Ze sled spojujici x a y existuje prave tehdy, kdyz
existuje cesta spojujici tyto vrcholy. (Pro¢?)

1.5.5 Sledy v ohodnocenych grafech. V ohodnocenych grafech méa casto
velmi dobry smysl hovotit o sou¢tu ohodnoceni hran v néjakém sledu, cesté, cyklu
apod. Jestlize napf. ohodnoceni hrany vyjadiuje vzdalenost, mnozstvi prace, casu
nebo penéz potrebnjych k priichodu hranou, pak soucet ohodnoceni hran ma jisté
dobry prakticky smysl. Pfitom ohodnoceni kazdé hrany pocitame vzdy tolikrat,
kolikrat se hrana ve sledu vyskytuje. Pro tento soucet ohodnoceni hran se vzil termin
délka sledu (cesty, tahu, krunice, cyklu) a v tomto smyslu se hovoii o nejkratsim
nebo nejdelsim sledu, cesté atd. Hledani nejkratsich nebo nejdelsich cest patii
k nejcastéji aplikovanym tloham teorie grafi.

Nutno ovSem poznamenat, Ze termin délka sledu (cesty, atd.) je ¢asto uzivan také
pro oznaceni poc¢tu hran ve sledu, cesté apod. Tento rozpor ve vzité terminologii
Ize forméalné fesit timluvou, Ze pocet hran ve sledu budeme pokladat za soucet
ohodnoceni, je-li kazda hrana ohodnocena jednickou.

Dodejme, ze hledéni cest s nejmensim poc¢tem hran je podstatné jednodussi nez
hledéni cest s nejmensim souétem ohodnoceni (viz a kapitola @

V této knize budeme pouzivat terminy délka sledu a nejkratsi sled, cesta atd.
témér vzdy ve smyslu ,soucet ohodnoceni® a jen vyjimecné ve smyslu , pocet hran®,
pfidemz na tyto vyjimky vzdy zvl4st upozornime.
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1.6 Specialni grafy

Diskrétni graf je graf, ktery nemé zadnou hranu. Podle potieby jej mizeme pova-
Zovat za orientovany ¢i neorientovany.

Uplny orientovany graf je prosty graf G = (V,R), kde R je mnoZina vsech
uspofaddanych dvojic riznych vrchold z mnoziny V.

Uplny (neorientovanyj) graf je prosty neorientovany graf bez smyéek, jehoz kazdé
dva rtizné vrcholy jsou spojeny hranou. M&-li n vrcholi, znaéime jej K, (obr. .

Bipartitni graf je takovy graf G, jehoz mnozina vrcholt V(G) je disjunktnim
sjednocenim dvou neprazdnych mnozin S, T a plati E(G) = Wg(S). Jinymi
slovy, kazda hrana bipartitnitho grafu mé jeden krajni vrchol v S a druhy v 7.
Mnoziny S, T nazyvame stranami bipartitniho grafu. U orientovaného bipartitniho
grafu zpravidla pozadujeme, aby vSechny hrany byly orientovany souhlasné, tj. aby
E(G) = WT(S).

Uplngj bipartitni graf je takovy bipartitni graf, kde kazda dvojice vrcholi s € S,
t € T je spojena piesné jednou hranou. Uplny bipartitni neorientovany graf, jehoz
strany S, T maji m = |S| a n = |T'| prvki, znac¢ime K,, ,, (viz obrazek .

Ks K34
Obréazek 1.3: Uplny graf K5 a tplny bipartitni graf Kj 4.

Graf nazyvame reguldrnim (téZ pravidelngm), maji-li vSechny jeho vrcholy stejny
stupent. Graf, v némz v8echny vrcholy maji stupenl k, nazyvame k-reguldrnim (téz
k-pravidelnym). Piiklady 3-reguldrnich grafa jsou nakresleny na obrazcich a
na strané [I8

1.7 Kofenovy strom

Korenové stromy patii k nejuziteénéjsim a nejcastéji pouzivanym grafim. Obrazky
kofenovych stromt si pro znazornéni hierarchické struktury kresli i lidé, ktefi o teorii
grafli nemaji ani tuseni.

Vzhledem k dilezitosti kofenovych stromii zavedeme jejich ponékud specialni

terminologii jiz zde, tfebaze podrobnéji se obecnymi stromy budeme zabyvat v [£.2]
str. a kofenovymi stromy pak v str.

1.7.1 Korenovy strom je orientovany graf, v némz existuje vyznacény vrchol r,
tzv. koten, takovy, Ze do kofene nevede zadna hrana, do kazdého jiného vrcholu vede
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presné jedna hrana a navic jsou vSechny vrcholy z korene r orientované dostupné.
Kofenovy strom byva nékdy nazyvan také vétvenim.

Vlastnosti kofenovych stromi a definice kofene jsou uvedeny v [5.3] str.[79} Zde
pouze konstatujme, ze v kofenovém stromé do kazdého vrcholu vede z kofene presné
jedna orientovanéa cesta. Na obr. jsou dva piiklady kofenovych stromi. (Najdéte
kofeny.)

Obrazek 1.4: Kofenové stromy.

Pro kofenové stromy se ¢asto pouziva zvlastni , prirodopisné rodinna* termino-
logie. Vede-li v kofenovém stromé hrana z vrcholu x do vrcholu y, pak vrchol z
nazyvame otcem vrcholu y a vrchol y nazyvame synem vrcholu x. Nékdy se dokonce
o vrcholech, které maji spoleéného otce, mluvi jako o bratrech, zavadi se pojem
dédecka a vnuka atd. Vrchol, ktery nemé zadného syna, nazyvame listem. Pozna-
menejme, ze kazdy vrchol korenového stromu mé pfesné jednoho otce s vyjimkou
kotene, ktery otce nema.

Korenovy strom se obvykle kresli tak, ze kofen je nahote a vsechny hrany vedou
shora dolu tak, aby se nekrizily. Strom na obrazku vpravo je tedy nakreslen
ponékud netradi¢nim zpiisobem.

Usporddany korenovy strom je kofenovy strom, v némz je pro kazdy vrchol
urceno usporadani jeho synd. Uspotfadany kofenovy strom kreslime zpravidla tak,
aby synové byli usporadani zleva doprava.

Obrazek 1.5: Binarni kofenovy strom a podstromy vrchola z a y.

Bindrni korenovy strom je kofenovy strom, jehoz kazdy vrchol mé nejvyse dva
syny. Obvykle pfitom rozliSujeme poradi syn a ve shodé s obvyklym zptsobem
kresleni pak mluvime o levém a pravém synovi. Pokud mé v binarnim kofenovém
stromé néjaky vrchol jen jednoho syna, mtze to byt syn pravy nebo levy. Vrchol v
na obréazku [I.5| m4 jen levého syna.
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Podstromem kofenového stromu se zpravidla nenazyva jakykoli podgraf, ktery
je kofenovym stromem. Je-1i  vrcholem kotfenového stromu G, pak podstrom urceny
vrcholem x nebo podstrom s kotenem x je podgraf, ktery je indukovdan mnozinou
vSech vrchold orientované dostupnych z vrcholu x. U binarnich stromt se také
mluvi o levém podstromu vrcholu x nebo o pravém podstromu vrcholu x, coz jsou
podstromy, jejichz koreny jsou levy nebo pravy syn vrcholu z. Na obrazku jsou
carkované oznaceny levé a pravé podstromy vrcholti z a y. Podstrom s kofenem y
je pravym podstromem vrcholu z.

Hloubku vrcholu x v kofenovém stromé definujeme jako pocdet hran v (jediné)
cesté z korene stromu do vrcholu z. Mnozinu vrchold, které jsou ve stejné hloubce,
pak nazyvame vrstvou. Vysku vrcholu x definujeme jako nejvétsi pocet hran v cesté
zacinajici v x a konéici v nékterém listé. Vyska stromu (jako celku) je vyska jeho
kofene. V kofenovém stromé na obrazku [I.5] jsou vrcholy x a y v hloubce 1, ale
vrchol z mé vysku 2, zatimco y ma vysku 3. Vyska celého stromu je 4 a vSechny
listy nejsou ve stejné vrstveé.

1.7.2 Aplikace kofenovych stromil jsou opravdu bohaté. Znazornit kofeno-
vym stromem rodokmen nebo nejriznéjsi hierarchické vztahy je velice prirozené.
Dulezité aplikace jsou v programovani pocitaci, kde se pouziva fada dimyslnych
datovych struktur zalozenych na korenovych stromech.

Na obrazku je ukézka jiného méné trividlniho pouziti. Aritmeticky vyraz je
zde reprezentovan usporadanym binarnim kofenovym stromem. Podobné reprezen-
tace se pouziva v prekladacich programovacich jazyki.

Obrézek 1.6: Reprezentace aritmetického vyrazu (1 +2) -3 +4/(5 — 6) kofenovym
stromem.

V této souvislosti se lze setkat se zvlastnimi zpisoby vyjmenovani vsech vrchol
kofenového stromu. Oznaéme pro libovolny vrchol x symbolem L(z) a R(z) levy
a pravy podstrom vrcholu x. Uspotfadani vrcholti kofenového stromu se nazyva
preorder, postorder nebo inorder, jestlize pro kazdy vrchol z plati, Ze vrcholy
podstromu s kofenem x jsou v tomto uspordddni uvedeny (vyjmenoviny) v tomto
poradi:

preorder:  vrchol x, vSechny vrcholy z L(z), vSechny vrcholy z R(x),
inorder: v8echny vrcholy z L(x), vrchol z, v8echny vrcholy z R(z),
postorder:  v8echny vrcholy z L(z), vSechny vrcholy z R(x), vrchol x.

V grafu na obrazku[I.6]odpovida poradi inorder bé&Znému zptsobu zapisu aritme-
tickych vyrazt. Potadi preorder je ,,+-+123/4—56“, postorder je ,,12+3-456—/+*.
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Poradi postorder odpovida potfadi pfi vypoctu vyrazu. Jak pro dany kofenovy
strom tato poradi vrcholii najit, si povime v str. (prohledvani grafu
do hloubky).

Dodejme, ze poradi preorder a postorder lze definovat i pro obecné kofenové
stromy. Poradi inorder ma smysl jen pro stromy binarni.

1.8 Matice popisujici graf

1.8.1 Matice sousednosti. Necht G je orientovany graf. Zvolime-li (libovolné,
ale pevné) pofadi jeho vrcholt vy, ..., v,, mizeme grafu G pfifadit matici soused-
nosti Mg rfadu n predpisem

m;"j =m™ (v;,v;) .

Pro neorientované grafy definujeme matici sousednosti Mg predpisem
mi; = m(vi,vj) .

To znamend, ze matice sousednosti neorientovaného grafu je vidy symetricka:
m;; = my; pro vSechna i, j. Grafy G a H na obr. [I.7maji tyto matice sousednosti:

0200 0210

00 0 1 2 0 1 1
+ _ -
Mec=11101 | Ma=11 1 ¢ 1

00 00 0110
G H

Obrazek 1.7: Grafy, jejichz matice sousednosti jsou Mg a My.

Poznamenejme, ze maji-li dva grafy, oba orientované, nebo oba neorientované,
stejnou matici sousednosti, pak tyto grafy jsou navzajem izomorfni. Naopak to
vSak neplati: zména potfadi vrcholii mé za nésledek stejné zmény v poradi sloupci
a Fadk matice sousednosti. Vzajemné izomorfni grafy tedy mohou mit rtizné matice
sousednosti.

Neorientovany graf a graf orientovany, ktery je jeho symetrickou orientaci (viz
[1.2.1), maji stejné matice sousednosti. Je-li tedy matice sousednosti symetrické, pak
ze samotné matice nelze poznat, zda je graf orientovany nebo neorientovany.
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1.8.2 Cviceni. Kolik hran m4 orientovany graf, ktery mé stejnou matici soused-
nosti, jako graf H z obrazku Kolik by mél hran, kdyby graf H mél navic jednu
smycku?

1.8.3 Cviéeni. Mohou dva grafy, orientovany graf G a neorientovany graf G’, mit
stejné matice sousednosti a zaroven stejné poc¢ty hran? Jak takové grafy vypadaji?

1.8.4 Matice incidence. Nechf G je orientovany graf bez smyéek. Zvolime-li
(libovoln&, ale pevné) nejen potadi vrcholt vy, ..., v,, ale i pofadi hran ey, ..., e,
mizeme grafu G ptifadit matici incidence (téz incidencéni matici) Bg typu (n,m)
predpisem

1, jestlize v; je pocatecnim vrcholem hrany e;,
bi; = —1, jestlize v; je koncovym vrcholem hrany e;,
0 v ostatnich piipadech.

Inciden¢ni matice grafu G z obr. [I.7] je

1 1 0 0 0 -1
1 -1 1 -1 0 0

Ba = o 0o o0 1 1 1
0 0 -1 0 -1 0

Poznamenejme, ze kazdy sloupec obsahuje presné jednu 1 a presné jednu —1
(pro¢?) a dale, %e soufet hodnot v i-tém Fadku je roven d™ (v;) — d™ (v;).
Pro neorientované grafy bez smycek se incidencéni matice definuje pfedpisem

b — 1, jestlize v; je incidentni s hranou e;,
771 0 v ostatnich pFipadech.

Incidené¢ni matice grafu H z obr.[1.7] je

11000 1
1 11100
Bi=19 00111
001010

Poznamenejme, Ze soucet hodnot v i-tém Fadku je roven d(v;) a ze kazdy sloupec
obsahuje piesné dvé jednicky.

1.8.5 Cviceni. Piedpokladejme, Ze graf je dan svou incidenéni matici B. Jaky
vyznam maji jednotlivé prvky matice BBT? (Symbol BBT znaéi souéin matice B
s transponovanou matici BT.) Reste zvlast pro orientované a neorientované grafy
a dejte pozor na prvky na diagonale vysledné matice.
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1.9 Zpusoby zadavani graft

Pokud neni graf pfilis velky (zejména nema-li mnoho hran), je zfejmé pro kazdého
nejsrozumitelnéjsi obrazek. Jeho snad jedinou nevyhodou je fakt, Ze casto svadi
k jednostrannému pohledu, viz napft. obrazky a na strané

Situace se ale podstatné zméni, jestlize chceme pracovat s rozsdhlymi grafy,
které jiz neobsahneme pohledem, a zejména, je-li tieba zadat graf do pocitace.
Pouzivanych zptisobtl je celd fada a vzajemné se lisi nejen vhodnosti pro urcité
typy tuloh, ale i stupném univerzalnosti. Vétsina téchto zplisobil predpoklada, ze
vrcholy a popfipadé i hrany jsou ocislovany po sobé jdoucimi prirozenymi cisly,
obvykle poc¢inaje od jedné.

1.9.1 Seznamy vrcholi a hran. MnoZina vrcholl je popsana prostym vyctem
(seznamem) prvkid, mnozina hran je popsdna seznamem trojic tvofenych jménem
hrany a jejim pocateénim a koncovym vrcholem. V podstaté se jedna o tplny po-
pis grafu podle definice. Pokud ndm nezalezi na jménech hran, muzeme je vypustit
a hrany popisovat pouze dvojicemi vrcholti. Neorientované grafy popisujeme for-
malné stejnym zpisobem jako orientované: poradi vrchold hrany volime libovolné.
To znamen4, Ze neorientovany graf zadavame prostfednictvim jeho néjaké orientace.

K vyhodam tohoto popisu grafu patii univerzalnost a relativni dspornost.
Navic Ize timto zptisobem snadno popisovat i ohodnocené grafy: ohodnoceni prosté
pripiSeme k hranam ¢i vrcholim. Diky témto vyhodam je tento zptsob v praxi velmi
casto pouzivan, trebaze detaily provedeni byvaji nékdy ponékud odlisné.

Piiklad: Graf G z obrazku str. lze popsat napf. takto:

Vrcholy: w1, ve,vs, vyg.

Hrany: (61, V1, ’02), <e4, V3, ’UQ)7
(62,’01,’02), (65,1}3,114),
(63,112,1}4), (66,113,111).

Jestlize ndm nezalezi na jménech vrcholi a hran, mtzeme neorientovany graf H
z obrazku zadat (aZ na izomorfismus) napf. takto:

Vrcholy:
Hrany:

Vsimnéte si, ze dvojice (1,2) se v seznamu hran vyskytuje dvakrat, nebot
mpyg(1,2) = 2. Proto mluvime o seznamu, a ne o mnoZing.

1.9.2 Seznam vrcholil a seznamy okoli vrcholi. Tento zptisob je vlastné
aspornéjsi variantou predchoziho zptusobu. Mnozina vrchold je opét popsana sezna-
mem prvki, ale hrany jsou popisovany po skupinach: pro kazdy vrchol = je vzdy
uveden seznam mnoZiny hran E(z). Kazd4d hrana pak je popsdna pouze svym
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jménem a koncovym vrcholem, nebof poc¢ateéni vrchol x je pro celou skupinu hran
spolecny.
Piiklad popisu grafu G z obrazku

v (e1,v2), (e2,v2);

V2! (63,?14);

v3: @4;712)7(@57”4)»(66’“1);
Vy4: (Z)

Je samoziejmé, ze bychom misto mnozin ET(x) mohli uvadét téZ mnoziny
E~(x). K popisu neorientovaného grafu mtizeme pouzit popisu nékteré jeho ori-
entace anebo miZeme uvadét seznamy mnozin F(z), coz je ovSem méné Usporné,
nebot kazda hrana (kromé smyéek) je uvedena ve dvou seznamech.

1.9.3 Matice sousednosti. Zde se vyuziva faktu, Ze matice sousednosti urcuje
graf az na izomorfismus. Tento zptisob je matematicky elegantni, ale pro praxi méné
vhodny, zejména pro grafy s relativné mdalo hranami, nebof matice pak obsahuje
znacny pocet nul.

1.9.4 Matice incidence. Zde plati zhruba totéz, co v predchozim pripadé:
Matematicky elegantni, ale netisporné (pouze dva nenulové prvky ve sloupci). Pokud
bychom udévali pouze polohy (tj. indexy) nenulovych prvki ve sloupci, dostali
bychom vlastné seznam hran.

1.9.5 Matice sousednosti bipartitniho grafu. Tento zptsob je pouzitelny
pouze pro bipartitni grafy a je zaloZzen na faktu, Ze vrcholy bipartitniho grafu lze
uspotradat tak, aby matice sousednosti méla tvar

0 A 0 A
Ma'—(o()) nebo MG_(ATO>

v zavislosti na tom, zda se jedna o bipartitni graf orientovany, nebo neorientovany.
Podmatici A pak nazyvame matici sousednosti bipartitniho grafu. Viz téz obr.

=)
—_ O =

Obrazek 1.8: Orientovany bipartitni graf a jeho matice sousednosti.

1.9.6 Nepfimy popis grafu. V nékterych piipadech lze graf zaddvat neptimo
pomoci algoritmiti. Mnohdy totiz nepotiebujeme znat napt. seznam hran jako celek,
staci, kdyz pro kterykoli vrchol v umime néjakym algoritmem produkovat postupné
viechny hrany, které z vrcholu v vychézeji. Casto i mnozinu vrcholéi nemusime
znat explicite predem: staci, kdyz se o existenci vrcholu dovime diky objeveni
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(zpracovani) hrany, kterd v ném konéi nebo za¢ina. Tento pfistup se pouziva pii
zpracovani rozsahlych grafi, které jsou definovany nepfimo prostfednictvim popisu
néjaké situace nebo soustavy.

1.10 Zpracovani grafi na pocitaci

Nebudeme zabihat do detaild, ty muzZe étenaf najit v knihdch [Kucera83], [AHUT4]
a v nékterych ucebnicich programovani. Zminime se jen stru¢né o zékladnich
datovych strukturadch a uvedeme konvence pro zapis algoritmil pouzivané v této
knize.

Podotknéme, Ze neni znama zadna univerzalné vyhodnd datova struktura. Pro
ruzné algoritmy jsou ruzné datové struktury rtizné vhodné ¢i nevhodné.

1.10.1 Datové struktury vyuzivajici matice. Matice sousednosti a matice
incidence nejsou obecné pfili§ vhodné pro grafy s relativné malo hranami jednak
pro pamétové naroky, jednak proto, ze vyhledani dalsi hrany, kterd vychdzi z té-
hoz vrcholu, je pomalé (pfeskakujeme pomérné znaéné mnozstvi nulovych prvki
v fadku).

Ponékud jina situace je vSak u ohodnocenych prostych grafi, které maji hodné
hran, nebo také kdyz vysledkem vypocétu ma byt matice: jsou-li dva vrcholy spojeny
hranou, zapiSeme na prislusné misto matice ohodnoceni této hrany. Pokud mezi
nékterymi dvéma vrcholy nevede hrana, zapiSeme na odpovidajici misto matice
néjakou hodnotu, kterd nemiize byt ohodnocenim zadné hrany, zpravidla néjakou
hodné velkou nebo hodné malou konstantu.

Tuto konstantu volime zpravidla tak, aby se s ni v prislusném algoritmu dobie
pracovalo. Napr. pro hledani nejkratsich cest (Viz str. pouzijeme k oznaceni
neexistujicich hran néjaké hodné velké éislo jako ndhrazku nekone¢na (oo). Pak
vlastné algoritmus namisto s pivodnim grafem pracuje s grafem Uplnym, jehoz
nékteré hrany jsou tak nepfiznivé ohodnoceny, ze se nemohou ve vysledném feSeni
vyskytnout. Vhodnost zminéného zpisobu samoziejmé velice zalezi na charakteru
fesené ulohy. O zaludnostech téchto trika viz téz pozndmku [6.2.10} str.

Neohodnocené grafy lze ukladat v paméti pocitace také tak, ze i-ty fadek matice
bude obsahovat ¢isla nasledniktt vrcholu ¢, zapsana tésné za sebou. Pak vlastné
mame pro kazdy vrchol tzv. kompaktni seznam jeho néaslednik.

Pro prosté neohodnocené grafy se také nékdy pouziva matice sousednosti ulo-
zend jako matice bitt. Paméfové naroky jsou mnohem men$i nez u matice ¢isel,
manipulace s matici bitd je vSak o néco tézkopadné;jsi.

1.10.2 Seznam hran v jednorozmérnych polich. Predpokladéame, Ze vrcholy
i hrany grafu jsou ocislovany pofadovymi ¢isly 1,2,...,n.

Seznam hran orientovaného grafu pak lze snadno ulozit do dvou poli Pv
a Kv. Prvek Pv(i) pak obsahuje ¢islo pocdteéniho vrcholu i-té hrany, prvek
Kv(i) obsahuje koncovy vrchol této hrany. Je-li graf ohodnoceny, pouZijeme pro
ohodnoceni hran jednoduse dalsi pole.
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Tento zpusob je vhodny zejména v programovacich jazycich, které nepodporuji
bohatsi strukturovani dat. Nevyhodou tohoto postupu je nutnost pole pfedem di-
menzovat (uréit jeho velikost) a pak pomaly pFistup k nasledniktim ¢ predchtdcim.
Céstecné si Ize pomoci setfidénim hran podle PV nebo Kv. Lepsi ovem je pou-
7it jesté jedno pole DALSI, jehoz prvek DALSI(Z) bude obsahovat vzdy index dalsi
hrany, kterd ma stejny pocatecni vrchol jako hrana i. Pokud dalsi takova hrana nee-
xistuje, mize byt DALSI(i) = —1. Pomoci hodnot DALSI pak lze snadno pfistupovat
ke vSem hranadm, které vychézeji z téhoz vrcholu. Podobny zpiisob 1ze pouzit pro
hrany, které konc¢i ve stejném vrcholu a tyto zptisoby Ize i kombinovat.

Vyse popsané pouziti pole DALSI vlastné realizuje spojovy seznam, kde kazda
polozka seznamu obsahuje odkaz (spoj) na dalsi polozku.

1.10.3 Seznamy nasledniku v jednorozmérném poli. Tento zptusob vyuziva
dvé pole, ozna¢me je IDX a NASLED. Hodnota IDX(¢) je indexem (pofadovym ¢islem)
prvku, kterym v poli NASLED zacinad seznam néaslednika vrcholu . Néslednici jsou
v poli NASLED ulozeni tésné za sebou bez jakychkoli oddélovact. Konec seznamu
nasledniki vrcholu ¢ se pozna jako zacatek seznamu pro vrchol i+ 1. Kvili ukonéeni
posledniho seznamu je v poli IDX o jeden prvek vice nez je vrcholi. Viz piiklad na
obrazku [L.9

IDX;T?,\NIU
NASLED: ’;‘;\z’i‘;‘zl7

Obrézek 1.9: Datovy popis grafu G z obr. str. pomoci seznamt néslednikii
v jednorozmérném poli.

Je-li dany graf multigrafem, zaznamename rovnobézné hrany jako opakovany
vyskyt naslednika. Kazdy prvek pole NASLED tedy muzeme pokladat za zadznam
o hrané, v némz je vynechan pocatec¢ni vrchol. Délka pole NASLED je rovna poctu
hran. Je-li graf ohodnoceny, lze pro ohodnoceni pouzit dalsi jednorozmérna pole
(pro vrcholy i hrany).

Tento zptisob uloZeni grafu v pocitadi je paméfové velmi dsporny a umoziiuje
rychle prochéazet seznamy néaslednikti. Pfistup k predchtiidciim je vSak dost kompli-
kovany a pomaly.

1.10.4 Datové struktury zaloZené na ukazatelich. Modernéjsi programo-
vaci jazyky (napf. PASCAL, C) umoziuji praci s adresami datovych objektt (typ
ukazatel). To umoziiuje pohodlnou realizaci spojovych seznamii.

Data, ktera popisuji vrchol ¢ hranu, sdruzujeme do zéznamu (record), pficemz
kazdy zaznam obsahuje navic ukazatel na dalsi zdznam v seznamu. Podrobnosti 1ze
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najit v témér kazdé ucebnici programovani.

Vyhodou pouziti ukazatelti ve srovnani s pouzitim poli je fakt, ze neni tfeba
predem védét, jak velkd pole budou potfeba, a také daleko snazsi zmény grafu
v paméti pocitace. Nevyhodou je vyssi spotfeba paméti pro ulozeni ukazatelt. Inu,
kazda legrace néco stoji.

Né&kdy se pole a zdznamy s ukazateli kombinuji. Ptiklad je na obrazku
kde vrcholy jsou v poli, zatimco hrany jsou zaznamenany v zdznamech, které jsou
pristupné pomoci ukazateld.

Stoji za zminku, ze odkazy mezi datovymi objekty lze chapat jako orientovany
graf a obrazky datovych struktur v ucebnicich programovani i obrazek to
potvrzuji. Vrcholy grafu jsou zdznamy (popf. jiné datové objekty) a hrany vyjadiuji
existenci ukazatele a odkud kam tento ukazatel ukazuje. Tento graf datové struktury
je samoziejmé néco uplné jiného nez graf, ktery je v té datové struktute ulozen.

PV KV PV KV
1o F—1]2 7]

‘X‘\‘|‘|‘

2 PV KV
;
4

X

PV KV PV KV PV KV
[ J——{a[2[ F—[a]s

Obrazek 1.10: Datovy popis grafu G z obr. str. pomoci ukazateld.

1.10.5 Popis algoritmua. Algoritmy v této knize jsou popisoviny spiSe nefor-
malné, bez specidlniho zretele na néjaky programovaci jazyk a bez pouziti struktu-
rovanych piikazt. Jedinou vyjimku tvofi algoritmy prohledavani do hloubky, u nichz
je vedle bézného popisu uveden i zapis s vyuzitim rekurzivni procedury (viz
str. a str. .

Jsou-li v algoritmech vrcholim ¢i hrandm pfifazovany néjaké hodnoty, je zapis
této skutecnosti proveden tak, jako by hodnoty byly ulozeny v poli (viz . Mlu-
vime tedy napf¥. o poli VZDALENOST, pfi¢emz VZDALENOST(v) ozna¢uje hodnotu
vzdalenosti pfifazenou vrcholu v.

V zaddném piipadé nebylo imyslem vnucovat ¢tenafi implementaci zaloZenou na
polich. Spise $lo o ctenare, ktefi nejsou zbéhli v pouzivani ukazatelt. Zdatnéjsi
programéator si snadno zde uvedené algoritmy prevede do své oblibené datové
struktury.

Jako znak pfifazeni uzivame symbol :=, znak = oznacuje vztah rovnosti.

1.10.6 Casové néaroky algoritm®i a obtiZnost tloh. Dilezitym méFitkem
kvality algoritmu je jeho rychlost. Piestoze se rychlosti algoritmi nebudeme detailné
zabyvat, budeme u vétsiny algoritmi uvadét poznamky o jejich ¢asovych narocich.
Zpravidla pujde o vyroky typu ,Cas vypoctu neroste rychleji nez tfeti mocnina

poctu vrchold“ apod. Budeme pfi tom pouzivat toto znaceni:
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Necht f, g jsou dvé nezdporné funkce realné proménné. Jestlize existuji realné
konstanty k, m takové, Ze pro vSechna x > m plati g(z) < kf(x), pak piSeme
9=0(f).

Zapis g = O(f) se vyslovuje jako ,g je o f“. Je tfeba upozornit, Ze v tomto
zapisu ma znak rovnitko trochu jiny vyznam nez obvykle. Neni to rovnost mezi
¢isly nebo funkcemi, je to trochu podivné zapsany vyrok o chovani funkce g.

Plati napi. 522 + 3z = O(2?) a také 23/1000 + 100022 = O(x?), ale pozor: plati
také 12nlogn = O(n?) nebo 222 + 4 = O(2%) a dokonce 222 + 4 = O(21%%°). Nezda
se vam to? Inu, je to tak trochu chyték, ale ovérte si, ze podle vyse uvedené definice
je to skutecné pravda.

Rekneme-li naptiklad, Ze n&jaky algoritmus pracuje v éase O(n?), kde n je pocet
vrchola grafu, znamend to, Zze doba jeho prace na grafech od uréité velikosti vyse
neroste rychleji nez néjaky nasobek tfeti mocniny poc¢tu vrcholt n. Pritom je vSak
mozné, ze pro mnoho konkrétnich p¥ipadii vstupnich dat (t¥eba i pro vSechny) bude
tentyz algoritmus pracovat rychleji. Dokonce i kdyby platil lepsi odhad, naptiklad
O(n?), byl by odhad O(n?) také pravdivy. Zapis O(n?) je prosté jen odhadem shora,
ktery tvrdi pouze to, Ze to pro ,dost velkd n“ nebude horsi nez ,néco“ krat n>.

Pokud v souvislosti s ¢asovymi odhady pouzijeme symboly n a m, bude vzdy n
znalit pocet vrcholt a m pocet hran grafu.

Algoritmy, které pracuji v polynomidlnim case (tj. v ¢ase O(p), kde p je néjaky
polynom), jsou obvykle pokladany za ,,rychlé‘ﬂ a prislusné dlohy za ,snadno
TeSitelné“. Je vSak mnoho tloh, pro které polynomidlni algoritmus neni znam
a panuje presvédceni, ze ani zadny neexistuje. O takovych tlohdch budeme fikat,
ze jsou NP-tézké. Struéné vysvétleni téchto pojmii najdete v kapitole [IT} str. [I87]

1.11 Optimalizacni alohy

V této knize se ¢asto budeme zabyvat optimalizacnimi ulohami, tj. tlohami, v nichz
se hleda reseni, které je v néjakém smyslu nejlepsi. V souvislosti s optimaliza¢nimi
tilohami se bézné pouziva nékolik pojmi, které nyni vysvétlime.

1.11.1 Mnozina pfFipustnych feseni. V optimalizacnich tlohach hledame fe-
Seni, které je nejlepsi mezi vSemi tzv. pripustnygmi resenimi. Mnozina vSech piipust-
nych feseni vSak obvykle neni dana seznamem svych prvki.

Obvykle méame ddnu mnozinu, které fikime prostor fesent, a seznam podminek,
kterym fikame omezujici podminky. Mnozina pripustnych feSeni pak je tvorena
vSemi feSenimi (tj. vSemi prvky prostoru feseni), kterd splituji omezujici podminky.
Je-li omezujicich podminek nékolik, musi je pripustné feseni spliiovat vSechny.

TutéZz mnozinu pfipustnych feseni lze ¢asto definovat nékolika zpiisoby.

Napriklad pti hledani nejkratsich cest v grafu z vrcholu « do vrcholu y bychom
mohli za prostor feseni prohlasit pfimo mnozinu vSech cest z vrcholu x do vrcholu y,
omezujici podminky pak nebudeme viibec potiebovat. Muzeme vsak také za prostor

1O zaludnostech takovychto zavéri viz[11.1.3] str. [188] nebo knihy [Kucera83) [AHUT4).
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feseni prohlasit mnozinu vsech sledu z = do y a pomoci omezujici podminky pozado-
vat, ze pripustné feseni musi byt cestou. Nebo dokonce mtizeme jako prostor feSeni
vzit v8echny sledy (ve vSech grafech) a formou omezujicich podminek pozadovat,
aby TfeSeni bylo cestou v daném grafu a aby pocatecni vrchol sledu byl z a koncovy y.

Zpusob, jakym je definovdna mnozina pripustnych feSeni, ma velice podstatny
vliv na zptisob feSeni tlohy, protoze pii FeSeni, chtéj nechtéj, musime vychazet
z tvaru a zptisobu, jak je tiloha zadéana.

1.11.2 Ucelova funkce. Které feseni je lepsi a které horsi uréuje v optimali-
zacnich tlohéch tzv. ucelovd funkce, coz je zobrazeni, které kazdému pripustnému
feSeni prifazuje Cislo, kterému fikame hodnota tucelové funkce.

Optimalni Teseni je pak takové pripustné feSeni, které ma mezi vSemi pfipust-
nymi feSenimi nejmensi nebo naopak nejvétsi hodnotu tcelové funkce. Zde zéalezi na
charakteru tlohy — napf. naklady obvykle minimalizujeme, zatimco zisk zpravidla
chceme co nejvetsi.

Napiiklad pfi hledani nejkratSich cest je ucelovou funkci soucet délek vSech
hran, které tvofi pfipustné feseni (tj. cestu z = do y), a tuto ucelovou funkci
minimalizujeme.

1.11.3 Typ ulohy, instance tulohy a zadani tlohy. Slovem ,uloha* byvaji
¢asto oznacovany dvé dosti odlisné véci:

Typ tlohy urcuje zpusob, jak je zadana ucelova funkce, zda jde o minimalizaci
nebo o maximalizaci, a zptusob, jak je zadana mnozina p¥ipustnych feseni. V tomto
smyslu tedy mluvime napf¥. o iloze najit nejkratsi cestu v grafu, ¢imz mame na
mysli obecny typ (druh) dlohy.

Ulohy uréitého typu mohou mit spousty rtznych instanci (konkrétnich pifpadii),
které se 1isi v konkrétnich hodnotéch ¢iselnych parametri, grafem, ve kterém se
hleda teSeni, apod.

Instance ulohy je konkrétni pripad tlohy, ktery je zadan tak konkrétné, ze ma
smysl ji fesit (pocitat) nebo se o to alespont pokouset. Zadani tdlohy jsou vlastné
data (mnohdy ¢iselnd), kterymi se odlisuji jednotlivé instance tlohy.

Napiiklad pro ulohu (tj. typ tlohy) najit v grafu nejkratsi cestu mezi dvéma
vrcholy musi zadani dlohy obsahovat popis konkrétniho grafu, ohodnoceni hran
jejich délkami a pocatecni a koncovy vrchol hledané cesty. Teprve mame-li k danému
typu tlohy tyto konkrétni iidaje, mé smysl zacit pocitat.

Naopak obecny algoritmus pro feSeni tloh daného typu (tj. pro feSeni vSech
instanci) lze vymyslet na zakladé znalosti typu tlohy, tj. i bez konkrétniho zadani.

1.12 MnozZiny, relace a zobrazeni

Jde o zakladni pojmy a kazdy ¢tenar se s nimi jisté uz setkal. Mnohé z téchto pojmu
souvisi s grafy velmi tésné (relace a zobrazeni lze napf. znazortiovat pomoci grafi).
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1.12.1 MnozZiny. Je-li z prvkem mnoziny A, zna¢ime to x € A. Dvé mnoziny
pokladame za stejné, obsahuji-li obé tytéz prvky.

Mnozinu vsech redlnych cisel znac¢ime R a mnozinu vSech pfirozenych disel
znac¢ime N. Nulu poklddame za pfirozené ¢islo, tj. 0 € N.

Jsou dva dilezité zptisoby, jak popsat (sdélit nékomu) mnozinu. Popis mnoziny
vyctem jejich prvku lze pouzit k popisu koneénych mnozin. Pfipomernme, Ze po-
fadi prvkd ani jejich opakovany vyskyt pfitom nemaji vliv. Plati tedy naptiklad
{a,b,c,b,b,a,b} = {b,c,a}.

Popis mnoziny pomoci vlastnosti jejich prvkd umoznuje popsat i nekonecné
mnoziny. Zapisem {z | z ma vlastnost V} ozna¢ujeme mnozinu vSech prvki, které
maji vlastnost V.

MnoZina A je podmnoZinou mnoziny B, jestlize kazdy prvek mnoziny A je také
prvkem mnoziny B. Tento vztah zna¢ime A C B. Kazd4 mnoZina je podmnoZinou
sebe sama.

Prazdna mnoZina () je mnoZina, kterd nemé Zadny prvek. Prazdna mnoZina je
jen jedna (nebot vSechny prazdné mnoziny jsou si rovny) a je podmnozinou kazdé
mnoziny, dokonce i podmnozinou sebe sama.

Prvkem mnoziny maze byt i jind mnozina, dokonce i prazdna. Tedy napriklad
mnozina {{a,b,c},b,0,{0}} ma éty¥i prvky: t¥iprvkovou mnozinu {a, b, c}, prvek b,
prazdnou mnozinu () a jednoprvkovou mnozinu {0}.

Mnozinové operace priniku (AN B) a sjednoceni (A U B) zn4 asi kazdy. Rozdil
mnozin A\ B je mnozina vSech prvka, které lezi v mnoZiné A a nelezi v B. Tedy
napt. {a,b,c,d} \ {a,c} = {b,d}, ale pozor, {a, b} \ {c,d} = {a,b}.

Je-li AN B = (), pak fikdme, ze mnoziny A, B jsou disjunktns.

Pocet prvkt koneéné mnoziny A znac¢ime |A|.

1.12.2 Kartézsky soucin. Jsou-li A, B dvé mnoziny, pak symbolem A x B
oznadujeme jejich kartézsky soucin, tj. mnozinu vSech usporadanych dvojic (a,b)
takovych, ze a € A a b € B. Jinak feceno, kartézsky souc¢in A x B je mnozina, kterd
se sklada ze vSech moznych usporddanych dvojic vytvorenych tak, ze prvy prvek
dvojice vezmeme z A a druhy z B.

Méame-li dvé konecné mnoziny A, B, které maji m a n prvki, pak pocet prvki
kartézského soudinu A x B je roven soudinu (¢isel) mn.

Kartézské souciny lze vytvaret i z vétsiho poctu mnozin. Napiiklad soucin A x
x B x C' x D se sklad4a z usporadanych ¢tveric.

Specidlnim pfipadem kartézského soucinu je kartézskd mocnina, kde nasobime
mnozinu samu se sebou. Napt. A x A x A= A% a B x B = B2

Znadmym piikladem kartézské mocniny je rovina R? = R x R, jejiz prvky (body)
urc¢ujeme pomoci dvou soufadnic. V této knize vSak kartézsky soucin potfebujeme
zejména k definici pojmu relace.

1.12.3 Relace je matematickym vyjadienim vztahu. Relaci formélné definujeme
jako podmnozinu kartézského soucinu.

Takto definovany matematicky pojem relace se nesnazi zachytit podstatu nebo
pric¢inu vztahu, ale pouze eviduje, které objekty v daném vztahu jsou a které nejsou.
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Napr. relace ,byti otcem® pouze eviduje usporadané dvojice lidi, z nichz prvy je
otcem druhého. Viibec se pfitom nestarame o okolnosti, napf. kdo z nich ma druhého
rad apod. Tyto okolnosti, pokud bychom chtéli, by bylo treba modelovat néjak jinak,
napf. pomoci dalsi relace.

Je-li relace R C A X As X ... X A, podmnozinou kartézského souc¢inu n mnozin,
pak ¢islo n nazyvame aritou relace R. Velmi dutlezité jsou bindrni relace, které maji
aritu 2.

Skutecnost, ze n-tice (a1, ag, ..., ay,) je v relaci R, lze vyjadfit nékolika zptsoby.
Zapis (a1, a9, ...,a,) € R je v souladu s matematickou definici relace. V nékterych
aplikacich se totéz vyjadfuje tzv. prefixnim zapisem R(ai,aq,...,a,). Pro bindrni
relace se Casto pouziva takzvany infixni zapis x Ry. Je to obvyklé naptiklad u relaci
<,>,<,=,C, € apod., kde piSeme napf. 1 < 2 radéji nez (1,2) € < nebo <(1,2),
tfebaze i tyto zapisy jsou spravné.

1.12.4 Binarni relace na mnozZiné je relace, kterd je podmnozinou druhé
kartézské mocniny dané mnoziny. Je-li napfiklad A mnozinou lidi, pak vztah mezi
rodi¢i a détmi mfizeme modelovat pomoci relace R C A2. Prvky této relace budou
vSechny uspofadané dvojice (z,y), kde = a y jsou lidé a y je ditétem z. Jinym
prikladem binarni relace je relace < na mnoziné ¢isel.

Pozorny ctenar si jist€é vsimnul, Ze bindrnimi relacemi na mnoziné mizeme
vyjadrit presné totéz, co prostymi orientovanymi grafy. Proto také pro binarni relace
pouzivame stejné obrazky a stejné vyjadieni pomoci matice sousednosti.

Omezeni na prosté grafy je podstatné. Multigraf pomoci relace vyjadrit nejde,
nebot relace je (formélné vzato) mnozina uspofddanych dvojic, a proto nemuze
obsahovat zadnou dvojici vice nez jedenkrat.

Mimochodem, v mnohych knihidch o teorii grafi se definuje mnozina hran
orientovaného grafu jako bindrni relace na mnoziné vrchola (viz . Takova
definice vSak neumoziiuje pracovat s multigrafy.

1.12.5 Vlastnosti binarnich relaci. Binarni relaci R na mnoziné A nazyvame

symetrickou, jestlize xRy <= yRx pro vSechna z,y € A,
reflexivni, jestlize x Rx plati pro vSechna x € A,
tranzitiont, jestlize (xRy & yRz) = xRz pro vSechna z,y,z € A,

antisymetrickou, jestlize (xRy & yRx) = = = y pro vSechna z,y € A.

Graf reflexivni relace ma v kazdém vrcholu smycku. Graf symetrické relace
je symetricky. Symetrickou relaci tedy lze vyjadrfit také neorientovanym grafem.
Relace < a relace ,byti délitelem® na mnoziné piirozenych cisel jsou ob€ tranzitivni
a antisymetrické.

1.12.6 Ekvivalence (téz ekvivalenéni relace) je relace, ktera je reflexivni, syme-
trickd a tranzitivni.

Prikladem ekvivalence na mnoziné lidi je relace ,miti stejnou krevni skupinu®“.
Jinym piikladem je relace ,miti stejnou hodnotu“ na mnoziné zlomku, kterou
definujeme takto: zlomky a/b a z/y maji stejnou hodnotu pravé tehdy, kdyz ay = bx
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(nulovy jmenovatel zde nepfipoustime). Ovéite, Ze tato relace je opravdu reflexivni,
symetricka i tranzitivni.

Maéame-li ekvivalenéni relaci R na mnoziné A, mizeme kazdému prvku x € A
prifadit mnozinu v8ech prvki, které jsou s nim v relaci, tj. mnozinu {y € A | zRy}.
Tyto mnoziny nazyvame tiidami ekvivalence R nebo téz ekvivalenénimi t¥idami.

Ekvivalené¢ni tiidy jsou navzdjem disjunktni (riizné t¥idy nemaji spoleéné prvky)
a jejich sjednocenim je celd mnozina A. Takovouto soustavu podmnozZin nazyvame
rozkladem mnoziny A na t¥idy ekvivalence R.

1.12.7 Rozklad mnoZiny A je systém neprazdnych podmnozin Ai, Ao, ..., Ay
mnoziny A takovy, Ze mnoziny Aj, Ao,..., A jsou vzijemné disjunktni (nemaji
spole¢né prvky) a plati A; U As U...U A = A. MnoZiny Ay, As, ..., Ax nazjvime
tfidami rozkladu nebo rozkladovymi tfidami.

Mame-li rozklad mnoziny A, muZeme na mnoziné A definovat relaci ,byti ve
stejné rozkladové tiidé“. Lze dokézat (a je to snadné cviceni), Ze takto definovana
relace je ekvivalenci a Ze rozklad této relace na ekvivalenéni tfidy je totozny s onim
vychozim rozkladem.

Hlavni vyznam ekvivalené¢nich relaci je v jejich tésném vztahu k rozkladim.

1.12.8 Castedné usporadani je relace, ktera je reflexivni, tranzitivni a antisy-
metricka.

Nejznaméjsim prikladem je uspotradani ¢isel podle velikosti, ale neni to ptiklad
charakteristicky.

Zajimavéjsim prikladem caste¢ného usporadani na mnoziné prirozenych Cisel je
relace ,byti délitelem®. Vsimnéte si, ze existuji dvojice ¢isel, z nichz ani jedno neni
délitelem druhého. Takové dvojice nazyvame neporovnatelnymi.

Jinym piikladem je relace ,byti podmnozinou“ na mnoziné vSech podmnozin
néjaké pevné zvolené mnoziny A. VSimnéte si, Ze i zde existuji vzajemné neporov-
natelné prvky (totiz podmnoziny mnoziny A).

{1,2,3}

Obrazek 1.11: Hasseovy diagramy castecnych usporadani ,byti délitelem* a ,byti
podmnozinou“.

Céstecné usporadani na koneéné mnoziné lze (jako kazdou koneénou binarni
relaci) vyjadfit orientovanym grafem. Tento graf neobsahuje cykly, ale pro tcely
nazorného kresleni ma zbytecné mnoho hran. Je totiz zbytec¢né kreslit hrany, které
lze odvodit z tranzitivity. Navic byva zvykem takovyto graf kreslit bez Sipek, ale tak,
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aby vSechny hrany smérovaly nahoru. Takovy obrazek se nazyva Hassetdv diagram,
piiklady jsou nakresleny na obr. [[.11]

Poznamenejme, ze graf, ktery je nakreslen Hasseovym diagramem, je ve sku-
tecnosti orientovany, ale orientace hran je namisto Sipek vyjadiena vyskou vrcholi
na obrazku. Tento (orientovany) graf je tzv. tranzitivni redukeci grafu éasteéného
uspoiadani, podrobnéji viz str.

1.12.9 Linearni usporadani je ¢asteéné usporadani R, které mé navic tu vlast-
nost, ze pro kazdé dva prvky z,y plati bud xRy, nebo yRz. V linedrnim usporadani
se tedy nemtze stat, ze by néjaké dva prvky byly vzajemné neporovnatelné.

Typickym prikladem linearniho usporadani je usporadani ¢isel podle velikosti
nebo uspotfadani slov ve slovniku podle abecedy.

Hassetiv diagram linearniho uspofadani ma velmi specialni tvar: vSechny vrcholy
lezi na jediné cesté z nejnizsiho vrcholu do nejvyssiho.

Maéame-li linedrni uspofadéani =< na n-prvkové mnoziné A, pak muzeme prvky
mnoziny A oéislovat pfirozenymi ¢isly {1,2,...,n} tak, Ze a; = a; <= i < j.
Také naopak, méame-li prvky néjaké koneéné mnoziny A ocislovany pfirozenymi
Gisly {1,2,...,n}, pak toto oéislovani uréuje linedrni uspofaddani na mnoziné A.

1.12.10 Zobrazeni. V této knizce vystacime s intuitivni pfedstavou zobrazeni
jako predpisu f, ktery kazdému prvku néjaké mnoziny A pfifazuje pfesné jeden
prvek néjaké mnoziny B. Tuto skutecnost vyjadiujeme zapisem f : A — B. Mnozinu
A nazjvame definiénim oborem a mnozinu B oborem hodnot zobrazeni f. Rikdme
také, Ze zobrazeni f zobrazuje mnoZinu A do mnoZiny B.

Prvek z mnoziny B, ktery je zobrazenim f pfifazen prvku z € A, znacime f(z)
a nazyvame jej obrazem prvku x v zobrazeni f. Je-li X C A podmnoZina defini¢niho
oboru A, pak symbolem f(X) znac¢ime obraz mnoZiny X v zobrazeni f, tj. mnoZinu
{y | existuje z € X takové, ze y = f(z)}.

Slovo ,funkce“ budeme pouzivat pro zobrazeni do mnoziny realnych cisel.

Formaélné se zobrazeni f : A — B definuje jako relace f C A x B, kterd ma tu
vlastnost, ze pro kazdy prvek xz € A existuje pfesné jeden prvek y € B takovy, ze
(z,y) € f (nebo v infixnim zapisu z fy).

Diky tomu, Ze zobrazeni je vlastné relace, mizeme si zobrazeni, které ma konec¢ny
defini¢éni obor A, kreslit jako orientovany graf, v némz z kazdého vrcholu z mnozZiny
A vychéazi pfesné jedna hrana (tj. kazdy vrchol z A méa vystupni stupen 1).

Zobrazeni f : A — B nazyvame prostym zobrazenim, jestlize pro libovolné dva
prvky z,y € A plati @ # y = f(x) # f(y). V grafu prostého zobrazeni tedy do
kazdého vrcholu mnoziny B vede nejvyse jedna hrana.

Zobrazeni f : A — B nazyvame zobrazenim na, jestlize kazdy prvek oboru
hodnot B je obrazem néjakého prvku defini¢niho oboru A. V grafu zobrazeni na
tedy do kazdého vrcholu mnoziny B vede alespori jedna hrana.

Zobrazeni nazyvame vzdjemné jednoznacnym, je-li prosté a zaroven na. Ke
vzadjemné jednozna¢nému zobrazeni f vidy existuje tzv. inverzni zobrazeni f~1!,
které ma tu vlastnost, ze f~1(f(z)) = x pro vSechna x € A a také f(f~1(y)) =y
pro vSechna y € B.
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Vzajemné jednoznac¢né zobrazeni mezi dvéma mnozinami existuje pravé tehdy,
kdyz tyto mnoziny maji stejnou mohutnost (stejny pocet prvka). Formalné vzato,
relace ,miti stejnou mohutnost“ se definuje pravé takto, tj. pomoci existence
vzajemné jednoznacného zobrazeni.
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Kapitola 1. Zéakladni pojmy
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Kapitola 2

Aplikace uloh o cestach

V této kapitole uvadime priklady dloh o cestach. Tento soubor pfiklad neni ani
uplny ani reprezentativni. Je minén jako inspirace pii feseni vlastnich tloh.

2.1 Druhy modelt a tloh

Pojem cesty v grafu je velice pfirozeny a ma dobry smysl ve vét$iné redlnych situaci,
které lze popsat grafem. Také naopak, pomérné siroky okruh tloh z nejruznéjsich
oblast{ lze s vyhodou pfevést na tlohu najit cestu (popf. sled) s vhodnymi vlast-
nostmi ve vhodné definovaném grafu.

Pro nékteré praktické tlohy se tvar grafu i vlastnosti, které ma mit hledané cesta,
samy nabizeji. Typickym piikladem je hledani nejkratsi, ¢asové nejméné narocné,
nejlevnéjsi nebo viibec jakékoli cesty v silniéni siti spojujici dvé dand mésta.

V radé prikladid je vSak souvislost ptvodniho praktického problému s cestami
v grafu méné zfejma. Cilem této kapitoly je ukdzat na né€kolika ptikladech, jak lze
od puvodniho problému dospét ke grafové tloze.

Pres zna¢nou rtiznorodost tiloh, které vedou na hledani cest, 1ze najit typy tloh,
jejichz grafovy model je zaloZen na podobnych principech.

1. Hledéni posloupnosti operaci (akci), které vedou k néjakému cili. Jsou uzivany
v podstaté dva zpusoby modelovani téchto problémi:

(a) Vrcholy odpovidaji staviim néjakého procesu, hrany odpovidaji zménam
stavil, popf. operacim, akcim, které k témto zménam vedou. Ohodnoceni
hran mize vyjadfovat ndmahu (néklady, Cas, spotfebovanou energii)
potiebnou k provedeni zmény stavu.

(b) Vrcholy odpovidaji operacim, akcim a hrany vyjadiuji moznost bezpro-
stfedni navaznosti akci.

2. Casové vypocty tykajici se paralelné probihajicich operaci (sifové grafy).

3. Hledani statickych konfiguraci, které lze definovat pomoci cest v grafu.
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Grafové tulohy, o jejichz aplikace nam zde pujde, se lisi podle toho, zda chceme
pouze zjistit, zda néjaka (jakdkoli) cesta existuje, nebo nalézt néjakou cestu, nebo
zjistit délku nejkratsi (popi. nejdelsi) cesty, nebo nejkratsi (popf. nejdelsi) cestu
najit, a to v8echno bud jen mezi dvéma danymi vrcholy, nebo z daného vrcholu do
véech ostatnich vrcholt, nebo mezi véemi dvojicemi vrcholl grafu. Resenim téchto
uloh se budeme zabyvat v kapitolach [3] a [6]

Aplikace n&kterjch piibuznych tloh lze najit v kapitolach a

Poznamenejme, Ze pro feSeni grafovych tloh neni vidy nutné prislusny graf
explicite sestrojit, zapsat nebo nakreslit. V nékterych pfipadech je naopak vhodnéjsi
pouzit pouze myslenky a metody pfislusného grafového algoritmu a vlastni feSeni se
miZe odehrévat v feéi (a datové struktufe) pavodniho praktického problému. Plati
to zejména o tlohéch tykajicich se cest, kde mnohdy ani nemusime cely graf predem
znat, o jeho vrcholech a hranach se miizeme dovidat teprve az v pribéhu feseni.

2.2 Zmény stava a posloupnosti operaci

2.2.1 Odmeéfovani vody (hlavolam). Jste na biehu jezera, méte k dispozici
trilitrovou a pétilitrovou naddobu a vasim tikolem je nabrat do vétsi nddoby presné
¢tyfti litry vody. Dalsi pomocné nadoby nemate.

Tuto dlohu lze prevést na hledani cesty ve specidlnim grafu timto zptsobem:
Nejprve si uvédomme, ze dil¢i operace ma smysl provadét pouze tak, aby se néktera
z nadob zcela naplnila nebo zcela vyprazdnila. Jinak totiz nelze o prelitém obsahu
vody viibec nic tvrdit. Z toho plyne, Ze v kazdém stadiu prelévani vody bude v kazdé
nadobé celociselny pocet litrid vody. To znamena, Ze nas ,,prelévaci systém“ se miize
nachézet vzdy pouze v jednom ze 24 moznych stavt charakterizovanych pocty litra
vody v jednotlivych nadobach. Tyto stavy budou vrcholy naseho grafu. Budeme
je oznacovat uspofddanymi dvojicemi (,7), kde ¢ je mnozstvi vody v pétilitrové
nadobé a j mnozstvi vody v tfilitrové naddobé. Hrany grafu budou vyjadfovat
moznost pfimého piechodu z jednoho stavu do druhého. Z vrcholu (i, ;) povede
hrana do vrcholu (k, 1), jestlize stav (k, ) mizeme obdrzet ze stavu (7, j) naplnénim
nebo vyprazdnénim nékteré nadoby nebo pfelitim co nejvétsiho mnozstvi z jedné
nadoby do druhé (tj. vzdy se musi nékterd nddoba vyprazdnit nebo zcela naplnit).

Je zfejmé, Zze do nékterych vrcholt nevede zZaddna hrana. Jsou to ty vrcholy (tj.
stavy), kdy ani jedna z nadob neni plnd ani prazdné. Tyto vrcholy (stavy) nejsou
dosazitelné z zadného jiného stavu, miizeme je tedy vypustit, aniz by to mélo vliv
na fesSeni ulohy. Takto ziskany graf je nakreslen na obr.

Puvodn{ tlohu o pfelévani vody jsme tak pfevedli na tlohu o nalezeni (jakékoli,
ale radéji nejkratsi) cesty z vrcholu (0,0) do vrcholu (4,0), a to v nésledujicim
smyslu: Kazdému ptelévani odpovidé (a to dokonce jednoznacéné) néjaky sled. Cesta
v grafu pak odpovidd ,rozumnému” prelévani, v némz se zadny stav neopakuje.

2.2.2 Cviceni. Nésledujici tlohy feste pomoci grafového modelu: najdéte vhod-
ny graf, zformulujte grafovou tlohu a promyslete, jak z feseni grafové ulohy ziskate
feSeni pivodniho problému.
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1. Pomoci grafu na obr. 2.1 najdéte nejrychlejsi zpiisob prelévani, tj. s nejmensim
poctem jednotlivych preliti.

2. Pokuste se najit zptisob pielévani takovy, abyste co nejméné vody vylévali
zpét do jezera. Jak bude vypadat pfislusny (mozna ohodnoceny) graf a jakou
tlohu o cestach bude treba fesit?

3. Pri nékterych prelévacich operacich je tfeba zvysSend pozornost. Jsou to ty
operace, kde se jedna nadoba zcela naplni, ale druhd se tim nevyprazdni.
Najdéte zptsob prelévani, ktery ma nejmensi pocet takovychto ,rizikovych“
preliti.

4. Je mozno odmérit 5 litri vody pomoci ¢tyilitrové a Sestilitrové nadoby, jestlize
opét nemate dalsi pomocné nadoby?

2.2.3 Hledani v jizdnim Fadu. Res$me nésledujici ilohu ,ze Zivota“: Najdéte
v jizdnim fadu vlakové, autobusové ¢i kombinované spojeni z mista A do mista B.
Kdy nejpozdéji musime odjet z mista A, abychom byli v pfedem daném okamziku
v misté B? Kdy nejdfive mizeme byt v misté B, jsme-li ted v misté A?

Tyto otézky muzeme FeSit v nasledujicim ,Casoprostorovém® grafu, ve kterém
se pro jednoduchost omezime na Zeleznici:

Sestrojme sit, kterd m4 jeden vrchol pro kazdy ,zajimavy bod v ¢asoprostoru®,
tj. pro kazdé nadrazi a kazdy okamzik pfijezdu ¢i odjezdu vlaku na tomto nadrazi.
Na obr. je priklad c¢asti takové sité. Vrcholy, které predstavuji totéz nadrazi
v riznych okamzicich, jsou nakresleny vzdy na vodorovné pfimce.

V grafu jsou dva druhy hran: Hrany, které vyjadiuji moznost ¢ekani ve stanici
(kresleny vodorovnég), a hrany, které vyjadiuji moznost jizdy vlakem (kresleny
sikmo). Uvedené tlohy o vlakovém spojeni pak pfirozenym zpusobem odpovidaji
tlohdm o cestach v grafu. Jiny grafovy model viz [2.2.5]

Je samoziejmé, Ze nakreslit graf celé Zeleznicni sité se vSemi vlaky by bylo
obtizné. Najit nejaké spojeni v jizdnim fadu je daleko snazsi. Uvédomte si vSak,
7e 1 kdyz hledate pfimo v jizdnim fadu a zapomenete na teorii grafi, pokud
postupujete pti hledani systematicky, lze vas postup pri trose dobré vile pokladat
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Obrazek 2.1: Graf k tloze o pfelévani vody a jedno z moznych feseni.
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za hledani cesty v grafu. Pritom vétsinou nékteré trasy a priori vylucujete, coz je
déno vasimi zemépisnymi znalostmi. Lze tedy tvrdit, ze hledani v jizdnim fadu je
vlastné hledani cest ve specidlnim orientovaném grafu a Ze jizdni fad je vlastné
jakymsi formalizovanym ¢iselnym zadanim tohoto grafu.

Novéa Bystiice

Jind¥. Hradec

Hor. Cerekev

Obratan

Téabor

Veseli n. Luz.

11.00 12.00 13.00 14.00 15.00 16.00 cas
Obréazek 2.2: Céast grafu k hledani v jizdnim Fadu.

Dodejme, 7Ze pocitacové programy, které hledaji spojeni v jizdnim fadu, byvaji
ve své podstaté zalozeny na grafové teoretickych modelech.

2.2.4 Cviéeni. Predstavte si, Ze je nedéle 11 hodin dopoledne, jste na Zelezni¢ni
stanici Nova Bystfice a mate se co nejrychleji dostat vlakem do Sluknova. Kdy
nejdiive tam muzete byt a kudy pojedete?

Pouzijte klasicky ,,papirovy* jizdni fad, nikoli pocitacovy program, ktery najde
(n&jaké) spojeni za vés. Hledejte libovolnym zptisobem, bez ur¢ité systemati¢nosti
vSak mate malou nadéji na tispéch a zadnou zaruku, Ze nalezené spojeni je opravdu
nejrychlejsi. Srovnejte svou metodu s metodami, uvedenymi v kapitolach [3] a [6]

2.2.5 Jiny pfistup k hledani v jizdnim F¥adu. K tloze o hledni v jizdnim
fadu lze pristoupit také jinak: Vrcholy grafu odpovidaji vlakiim a hrany vyjadiuji
moznost prestupovani. Déle je tfeba pridat dva vrcholy, jeden za vychozi a jeden
za, cilovou stanici, a hranami vyznacit, kterymi vlaky je pro nas prijatelné odjet
z vychozi stanice a kterymi pfijet do cilové stanice (kdy nejdfive chceme odjizdét
a kdy nejpozdéji chceme byt v cili).

Tento druhy graf je tedy zavisly na mistech a ¢asech odkud, kam a kdy chceme
cestovat. Jsou-li tato mista a Casy fixovany, jsou oba pristupy rovnocenné: obéma
Ize dosdhnout téhoz. Prvni pristup vsak dovoluje snadnéji ménit vychozi a cilovou
stanici i ¢as, kdy chceme cestu zahdjit ¢i ukoncit. Kromé toho je graf na obr.
nazornéjsi a jeho konstrukce podle jizdniho fadu je jednodussi.

Porovnejte oba piistupy na cvicenich [2:2.4] a [2.2.6] Dalsi modely zalozené na
podobnych principech jsou uvedeny v [8.2.9] str. [I40}



2.3. Paralelné probihajici ¢innosti 43

2.2.6 Cviceni. Jak by bylo tfeba upravit grafové modely v a [2.2.5] aby
cesty v prislusnych grafech odpovidaly pouze takovym spojenim, kterd by nebyla
ohrozena pulhodinovym zpozdénim vlaku?

2.2.7 Cviceni. Naleznéte alesponi dva zpusoby, jak popsat grafem silni¢ni sif
mésta s jednosmérnymi ulicemi, zdkazy odboceni a pfikdzanymi sméry jizdy tak,
aby v takto vzniklém grafu bylo mozno vyhledavat jizdni trasy pro osobni automobil,
které respektuji zadkazy odboceni, prikdzané sméry jizdy a jednosmérnost ulic.

Graf by mél byt udélan tak, aby jakykoli (orientovany) sled v tomto grafu
odpovidal moznosti legalni jizdy automobilu.

Nakreslete graf zachycujici vAm dobfe zndmou ¢ast mésta a vysledek predlozte
ke kontrole zainteresovanym kolegim. Chyby, které najdou, se pokuste odstranit.

2.2.8 Nakladni parnik. Mame n pfistavi ocislovanych 1,2,...,n a nakladni
parnik. Pro kazdou dvojici pfistavii 4, j zndme néklady c(7, j) na plavbu z pfistavu
1 do pristavu j. Dale o nékterych dvojicich pfistavi ¢, j vime, ze z pristavu ¢ do
pristavu j lze dopravit naklad a Ze za jeho pfevezeni dostaneme zaplaceno d(i,j)
penéz. Predpoklddame, ze nas parnik ma svobodnou volbu, kam popluje a co po-
veze. Dale predpokladame, ze v nasi ¢asti oceanu neoperuji zadné konkurencni lodeé,
které by nas mohly pfipravit o vyhlédnuty vydélek. Nasim tkolem je dostat parnik
z pristavu x do pristavu y finanéné co nejvyhodnéjsim zpisobem.

Ulohu lIze fesit takto: Nejprve polozime d(i,j7) = 0, jestlize z pfistavu i
do pristavu j neni co dovézt. Sestrojime uplny orientovany graf o n vrcholech
V1, V2, . . ., Up. Délku hrany z vrcholu v; do vrcholu v, zvolme a(i, 5) = (4, j) —d(i, 7).
Délky hran tedy mohou byt i zaporné. Nyni hledame nejkratsi cestu z vrcholu v,
do vrcholu v,. Jsou-li zasoby zbozi, které mé byt pievezeno, dostatetné veliké, ma
dobry smysl také tloha o nalezeni cyklu se zapornou délkou. Opakované projizdéni
tohoto cyklu totiz zajisti opakované zisky.

2.2.9 Cviceni. Problémy tykajici se znamé Rubikovy kostky lze také pfevést na
hledani cest v grafu. Zvazte skute¢nou pouzitelnost tohoto pristupu.

2.3 Paralelné probihajici ¢innosti

2.3.1 Sifeni poruch. Piedpokladejme, 7e mame né&jaké poruchové zafizeni slo-
zené z n navzajem propojenych dila. Spravna ¢innost kazdého dilu zavisi na spravné
funkci nékterych jinych dilt. Pfedpokladejme, Zze vime o vSech téchto zavislostech.
Navic, zavisi-li funkce dilu 7 na funkci dilu j, zndme ¢as t(4, j), po ktery nejvyse mtze
dil 7 pracovat po poruse dilu j. Ukolem je zjistit, za jakou dobu po poruse dilu z pte-
stane fungovat dil y. Dalsi tlohy mohou byt: zjistit, za jak dlouho budou porouchany
vSechny dily, zjistit, které dily se viibec porouchaji vlivem poruchy dilu x, které dily
se ur¢ité porouchaji do 10 minut po poruse na dilu = (pak t¥eba pfijde opravaf).
Tyto tlohy lze fesit napriklad takto: Sestrojme graf, ktery ma n vrchold, kazdy
z nich odpovida jednomu dilu naseho zafizeni. Ke kazdému vztahu zavislosti dilu
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i na dilu j vytvofime v grafu orientovanou hranu z vrcholu v; do vrcholu v;. Tuto
hranu ohodnotime ¢asem (%, j), po ktery muze dil j pracovat po poruse dilu i.

Vznikne-li v né€kterém dile porucha, $ifi se jeji vliv zpravidla nékolika sméry
soucasné. Méame-li zjistit, za jak dlouho po poruse na dile x pfestane fungovat dil
y, musime vzit v ivahu vSechny mozné posloupnosti pri¢in a nasledki, které zaci-
naji poruchou dilu x a kon¢i poruchou dilu y. Kazdé takové posloupnosti odpovida
v nasem grafu cesta zacinajici ve vrcholu v, a koncici ve vrcholu v,. Délka cesty,
tj. souCet Cast, kterymi jsou ohodnoceny jeji hrany, odpovida casu, ktery mtze
nejvyse uplynout mezi poruchou dilu = a ji vyvolanou poruchou dilu y. Takovych
posloupnosti pfi¢in a nasledkt (a jim odpovidajicich cest) miize byt oviem mnoho,
pficemz kazda z nich shora omezuje dobu spravné ¢innosti dilu y po poruse na dilu
x. Skutecna doba fungovani dilu y po poruse na dilu x je tedy nejvyse rovna délce
nejkratsi cesty z vrcholu v, do vrcholu v, v nasem ohodnoceném grafu.

Ostatni uvedené otazky lze fesit podobné: Posledni dil pfestane fungovat za
dobu, kterd odpovidd maximu ze vSech délek (tj. ¢asti) nejkratSich cest do vSech
ostatnich vrcholti. Mnozina vSech dilti, které se porouchaji vlivem poruchy na dilu
x, odpovidd mnoziné vsech vrcholu orientované dostupnych z vrcholu v,. K zodpo-
vézeni posledni otdzky sta¢i znidt mnozinu vSech vrcholii, do nichz délka (tj. cas)
nejkratsi cesty nepresdhne 10 minut.

2.3.2 Sitové grafy. Mame za tikol uskute¢nit néjaky slozity projekt, ktery se
sklada z mnoha dil¢ich ¢innosti, napf. stavbu domu nebo tovarny, vyvoj a vyrobu
néjakého unikatniho zafizeni nebo let ¢lovéka na Mars. Predpokladejme, Ze o kazdé
dilé{ ¢innosti pfedem vime, jak dlouho bude trvat (nebo méme alespoii kvalifikovany
odhad doby trvéni), a zndme seznam ¢innosti, které musi byt ukonceny, aby tato
¢innost mohla zacit. Napf. nez za¢neme stavét stfechu, musi byt hotovy obvodové
zdi, nez zacneme stavét zdi, musi byt hotovy zaklady. Zajima nés, kdy nejpozdéji
budeme muset jednotlivé ¢innosti zahajovat, abychom neprodlouzili dobu trvani
celého projektu, a jakou tedy mame u jednotlivych ¢innosti ¢asovou rezervu.

Popsanou situaci miiZeme znéazornit tzv. sitovym grafem dvéma zptisoby: ¢innosti
jsou znazornény bud vrcholy, nebo hranami.

V sitovém grafu s ohodnocengmi vrcholy jsou ¢innosti zndzornény vrcholy grafu,
kazdy vrchol je ohodnocen dobou trvani ¢innosti. Hrany grafu vyjadiuji navaznosti:
z vrcholu ¢ do vrcholu j vede hrana, jestlize ukonceni ¢innosti ¢ je podminkou pro
zahajeni ¢innosti j. Viz pfiklad na obr. uprostied.

V sitovém grafu s ohodnocenymi hranami jsou ¢innosti zndzornény hranami
grafu, kazda hrana je ohodnocena dobou trvani ¢innosti. Navaznosti ¢innosti jsou
vyjadfeny nepfimo pfes navaznosti hran ve vrcholech: jestlize dvé hrany e;, e; na
sebe navazuji, tj. plati-li Kv(e;) = Pv(ea), pak ¢innost odpovidajici hrané e; musi
byt ukon¢ena pied zahajenim ¢innosti odpovidajici hrané ey. Casto se stava, ze
k zajisténi vSech pozadovanych navaznosti je nutno pouzit fiktivni ¢innosti s nulovou
dobou trvani, viz napiiklad ¢arkovand hrana na obr. nahofte.

V obou pfipadech je sitovy graf acyklicky (tj. neobsahuje cykly), jinak by ¢innosti
tvorici cyklus nebylo mozno viibec zahajit. K sifovému grafu obvykle pfidavame
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(ale neni to nutné) dvé pomyslné ¢innosti, jednu, kterd pfedchazi véem ostatnim,
a druhou, ktera nasleduje za vSemi ostatnimi ¢innostmi.

Sifovy graf s ohodnocenymi hranami je z matematického hlediska elegantnéjsi.
Sitovy graf s ohodnocenymi vrcholy je naproti tomu snaze pochopitelny a dokéze
jej sestavit i pracovnik bez specidlniho tréninku. Oba druhy grafi vsak umoznuji
vyjadfit zhruba totéz a lze je snadno a zcela mechanickym zptsobem vzajemné
prevadét jeden na druhy. Metody téchto prevodii jsou patrné z obr. [2.3] na kterém
jsou nakresleny t¥i riizné sitové grafy popisujici tyz proces stavby domu.

instala¢ni
predméty

specialni
provozni
zafizeni/

zastieseni

P K
stavebni hruba kolaudace
povoleni stavba

femesla dokoncovaci
préace
zastie- spec. instal.
Seni zafiz. predm.
staveb. hruba kolau-
povol. stavba dace
" dokon¢.
Femesla :
prace
—p0- — —>0 PO~ — —o——bq
/C zastie- Spec. prov. instalac.
/ Seni zarizeni P 7 ptredméty
/ e h
O — H 7 >g—.o
stavebni hruba Y - kolau-
povoleni stavba N / ya dace
7
/ /
— o — — — — > Ommeetps|
\;m dokonc.

prace

Obrézek 2.3: Piiklady sitovych graffi popisujici tyz proces stavby domu. Carkované
hrany ptredstavuji fiktivni ¢innosti.

Pro sifové grafy s ohodnocenymi hranami uvedeme nékolik dilezitych pojmii.
Pro jednoduchost predpokladejme, Ze v grafu existuji vrcholy P a K (pocatek
a konec) takové, ze vSechny vrcholy grafu jsou orientované dostupné z P a ze vSech
vrchold je orientované dostupny vrchol K. Ozna¢me

a(e) = doba trvani ¢innosti e,

Ty (v) = nejdiivéjsi ¢as, kdy mohou byt dokonéeny vSechny ¢innosti z £~ (v), a kdy
tedy mohou byt zahajeny ¢innosti, které ve vrcholu v zac¢inaji,

T»(v) = nejpozdéjsi ¢as, kdy je tieba zahajit ¢innosti z E*(v), aby bylo mozno
dodrzet termin T3 (K) dokonéeni celého projektu.
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Cas se méfi od okamziku T1(P) = 0 a pozadujeme, aby T(K) = Ty(K).
Jednoduchou tvahou lze zjistit, ze

(2.1) T1(v) = max{T1(Pv(e)) + ale) | e € E~(v)}
a Ze hodnota T} (v) je rovna délce nejdelsi cesty z vrcholu P do vrcholu v. Podobné
(2.2) Ty(v) = min{T2(Kv(e)) —a(e) | e € ET(v)}

a doba To(K) — Ta(v) je délkou nejdelsi cesty z v do K. K vypoctu hodnot Tj
lze pouzit algoritmy popsané v [6.4.5] str. hodnoty T5 se poéitaji podobné, ale
,proti sméru hran“ pocinaje z vrcholu K.

Tzv. rezerva ¢innosti R(e) = Ta(Kv(e)) — T1(Pv(e)) — a(e) vyjadiuje nejvyssi
pripustné zdrzeni ¢innosti e, pfi kterém jesté lze dodrzet termin 77 (K) dokonceni
celého projektu (predpoklada se, Ze ostatni ¢innosti budou bez zdrzeni). Cinnosti
s nulovou rezervou se nazyvaji kriticke.

Lze ukézat, ze kritické ¢innosti se v sitovém grafu nevyskytuji osamocené. Kazda
kriticka ¢innost lezi na tzv. kritické cesté, coz je orientovana cesta z P do K, jejiz
vSechny hrany (tj. ¢innosti) jsou kritické. Kritickych cest mtize byt v grafu nékolik,
kazda z nich je zaroven nejdelsi cestou z P do K.

Kritickym ¢innostem se vénuje zvySend pozornost, nebot jakékoli jejich pro-
dlouzeni se projevi prodlouzenim doby trvani celého projektu. Pfi fizeni slozitych
projektt se vypocet sitového grafu (tj. vypocty termint 71, T5 a rezerv) pravidelné
opakuje s udaji, které jsou aktualizovany podle skutecného prubéhu ¢innosti. Tato
metoda Tizeni projektt se nazyva metoda kritické cesty nebo také metoda CPM, coz
je zkratka z anglického ,,Critical Path Method“.

Dodejme, Ze specialisté na sifové grafy rozezndvaji i dal$i druhy rezerv a ze
pojem kritické cesty a rezervy lze zavést i pro sitové grafy s ohodnocenymi vrcholy.

2.4 Hledani statickych konfiguraci

2.4.1 Nejspolehlivéjsi spojeni. Necht ve sdélovaci siti je spolehlivost pfimé
linky mezi misty ¢ a j ddna pravdépodobnosti p(i, j), Ze linka funguje. Pfedpokla-
dejme, ze poruchy na jednotlivych linkach jsou navzajem nezavislé. Pak spolehlivost
ur¢itého spojeni mezi misty =, y je rovna soucinu pravdépodobnosti p(i,j) vSech
dil¢ich linek tvoficich toto spojeni. Uloha zni: najit nejspolehlivéjsi spojeni mezi
danymi dvéma misty x, y.

Sestrojme neorientovany graf, jehoZ vrcholy jsou uzly spojovaci sité a jehoz
hranami jsou linky. Hrany jsou ohodnoceny délkami a(i,j) = —logp(i,j) > 0.
Nejspolehlivéjsi spojeni pak odpovida nejkratsi cesté z vrcholu x do vrcholu y.
Ptislusné algoritmy jsou uvedeny v kapitole[6} str.[87] Jiny zptsob feseni této tlohy
bez pouziti logaritmu je uveden v [7.2.6] str. [L17]

2.4.2 Problém batohu. Lupi¢ ma batoh, do kterého muze dat nejvyse K ki-
logramt kofisti a ani o gram vice. Jeho lup se skladd z n pfedmétti o hmotnosti
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w1, Wa, - . ., Wy kKilogramu a cenach cq,co, ..., ¢, K¢ Snahou lupice je odnést v ba-
tohu co nejdrazsi kofist, ale nesmi batoh pretizit.

Tato lloha ma mnoho poctivéjsich podob, zejména pti sestavovani rozvrhii a pii
planovani paralelné probihajicich procest, které spotfebovavaji néjaky material,
energii nebo praci. Vzdy se snazime co nejuzitecnéji vytizit dany materidlovy,
energeticky nebo lidsky zdroj.

Ukazeme metodu, jak lze fesit problém batohu pomoci hledani nejdelsi cesty ve
specidlnim grafu. OvSem pozor: neni to metoda nejvhodnéjsi. Uvadime ji pouze
jako priklad méné zfejmého pouziti tloh o cestach.

Vyuzijeme fakt, Ze feSeni problému batohu si lze predstavit jako rozhodovaci
proces, kdy o jednotlivich pfedmétech postupné rozhodujeme, zda je do batohu
zabalime, nebo ne. Vrcholy odpovidaji stavim rozhodovaciho procesu a hrany
predstavuji mozna rozhodnuti o urcitém predmétu.

Na obr. je priklad grafu pro problém batohu se ¢tyimi pfedméty o hmotnos-
tech 7, 6, 4 a 3kg a cenach po fadé 2, 3, 4 a 5 K¢, kapacita batohu je 15kg.

naplnéni batohu (4,14)
14 Q
3,13 4
. (313 0/, (W)
0
12
3,11
1 (3:11)
10
9 4
8 4
(3,7)
7 0
(3,6)
6 0
5
3,4
\ (39)
’ 43)
2 4
5
1
(3,0) (4,0)
0 0 0
predmét
wy =7 wy =6 w3 =4 wyqg =3
c1 =2 0 =3 c3 =4 cy =5

Obrazek 2.4: Graf k feseni problému batohu.
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Hrany kreslené sikmo odpovidaji rozhodnuti ,zabalit*, vodorovné hrany zna-
menaji ,nezabalit“. Vrcholy jsou oznaleny soutadnicemi (i, j), pfiGemz i vyjadiuje,
o kolika prvych predmétech je v tomto stavu jiz rozhodnuto, a druhéd soutfadnice
vyjadiuje vahu zabalenych piedméti. Sikmé hrany jsou ohodnoceny cenami za-
balenych predmétii, vodorovné hrany jsou ohodnoceny nulami. Orientované cesty
z vrcholu (0, 0) do vrcholu ¢ vzajemné jednoznaéné odpovidaji pfipustnym vybérim
predméti do batohu. Pfitom délka cesty je rovna souctu cen zabalenych predméta.

V nasem prikladé je optimalnim FeSenim vybér pfedméti o hmotnosti 6, 4 a 3kg
s celkovou cenou 12 K¢. Nejvétsi hmotnost, kterou je mozno do batohu ulozit, je
14kg, a to predméty o hmotnosti 7, 4 a 3kg, jejich cena vsak je pouze 11KCc.
Vsimnéme si, ze batoh nelze zcela naplnit a ze 13kg nakladu lze nalozit dvéma
riiznymi zpiisoby, ovSem s podstatné riznou cenou (5 a 12 K¢).

Znovu pfipomenme, ze pro feSeni problému batohu existuje fada lepsich algo-
ritmti. Z nich se v této knize zmifiujeme o backtrackingu v [11.2] a o metodé vétvi
a mezi v [I1.3] str.[193

2.4.3 Optimalni umisténi pozarni zbrojnice. Méjme silniéni sif néjakého
mésta. Nasim tkolem je navrhnout umisténi pozarni zbrojnice tak, aby jeji vzda-
lenost od nejvzdalensgjsiho bodu mésta byla co nejmensi. Silni¢éni sit zndzornime
grafem tak, aby silnice odpovidaly hranam a krizovatky vrcholim. Navic umis-
time vrcholy na vSechna mista, kde lze predpokladat protipozarni zasah, a také
na vSechna mista, kam by bylo mozno postavit pozarni zbrojnici. Jsou-li ¢, 57 dva
vrcholy, ozna¢me u(i, j) jejich vzdalenost méfenou dobou jizdy pozarniho auta. Hle-
ddme vrchol ¢, ktery ma nejmensi hodnotu tcelové funkce max{u(c, j) | j € V(G)}.
Takovy vrchol se nazyva centrum grafu.

Ponékud odlisnou tlohou je hledani nejvhodnéjsiho mista pro centralni sklad, ze
kterého ma byt zasobovano k spotiebitelil, ktefi denné odebiraji mnozstvi qq, .. ., qx
néjakého zbozi. V takovém pripadé hleddme vrchol ¢, pro ktery je minimalni hodnota
ucelové funkce > u(c, i)-q;, kde u(i, j) je vzdalenost vrcholi ¢, j méfend jako néklady
na prepravu jednotkového mnozstvi zbozi.
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Kapitola 3

Prohledavani grafu

Zékladnim tcéelem prohledavani grafii je zjisfovani dostupnosti, tj. zjistovani, do
kterych vrcholt grafu vedou cesty z daného vychoziho vrcholu, pfipadné také
nalezeni téchto cest, tj. zjiSténi, kterymi hranami a vrcholy prochazeji. Dalsim cilem
prohledavani casto je vykonani néjaké akce v kazdém dostupném vrcholu, popr.
v kazdé dostupné hrané.

Je-1i graf pfehledné nakreslen a neni-li pfilis rozsahly, hravé dokazete fesit vyse
uvedené ulohy ,pouhym pohledem*“. Je-li vSak graf veliky nebo je-li neprehledné
nakreslen, je tfeba pouzit néjaky systematicky postup, jinak se snadno dopustime
chyby. Systematicky postup prohledéavani je samoziejmosti pfi pouziti pocitace.
A u graft, které jsou zadany nepiimo pomoci procedur pro generovani hran a vr-
cholt (viz , je systematické prohledavani zakladnim zpisobem, jak se o grafu
viibec néco dovédét.

Uvedeme t¥ii zptsoby prohleddvani. Prvy z nich (znac¢kovani vrcholil) je znacné
obecny a nesmirné jednoduchy. Dalsi dva zpiusoby, hledani do hloubky a hledani
do sitky, lze pokladat za jeho specialni pripady. VSechny tyto postupy prohledavani
popisujeme pouze ve verzi pro orientované cesty. Modifikace pro hledani neoriento-
vanych cest jsou snadné a jsou prenechany ctenari jako cviceni.

3.1 Znackovani vrchola
3.1.1 Znackovani vrcholi. Vrcholim grafu pfifazujeme znacky. Ma-li vrchol
znacku, znamend to, ze do néj vede néjaka cesta z daného vychoziho vrcholu r.
Vlastni algoritmus je velmi prosty:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znacek.

2. [Vybér hrany.] Vybereme libovolnou hranu e, jejiz poc¢atecni vrchol mé znacku

a koncovy vrchol nikoli; pokrac¢ujeme podle kroku 3. Jestlize takova hrana
neexistuje, vypocet konci.
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3. [Znackovdni] Oznackujeme vrchol Kv(e) a pokracujeme ve vypoétu podle
kroku 2.

3.1.2 Véta. Vypocet algoritmu skonéi nejpozdéji po |V (G)|—1 opakovanich
krokd 2 a 3. Po ukonceni vypoc¢tu budou oznackovany pravé ty vrcholy, do nichz
existuje orientovana cesta z vrcholu r.

DUKAz: Prfikazdém vykonéni kroku 3 je oznackovan dosud neoznackovany vrchol.
Kroky 2 a 3 se tedy mohou opakovat nejvyse (|V(G)| — 1)-krét.

Indukci dokazeme, ze do kazdého oznackovaného vrcholu vede orientované cesta
z vrcholu r takova, ze prochéazi pouze pres jiz oznackované vrcholy. Po provedeni
inicializace to trividlné plati: oznackovan je pouze sam vrchol r.

Predpokladejme, Ze toto tvrzeni plati pfed provedenim kroku 3 a ze v kroku 2
byla vybrana hrana e vedouci z vrcholu z do vrcholu y. Vrchol z mé znacku, podle
indukéniho predpokladu tedy existuje cesta C' z vrcholu r» do z. Tato cesta navic
prochéazi pouze pres oznackované vrcholy, neobsahuje tedy ani hranu e, ani vrchol y.
Diky tomu mtzeme cestu C' prodlouzit o hranu e a vrchol y, ¢imz ziskame cestu z r
do y, ktera také vede pres oznackované vrcholy. Tvrzeni tedy plati i po oznackovani
vrcholu y.

Obracenou implikaci dokazeme sporem: Kdyby nebyl po skoncéeni vypoctu
oznackovan néktery vrchol, do néhoz vede cesta z vrcholu r, existovala by na této
cesté hrana, jejiz poc¢ateéni vrchol by byl oznackovan, ale koncovy nikoli (vrchol r
totiz oznackovéan je). To by vSak byl spor s krokem 2 algoritmu, nebot vypodet by
jesté v takovéto situaci nemél byt ukoncen. O

3.1.3 Praktické provedeni znackovaci procedury. Asinejjednodussi je opa-
kované (cyklicky) prochézet seznamem v8ech hran, pro kazdou hranu testovat, zda
ji lze pouzit k oznackovani dalsiho vrcholu (krok 2 algoritmu a pripadné pfi-
délit znacku. Jestlize pii celém jednom prichodu seznamem hran nebyl oznackovan
zadny dalsi vrchol, vypocet konci. V opacném piipadé pokracujeme tim, Ze znovu
projdeme seznam hran.

Ponékud dtmyslnéjsi postupy jsou zaloZeny na udrzovani seznamu vrchold,
kterym byla pridélena znacka a které v tomto seznamu c¢ekaji na zpracovani. Toto
zpracovani spoc¢iva v postupném prozkoumani vsech hran, které z vrcholu vychazeji,
a v eventuelnim oznackovani dalsich vrchold. Nové oznackované vrcholy pridavame
do seznamu, vrcholy, které jsou zcela zpracovany (nebo s jejichz zpracovanim pravé
za¢indme) ze seznamu odstratiujeme. Vypocet konéi, neni-li co zpracovavat, tj. je-li
seznam prazdny. Diilezité varianty tohoto postupu uvedeme v a

3.1.4 Konstrukce cest. Casto je tieba nejen zjistit existenci cesty, ale navic
tuto cestu explicite sestrojit. Pro tento icel 1ze znackovaci algoritmus snadno
upravit:

Vzdy ihned po oznackovani vrcholu Kv(e) pfitadime navic tomuto vrcholu
hodnotu ODKUD(KV(e)) := e, kde e je hrana vybrand v kroku 2.
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Pro takto doplnény algoritmus samoziejmé stale plati véta ale navic
plati:

je-li oznackovdn vrchol v # r, pak hodnota ODKUD(v) je jménem
posledni hrany v (néjaké) cesté z vrcholu r do vrcholu v.

Cestu do oznackovaného vrcholu v # 7 1ze po skonéeni znackovaciho algoritmu
snadno nalézt zpétnym postupem pomoci hodnot ODKUD: Hodnota ODKUD(v) je
posledni hranou v hledané cesté. Ozna¢me w poéateéni vrchol hrany ODKUD(v).
Je-li w # r, pak hodnota ODKUD(w) je pfedposledni hranou v cesté z vrcholu r do
vrcholu w atd.

Oznackované vrcholy a hrany obsazené v hodnotach ODKUD navic tvori kofenovy
strom s korenem r (viz [1.7.1} str. 21)).

3.1.5 Hledani cesty mezi danymi vrcholy r a s. Zajimé-li nds pouze cesta
z daného vrcholu r do daného vrcholu s, mizeme samoziejmé ukoncit vypocet
znackovaciho algoritmu ihned po oznackovani vrcholu s.

3.1.6 Cvicéeni. Upravte znackovaci proceduru pro hledéni neorientovanych
cest. Preformulujte prislusnym zptsobem vétu [3.1.2| a jeji dikaz.

3.1.7 Cviceni. Jednoduchou tpravou algoritmu 1ze ziskat algoritmus, ktery
najde v grafu kruznici pravé tehdy, kdyz v grafu néjaka existuje. Navrhnéte tuto
upravu a dokazte jeji spravnost.

3.2 Prohledavani grafu do sirky

Prohledéavani grafu do $ifky lze stru¢né charakterizovat takto: nejprve oznackujeme
vrchol 7, pak vSechny jeho nasledniky, pak vSechny dosud neoznackované nasledniky
téchto naslednika atd. Lze si to predstavovat i tak, Zze graf soucasné prozkoumava
velky pocet pruzkumnikd, ktefi ,zaplavuji“ postupné ,po hladinidch“ dostupnou
cast grafu.

Na této jednoduché metodé je pozoruhodné, ze vede k nalezeni nejkratsich cest,
tj. cest s nejmensim poctem hran.

3.2.1 Algoritmus hledani do Sirky.

VsTup: Orientovany graf G a jeho vrchol r.

UxkoL: Najit viechny vrcholy v, do nichz vede orientovana cesta z vrcholu 7, do
kazdého z nich najit cestu o nejmensim poétu hran a zjistit délku Vzp(v) této
nejkratsi cesty, tj. vzdalenost vrcholu v od vrcholu r.

POMOCNE PROMENNE: V8echny vrcholy, do nichZz bude nalezena cesta, budou
oznackovany a budou jim pfifazeny hodnoty ODKUD a VzD. Déale pouzijeme seznam
FRONTA, ktery bude obsahovat ty vrcholy, které jiz byly oznackovany, ale z nichz
jsme jesté nezkoumali moznosti dalsiho postupu.
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ALGORITMUS:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znacek. Po-
lozme VzD(r) := 0, seznam FRONTA necht obsahuje jen vrchol r.

2. [Test ukoncend.| Je-li seznam FRONTA prazdny, vypocet kondi.

3. [Volba vrcholu.] Ze za¢atku seznamu FRONTA odebereme vrchol a oznacime
jej v.

4. [Postup do irky z vrcholu v.] Pro kazdou hranu e € ET(v) oznacime w :=
:= Kv(e) a jestlize w dosud nem4 znacku, provedeme tyto operace: Oznacku-
jeme vrchol w; ODKUD(w) := e; VZD(w) := VzD(v) + 1; vrchol w pfipiSeme
na konec seznamu FRONTA. Po zpracovani vSech hran z mnoZiny E*(v) po-
kracujeme podle kroku 2.

CASOVE NAROKY: Je-li graf zadan ve tvaru seznamu vrcholil a seznami vystup-
nich okoli vSech vrcholu (viz|1.9.2)), probéhne hledani v éase O(m + n).

PozNAMKA: Pro hledéani do sitky je podstatné, Ze ze seznamu FRONTA odebirdme
vzdy ten prvek (zde vrchol), ktery je v ném nejdéle. Takova datové struktura byva
oznacovana terminem fronta.

3.2.2 Piiklad. PouZijeme algoritmus hledani do sirky na graf G (viz obr. (3.1))
s mnozinou vrchold V(G) = {1,2,...,11} as mnozinou hran E(G) danou seznamem
(1,2), (1.3), (1,5), (2,3), (2.8), (3,2), (3,7), (4. 1), (5,4), (5.9), (6.5), (7,10), (8.7),
(8,9), (10,8), (10, 11). Jako vychozi vrchol vezmeme vrchol 1. Na obr. [3.1] jsou silng
vytazeny hrany, které jsou po skonceni algoritmu obsazeny v hodnotdch ODKUD
a které vytvareji systém nejkratsich cest do vSech dostupnych vrcholid. Vrcholy byly
znackovany v poradi 1; 2, 3, 5; 8, 7, 4, 9; 10; 11. Stfednikem jsou zde oddéleny
mnoziny vrchold, kterym byla vypoctena stejna vzdalenost od vrcholu 1. Vrchol 6
nebyl oznackovéan, nebot neni orientované dostupny z vrcholu 1.

Obrézek 3.1: K pitkladu hledéni do &fiky.
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3.2.3 Lemma (prubéh hledéni do Sifky). Hodnoty VzD vrcholi zafazova-
nych algoritmem [3.2.1] do seznamu FRONTA tvoii neklesajici posloupnost. V kaz-
dém okamziku se hodnoty VzD vrchold obsazenych v seznamu FRONTA lisi nejvyse
o jednicku.

DUKAzZ: Oznaéme M; mnozinu vSech vrcholi v, kterym algoritmus pfifadil hod-
notu Vzb(v) = ¢. Obé tvrzeni dokdZeme indukci podle doby prace algoritmu.

Ziejmé My = {r}. Krok 4 algoritmu je vykonan nejprve pro vrchol r a bez-
prostiedné poté seznam FRONTA obsahuje mnozinu M;. Zadny dalsi vrchol totiz
hodnotu 1 nemtze dostat, nebot pouze vrchol » mé hodnotu 0.

Dale je krok 4 vykonavan postupné pro vSechny vrcholy z mnoziny M, pficemz
na konec seznamu jsou zarazovany vrcholy s hodnotou 2. Po zpracovani posledniho
vrcholu z mnoziny M; obsahuje seznam FRONTA mnozinu M. Zadny dalsi vrchol
totiz hodnotu 2 nemize dostat, nebot pouze vrcholy z M; maji hodnotu 1.

Obecné, béhem zpracovavani vrcholi z mnoziny M; obsahuje seznam FRONTA
pouze vrcholy s hodnotami ¢ a ¢ + 1 a tésné po zpracovani posledniho vrcholu
z mnoziny M; obsahuje seznam FRONTA mnozinu M. O

3.2.4 Véta. Algoritmus skon¢i praci po konec¢ném poctu kroki. Po zasta-
veni jsou oznackovany praveé ty vrcholy, do nichz vede orientovana cesta z vrcholu r.
Je-li oznackovan vrchol v # r, pak ODKUD(v) je posledni hranou v nejkratsi cesté
z vrcholu r do vrcholu v a VzD(v) je délka (tj. poet hran) této nejkratsi cesty.

DUKkAz: Kazdy vrchol je ihned po oznackovani zafazen do seznamu FRONTA,
a kdyz je pozdé&ji odtud vynat, nemtize uz do né& byt znovu zafazen, nebotf uz
mé znacku. Proto kroky 2 az 4 mohou byt provedeny celkem nejvyse |V (G)|-krét,
algoritmus se tedy zastavi.

To, Ze budou oznackovany praveé ty vrcholy, do nichz vede z vrcholu r orientovana
cesta, se dokdze podobné jako véta [3.1.2] str. 50}

Zbyva dokézat, Ze algoritmus spravné vypocte vzdalenosti. Je ziejmé, ze do
kazdého oznackovaného vrcholu v vede néjaka cesta o délce VzD(v) a Ze tato cesta
je zakédovana v hodnotach ODKUD. Ukazeme sporem, ze tato cesta je nejkratsi:
kdyby do néjakého vrcholu v existovala cesta kratsi nez Vzp(v), pak by na této
cesté musela existovat hrana e z vrcholu = Pv(e) do vrcholu y = Kv(e) takovi,
ze VzD(z) + 1 < VzD(y). Pfi zpracovani vrcholu x v kroku 4 vrchol y jiz bud
byl oznackovan, nebo nebyl. Pokud byl, pak by podle lemmatu mél hodnotu
VzD(y) < VzD(x)+ 1, coz by byl spor. Pokud nebyl, pak by byl oznackovéin béhem
zpracovani vrcholu x a dostal by hodnotu VzD(y) := VzD(z) + 1, coZ by byl opét
spor. Vzdalenosti jsou tedy vypocteny spravné. 0O

3.2.5 Cviéeni. Upravte algoritmus hledani do Sifky pro hledani neoriento-
vanych cest.

3.2.6 Cviceni. V grafu z prikladu [3:2.2] provedte hled4ni do sitky z vychoziho
vrcholu 6. Reste bez pouziti obrazku!
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3.2.7 Test, zda graf je bipartitni. Vezméme libovolny v§chozi vrchol r a po-
uzijme hledéni neorientovanych cest do sitky (viz[3.2.6]).

Pokud v grafu existuje hrana e, ktera spojuje néjaké dva vrcholy x, y, které jsou
oba v liché nebo oba v sudé vzdalenosti od vychoziho vrcholu r, pak dany graf neni
bipartitni. Touto hranou totiz prochézi kruznice liché délky (je tvofena hranou e
a Castmi cest z vrcholu r do vrcholtl z a y) a ta se v Zddném bipartitnim grafu
nemize vyskytovat.

Pokud naopak hrana s uvedenymi vlastnostmi neexistuje, pak prohledana ¢ast
grafu je bipartitni. Vrcholy, jejichz vzdalenost je licha, tvori jednu stranu, vrcholy
v sudé vzdalenosti tvoii stranu druhou. Pokud zbyly v grafu néjaké neoznackované
vrcholy (tj. pokud graf neni souvisly, viz , zvolime jako vychozi vrchol r néktery
z neoznackovanych vrchold a cely postup opakujeme.

Popsany postup lze zjednodusit: hrany lze testovat jiz v prubéhu prohledavani
do sitky a vzdalenosti staci rozliSovat pouze na sudé a liché.

3.3 Prohledavani grafu do hloubky

Hledéani do hloubky si lze predstavit jako priuzkum grafu cestovatelem, ktery cestuje
po hranéch grafu a vraci se disledné cestou, po které prisel.
Navic je hledani do hloubky zdkladem fady dalsich, mnohdy velmi vykonnych

algoritmt, viz napt. [5.1.13] str. a str.

3.3.1 Algoritmus hledani do hloubky.

VsTuP: Orientovany graf G a jeho vrchol r.

UxkoL: Najit vSechny vrcholy, do nichZ vede orientované cesta z vrcholu 7.
POMOCNE PROMENNE: Proménnd v bude obsahovat jméno aktuélniho vrcholu,
tj. vrcholu ,kde pravé ted jsme“. Seznam TRASA bude obsahovat vzdy posloupnost
hran tvoricich tzv. aktualni cestu, tj. cestu z vychoziho vrcholu r do aktualniho
vrcholu v. Kromé toho budeme vrcholy, do nichz byla nalezena cesta, znackovat
podobné jako v algoritmu [3.1.1

ALGORITMUS:

1. [Inicializace.] v := r; TRASA := (}; oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou
beze znacek.

2. [Volba hrany e.] Vezmeme nékterou dosud nepouzitou hranu e zacinajici ve
vrcholu v a pokracujeme podle kroku 3. Pokud takova hrana neexistuje,
pokracujeme podle kroku 5.

3. [Test vhodnosti hrany e.] Ozna¢me w koncovy vrchol hrany e. Je-1i vrchol w
oznackovan, pokracujeme podle kroku 2, v opacném piipadé podle kroku 4.

4. [Postup do hloubky.] Hranu e pfipiSeme na konec seznamu TRASA, poloZime
v := w a oznackujeme vrchol v. Pokrac¢ujeme krokem 2.
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5. [Ndavrat z vrcholu v.] Je-li seznam TRASA neprazdny, odebereme z jeho konce
hranu e, jeji pocatecni vrchol oznacime v a pokracujeme podle kroku 2. Je-li
seznam TRASA prazdny, vypocet konci.

CASOVE NAROKY: Je-li graf zaddn ve tvaru seznamu vrcholt a seznamt vystup-
nich okoli v8ech vrchold (viz[1.9.2)), prob&hne hleddni v ¢ase O(m + n).

POZNAMKA: Pro algoritmus hleddni do hloubky je podstatné, Zze ze seznamu
TRASA odebirame vzdy hranu, kterd je v seznamu nejkratsi dobu. Tato datova
struktura byva oznacovana ndzvem zdsobnik (anglicky stack) a je v jistém smyslu
opakem fronty, ktera je naopak podstatna pii prohledavani do sitky.

PozNAMKA: Predstava cestovatele, ktery chodi orientovanym grafem a vraci se,
kudy pfisel, ma drobnou vadu na krase: pfi postupu vpred smime jit pouze ve sméru
hrany, ale pfi ndvratu jdeme klidné v protisméru (ovSem pii hledani do hloubky to
jinak nejde).

3.3.2 Priklad. PouZijeme hledani do hloubky na graf z ptikladu str.
Tento graf je znovu nakreslen na obr. hrany, které byly pouzity k postupu do
hloubky, jsou zde vytazeny silné. V kroku 2 jsme pfitom volili hrany vychézejici
z vrcholu v vZdy v pofadi, ve kterém jsou uvedeny v seznamu hran E(G).

4

Obrazek 3.2: K ptikladu hledani do hloubky.

Pribéh vypoctu je tento: postup vpied do vrcholid 1, 2, 3, 7, 10, 8, 9, navrat
do vrcholu 8, test hrany (8,7), ndvrat do vrcholu 10, postup vpied do vrcholu 11,
névrat do vrchold 10, 7 a 3, test hrany (3,2), ndvrat do vrcholu 2, test hrany (2, 8),
navrat do vrcholu 1, test hrany (1,3), postup vpfed do vrchold 5 a 4, test hrany
(4,1), navrat do vrcholu 5, test hrany (5,9), névrat do vrcholu 1.

3.3.3 Véta. Algoritmus hledani do hloubky skoné¢i praci po konecném
poctu krokt. Po jeho zastaveni jsou oznackovany pravé ty vrcholy, do nichz vede
z vrcholu r orientovand cesta.

DUKkAz: Krok 3 miize byt proveden nejvysSe jednou pro kazdou hranu, krok 4
nejvyse jednou pro kazdy vrchol. Vrchol, z néhoz je proveden navrat, jiz nebude
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zkouman, nebot je oznackovan. Tedy i krok 5 bude pro kazdy vrchol proveden
nejvyse jednou. Po kroku 2 vzdy nasleduje krok 3 nebo 5, krok 2 tedy mtze byt
proveden nejvyse jednou pro kazdy vrchol a hranu.

Zbyvajici cast véty se dokaze podobné jako véta[3.1.2] str. O

3.3.4 Konstrukce cest. Orientovana cesta z vrcholu r do vrcholu v je obsazena
v seznamu TRASA vzdy ve chvili, kdy vrchol v dostava znacku. Obsah seznamu
TRASA se vSak béhem vypocCtu méni. Pozadujeme-li zachovani informaci o naleze-
nych cestach i po ukonceni vypoctu, lze algoritmus doplnit o vytvareni hodnot
ODKUD podobné, jako jsme to uéinili v[3:1.4] str.[50} Po provedeni této tipravy je se-
znam TRASA jiz zbyteény, nebot v kroku 5 lze k névratu z vrcholu v pouzit hodnotu
ODKUD(v).

3.3.5 CvicCeni. V grafu z piikladu [3.2.2] str. provedte hledani do hloubky
z vychoziho vrcholu 6. Zkuste to bez pouziti obrazku!

3.3.6 Hledani do hloubky v neorientovanych grafech. Algoritmus[3.3.1]lze
snadno upravit pro hledani neorientovanych cest. Jedinad zména se tyka kroku 2, kde
volime libovolnou dosud nepouzitou hranu z mnoziny E(v).

Jind moznost spociva v prevodu daného grafu na symetricky orientovany graf;
kazda hrana puvodniho grafu je nahrazena dvojici opacné orientovanych hran.
V takto upraveném grafu pak lze pfimo pouzit algoritmus [3.31]

3.3.7 Navod k prohledavani bludisté. Piedstavte si, Ze jste v bludisti, které
se sklada z neznamého poctu mistnosti a z neznamého poctu chodeb, kazda chodba
spojuje vzdy dvé mistnosti. Vasim tkolem je prozkoumat systematicky vsSechny
chodby a mistnosti a najit vychod z bludisté nebo spolehlivé zjistit, Ze vychod
neexistuje. Mate s sebou kf¥idu, kterou si miizete délat na stény nebo podlahy chodeb
a mistnosti znacky.

vychozi bod

—— postup vpied (krok 4)
- — - test vhodnosti hrany (krok 3)
— - — néavrat (krok 5)

Obrazek 3.3: Priklad bludisté a jeho prohledani metodou do hloubky.
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Tuto situaci lze modelovat neorientovanym grafem, jehoz vrcholy odpovidaji
mistnostem a hrany chodbam. Vy ovSem tento graf pfedem neznéte. Jste-li v nékteré
mistnosti (vrcholu), vidite pouze ty chodby (hrany), které vychazeji z vasi mistnosti.

K prohledavani bludisté 1ze pouzit hledani do hloubky. Pti hledani je nutné
oznacovat pouzité chodby a odlisit je od chodeb, po nichz se budeme teprve vracet.
Nejjednodussi je kreslit pfi prvém prichodu chodbou jednu ¢aru a pfi navratu
druhou. Z mistnosti pak odchdzime pokud mozno neozna¢enou chodbou (krok 2).
Vede-li tato chodba do dfive navstivené mistnosti, nevstupujeme do ni, a okamzité
se vratime touz chodbou zpét (krok 3). Pokud jsme pfisli do dosud nenavstivené
mistnosti, postupujeme z ni déle (krok 4). Jsou-li jiz vSechny chodby vedouci
z mistnosti pouzity (alespon jedenkrét), vratime se chodbou, ve které je jen jedna
¢ara (krok 5). Konec hledani pozndme podle toho, Ze jsme v mistnosti, kde vSechny
chodby jsou oznaceny dvéma carami. V takovém pripadé€ stojime v misté, kde jsme
zacinali. Pokud vychod z bludisté existuje a je dosazitelny, museli jsme jit kolem néj.

Priklad bludisté a mozny zptiisob jeho prohledani je na obr.

Vyzkousejte na skutecném prikladé. Svétla s seboul!

3.3.8 Cviceni. Rozhodnéte, zda je pfi hledani orientovanych cest do hloubky
pravdivé toto tvrzeni:

Vzdy pfi navratu z vrcholu v jsou oznackovany vsechny vrcholy, do nichz
vede z v orientovand cesta.

3.3.9 Hledani do hloubky s pouZzitim rekurzivni procedury. Mnohé pro-
gramovaci jazyky (napf. PASCAL nebo C) dovoluji, aby procedura (podprogram)
volala sebe sama. Tuto moznost, tzv. rekurzivni volani, 1ze nékdy vyuzit k ele-
gantnimu zapisu algoritmu. Jednim z klasickych prikladu je prohledévani grafu do
hloubky.

program HLEDANI_DO_HLOUBKY;

procedure HLEDEJ (v : vrchol);
begin
oznackuj vrchol v;
pro vSechny hrany e € ET(v) proved
begin
w = Kv(e);
if (w nemé znacku) then HLEDEJ(w);
end;
end;

begin {vlastni prohledavani}
Vsechny vrcholy grafu musi byt beze znacek;
HLEDEJ(r);

end.

Procedura HLEDEJ vezme vrchol v, ktery ji byl pfedan jako parametr, a postara
se o prohledani vsech dosud neoznackovanych vrcholi, které jsou z néj dostupné. Po-



58 Kapitola 3. Prohledavani grafii

stara se o to tim, ze vezme vSechny neoznackované néasledniky vrcholu v a u kazdého
z nich pozida (sebe sama) o prohledani vseho, co je z néj dostupné.

Stoji za zminku, Ze zde nepouzivime zadny seznam TRASA. Je to zbytecné,
protoze mechanismus rekurzivniho vyvolavani si vzdy musi pamatovat, kam se méa
vratit a v ¢em méa pokracovat. Tento mechanismus pracuje na principu zasobniku
a de facto nahrazuje seznam TRASA z algoritmu Podrobnosti 1ze najit
v ucebnicich programovani.

3.3.10 Konstrukce vsSech cest z daného vrcholu. Snadnou tpravou algo-
ritmu hledani do hloubky dosdhneme toho, ze v prubéhu vypoctu se v se-
znamu TRASA vyskytnou postupné vsSechny posloupnosti hran, které odpovidaji
vSem cestam, které zacinaji ve vrcholu r. Lze toho vyuzit naptiklad k tomu, abychom
ze vSech cest, které zacinaji v r, vybrali cestu, kterd splnuje néjakou specialni pod-
minku. Takto 1ze napiiklad hledat cestu, ktera zacinéd v r a obsahuje vSechny vrcholy
grafu (tzv. hamiltonovskou cestu, viz kapitola str. a lze dokonce snadno ze
vSech takovych cest vybrat nejkratsi.

Uprava algoritmu spoc¢iva v tom, ze v kroku 5 pfi navratu z vrcholu
v smaZeme jeho znacku a vSechny hrany z ET(v) budeme nadale poklddat za
dosud nepouzité. Pfijdeme-li pak nékdy znovu (ale jinou cestou) do tohoto vrcholu,
budeme znovu zkoumat vSechny zptisoby pokracovani. Znacky budou mit vzdy jen
ty vrcholy, které lezi na cesté obsazené v seznamu TRASA.

Pouziti tohoto algoritmu ovsem je zpravidla casové velice naro¢né: doba prace
vysS§i jsou stupné vrcholta. PFidame-li ke grafu nékolik vrcholt, miZe se doba prace
prodlouzit nékolikanasobné. Proto lze tento algoritmus pokladat za vychodisko
7 nouze, nezname-li lepsi postup.

Tento algoritmus lze poklddat za jednoduchou formu tzv. backtrackingu, viz

1.2} str. 91}

3.3.11 Cviceni. Navrhnéte varianty algoritmu [3.3.10| pro hled4ni neorientova-
nych cest a pro vyhledani vSech cyklt nebo kruznic prochazejicich vrcholem 7.

3.3.12 Prohledavani kofenového stromu do hloubky je jednodussi nez
prohledavani obecného grafu. Vime-li bezpecné, ze prohledavany graf je kofenovym
stromem, neni tfeba vrcholy znackovat. V kofenovém stromé totiz do kazdého
vrcholu vede pouze jedna cesta z kofene. Diky tomu méame jistotu, ze postupem
do hloubky se vzdy dostaneme do nového, dosud nenavstiveného vrcholu.

3.3.13 Preorder, postorder a inorder. V usporfadaném bindrnim kofenovém
stromé& lze pofad{ vrcholéi preorder, postorder a inorder (viz str. [23) ziskat
béhem prohledavani stromu do hloubky. Do algoritmu umistime na vhodné misto
ptikaz pro tisk jména vrcholu. Umistime-li jej té€sné za prichod do vrcholu, dosta-
neme poradi preorder. Umistime-li jej tésné pred navrat z vrcholu, dostaneme poradi
postorder. Konecné, budeme-li tisknout jméno vrcholu po prohledani jeho levého
podstromu, ale pfed prohledanim pravého podstromu, dostaneme poradi inorder.
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Kapitola 4

Pojmy zaloZené na
neorientovanych cestach

4.1 Souvislost

4.1.1 Souvislost. Graf nazyvame souvislym, jestlize kazdé jeho dva vrcholy jsou
spojeny neorientovanou cestou.

Pro odliSeni od tzv. silné souvislosti (viz [5.1)) nékdy mluvime o slabé nebo také
obycejné souvislosti.

4.1.2 Komponenta souvislosti grafu G (téz souvisld komponenta nebo i jen
komponenta) je kazdy podgraf H grafu G, ktery je souvisly a ktery je maximdlni
s touto vlastnosti, tj. neni ¢asti vétsiho souvislého podgrafu.

4 3
9= 9°
5
5 2 2
O——O O—Q
7 8 6 1 7

Obrézek 4.1: Grafy k pitkladu

4.1.3 Piiklad. Oba grafy na obr. maji kazdy ¢tyfi komponenty souvislosti
s mnozinami vrcholu {1, 3,5}, {2,4,6}, {7,8}, {9}.

4.1.4 Vlastnosti komponent souvislosti. Na mnoziné vrcholt grafu G defi-
nujme relaci ~ predpisem

a~b <= vrcholy a, b jsou v grafu G spojeny neorientovanou cestou.

Velmi snadno lze ovétit, ze takto definovana relace ~ je ekvivalenci (tj. je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, viz [1.12.6] str. , a ze tedy urcuje na mnoziné vrchol
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rozklad na ekvivalen¢ni t¥idy. Podgrafy, které jsou indukovany témito t¥idami, jsou
komponentami souvislosti (nebot jsou to maximalni souvislé podgrafy).

Odtud okamzité plyne, ze kazdy vrchol grafu lezi v presné jedné komponenté
souvislosti, a také, Ze komponentu souvislosti, kterd obsahuje vrchol z, mizeme
ziskat jako podgraf indukovany mnozinou vSech vrcholl, které jsou neorientované
dostupné z vrcholu .

4.1.5 Hledani komponent souvislosti. Zvolime libovolné vrchol r a pomoci
kteréhokoli algoritmu pro hleddni neorientovanych cest (viz kap. 3] str. najdeme
mnozinu vrchol neorientované dostupnych z vrcholu r. Podgraf indukovany touto
mnozinou je komponentou souvislosti.

Pak zvolime vrchol 7 mimo dosud vytvorené komponenty a cely postup opaku-
jeme, dokud neni kazdy vrchol zafazen do nékteré komponenty.

4.1.6 Cviceni. V nasledujicich neformélné popsanych grafech objasnéte vyznam
pojmu komponenty souvislosti:

1. Vrcholy jsou atomy, hrany jsou chemické vazby mezi nimi.

2. Vrcholy jsou lidé a hrana z vrcholu x do vrcholu y vede pravé tehdy, kdyz x
je otcem nebo matkou osoby y. (VSimnéte si, Ze tento graf je orientovany, ale
my se ptdme na komponenty souvislosti, u nichz na orientaci hran nezalezi.)

4.2 Stromy a kostry

4.2.1 Les a strom. Les je graf, ktery neobsahuje kruznici. Strom je graf, ktery
neobsahuje kruznici a je navic souvisly.
Komponentami souvislosti lesa jsou tedy stromy.

4.2.2 Véta. Kazdy souvisly graf ma faktor, ktery je stromem.

DUKAz: Jestlize graf obsahuje kruznici, odstranime z grafu libovolnou hranu této
kruznice. Souvislost grafu tim ztstane zachovana. Takto opakovanym odstranova-
nim hran ziskdme faktor ptivodniho grafu, ktery je souvisly a neobsahuje jiz Zddnou
kruznici. O

4.2.3 Kostra grafu. Faktor grafu G, ktery je stromem, nazyvame kostrou grafu
G (téz napnutym stromem grafu G).
Predchozi véta tika, Ze kazdy souvisly graf mé kostru.

4.2.4 Napnuty les. Faktor grafu G, ktery je lesem a mé stejny poc¢et komponent
jako graf G, nazyvame napnutym lesem grafu G.
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4.2.5 Veéta. Kazdy graf ma napnuty les.

DUKAZ je podobny jako je-li v grafu kruznice, pak odstranénim nékteré jeji
hrany se pocet komponent souvislosti nezméni. Opakovanym trhanim hran tedy
dostaneme napnuty les. O

4.2.6 Véta. Kazdy strom s alesponn dvéma vrcholy obsahuje alespon dva vrcholy
stupné 1.

DUKAzZ: Zadné cesta spojujici dva vrcholy stromu nemtiZe mit vétsi podet hran
nez |V(G) — 1|. Vezméme tedy cestu C, kterd mé ze vSech cest nejvétsi pocet hran.
Oznacme z, y pocatecni a koncovy vrchol cesty C. Kdyby néktery z téchto vrcholi
(ozna¢me jej x) mél stupen alesponi 2, vychézela by z vrcholu x dalsi hrana e,
kterd nepatii do cesty C. Jeji druhy krajni vrchol z nemiiZe leZet na cesté C, jinak
by v grafu existovala kruznice. Bylo by tedy mozné cestu C' prodlouzit o hranu e
a vrchol z, coZ je spor, nebot C byla nejdelsi. Proto vrcholy z a y maji stupent 1. O

4.2.7 Véta. Kazdy strom o n vrcholech mé presné n — 1 hran.

DUKAZ: Vétu dokdzeme indukei podle poc¢tu vrcholi. Pro graf's 1, 2 nebo 3 vrcholy
lze vétu ovérit primo. Predpokladejme tedy platnost véty pro stromy s k vrcholy
a vezmeéme libovolny strom, ktery mé k+1 vrcholti. Podle véty [£.2.6|m4 tento strom
néjaky vrchol stupné 1. Odstranénim tohoto vrcholu a jediné hrany s nim incidentni
ziskdme mensi strom s presné k vrcholy a ten podle indukéniho pfedpokladu mé
presné k — 1 hran. Pavodni strom mél tedy k£ + 1 vrchola a k hran. O

DUSLEDEK: Kazdy souvisly graf o n vrcholech méa alespoii n — 1 hran.

4.2.8 Veéta. Kazdy les o n vrcholech a k komponentach souvislosti mé presné
n — k hran.

DUKAZ: Oznaéme ny,ns,...,n; pocty vrchol v komponentach souvislosti daného
lesa. Kazda komponenta je stromem, podle véty jsou tedy pocty hran v téchto
komponentéach rovny ny — 1, ng — 1, ..., ny — 1. Ponévadz n = ), | n;, dostaneme
seCtenim pocet hran v celém lese n — k. O

4.2.9 Vlastnosti stromu. Necht G je graf s n vrcholy, n > 1. Potom nésledujici
podminky jsou ekvivalentni:

. G je strom.

G neobsahuje kruznici a ma presné n — 1 hran.

G neobsahuje kruznici a méa alespon n — 1 hran.

G je souvisly a mé presné n — 1 hran.

G je souvisly a ma nejvyse n — 1 hran.

. G je souvisly a odebranim kterékoli hrany piestane byt souvisly.

. G neobsahuje kruznici a po pridani libovolné hrany bude obsahovat presné
jednu kruznici.

8. Kazda dvojice vrcholtl je spojena pfesné jednou neorientovanou cestou.

NSOt W e
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DUKAZ: 1= 2,3,4,5 vyplyva pfimo z definice stromu a z véty [£.2.7]

2 =3 a 4 = 5 jsou ziejmé bez dikazu.

3=1: Graf G je lesem. Oznacime-li k£ pocet jeho komponent souvislosti a m
podet hran, pak podle véty [£.2.8] ma graf G presné m = n — k hran. Podle
predpokladu 3 vsak plati m > n — 1. Po dosazeni mame k& < 1, graf ma tedy
jen jednu komponentu souvislosti, je tedy souvisly, a proto je to strom.

5= 1: Graf G je souvisly, obsahuje tedy kostru. Kostra je stromem, a proto
ma presné n — 1 hran, coz je presné tolik, kolik jich ma samotny graf G. Z toho
plyne, ze G je sam svou vlastni kostrou, a je tedy stromem.

1=6: Jelin =1, je tvrzeni samoziejmé. Necht tedy n > 2. Graf G je strom,
ma tedy piesné n — 1 hran. Po odstranéni libovolné hrany dostaneme graf H, ktery
m4 jen n — 2 hran, a tudiz podle diisledku véty neni souvisly.

6 = 7: Kdyby G obsahoval kruznici, pak by zustal souvisly i po odstranéni
kterékoli hrany z této kruznice. Tedy G neobsahuje kruznici. Vytvoime nyni graf
H pridanim hrany e spojujici vrcholy x, y. Vrcholy z, y byly ovSem spojeny cestou
v G. To znamend, ze v H existuje kruznice obsahujici hranu e. Zbyva dokazat, ze
tato kruznice je jedina.

Kdyby H obsahoval dvé rtizné kruznice, prochazely by obé hranou e. Existovaly
by tedy dveé rtzné cesty spojujici vrcholy z, y. To by ovSem znamenalo, ze jiz graf
G by musel obsahovat kruznici. Graf H tedy obsahuje piesné jednu kruznici.

7= 8: Vezmeéme dvojici vrcholi z, y. Pfidanim hrany e spojujici z, y vznikne
presné jedna kruznice. To znamena, ze uz v grafu G byly z, y spojeny cestou. Kdyby
byly spojeny dvéma riznymi cestami, existovala by jiz v G kruznice.

8 = 1: Souvislost grafu je zfejma. Kdyby v G existovala kruznice, byla by
néktera dvojice vrcholi spojena dvéma ruznymi cestami. O

4.2.10 Cviceni. Kofenovy strom (definovany v [1.7.1] str. je stromem. Do-
kazte!

4.2.11 Véta. Jestlize znackovaci algoritmus [3.1.1} str. [49] upraveny pro neori-
entované cesty a s Upravou oznackoval vSechny vrcholy grafu G, pak faktor
grafu, ktery obsahuje pouze ty hrany, které jsou hodnotami ODKUD oznackovanych
vrcholt riznych od r, tvori kostru grafu G.

DUkAz: Do kazdého vrcholu vede neorientovand cesta tvorend hranami faktoru.
Faktor je tedy souvisly. Podet hran faktoru je |V (G) — 1|, nebot pouze pro vrchol r
neni hodnota ODKUD(r) definovana. Podle je tedy tento faktor stromem. O

PozNAMKA: Podobné tvrzeni plati i pro dalsi algoritmy pro hledani cest z daného
vychoziho vrcholu, pokud zaznamenavaji posledni hrany cest zptisobem popsanym

vBI4
4.2.12 Cviceni. Za jakych podminek m4 graf nékolik riznych koster?

4.2.13 Cviceni. Kolik vznikne kruznic, pfiddme-li ke stromu dvé hrany?
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4.2.14 Cvicéeni. Nakreslete vSechny vzajemné neizomorfni kostry tplnych grafi
K, a K5. Kolik jich je?

4.3 Minimalni kostra

4.3.1 Formulace tlohy. Je dan souvisly graf G, jehoz hrany jsou ohodnoceny
redlnymi Cisly, kterd budeme nazyvat cenami. Kostru grafu G nazveme minimdlni
kostrou, jestlize ma nejmensi cenu, tj. nejmensi soucet ohodnoceni hran (mezi vSemi
kostrami grafu G).

4.3.2 Priklady aplikaci. Piedpokladejme, Ze mame za kol propojit n mist
1,2,...,n vedenim vysokého napéti. Pro kazdou dvojici mist ¢, j mame k dispozici
odhad nakladd na postaveni piimé linky mezi misty ¢, j. Nasi snahou je propojit
vSech m mist co nejlevnéji, pritom vSak nesmime vedeni vétvit mimo mista, ktera
propojujeme.

Je zfejmé, ze vybudované linky nesméji tvorit kruznici, jinak by bylo mozno
vynechanim nékteré linky snizit celkové néklady. Vybudované linky tedy musi tvo-
fit minimalni kostru. V§imnéte si, ze toto nejlevnéjsi feSeni neni idedlni z hlediska
spolehlivosti: porucha kterékoli linky zpusobi rozpad sité na dvé komponenty sou-
vislosti.

Jinym piikladem mutze byt silniéni sif, z niz chceme v zimé udrzovat sjizdnou
pouze co nejkratsi ¢ast, kterd vzadjemné propoji vSechny obce v dané oblasti.

Kromé téchto pfimych aplikaci se s minimalni kostrou setkdvame jako s dil¢im
problémem pfi Feseni slozitéjsich kombinatorickych tuloh.

4.3.3 Postup hledani minimalni kostry.

VsTup: Souvisly graf G a ohodnoceni hran cenami ¢ : E(G) — R.

UkoL: Najit minimalni kostru grafu G.

POMOCNE PROMENNE: Faktor L grafu G, ktery neobsahuje kruznici (tj. napnuty
les grafu G). K tomuto lesu budeme pfiddvat vhodné zvolené hrany.

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] Necht L je diskrétni graf s mnozinou vrcholi V(QG).

2. [Test ukoncent.] Je-li les L stromem, vypocet kon¢i, L je hledand minimélni
kostra.

3. [Volba hrany.] Zvolme libovolné hranu e s touto vlastnosti:

Hrana e spojuje dvé ruzné komponenty lesa L a alesponn pro
(%) < jednu z téchto komponent (ozna¢me ji A) plati, Ze cena hrany
e je nejmensi ze v8ech cen hran z mnoziny Wg(A).

4. [Spojeni komponent.] Hranu e pfidejme k lesu L (tim snizime pocet kompo-
nent) a pokra¢ujme krokem 2.
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4.3.4 Priklad. V grafu na obr. je minimalni kostra vytazena silné.

Obrazek 4.2: Minimalni kostra.

4.3.5 Véta. Algoritmus}4.3.3|se po kone¢ném poctu krokt zastavi a po zastaveni
je L minimalni kostrou grafu G.

DUkAz: Kroky algoritmu 2, 3 a 4 se provedou piesné (|V(G)| — 1)-krat, nebot pfi
kazdém vykonani se zmensi pocet komponent o jednu.

Spravnost algoritmu dokazeme indukci. Ukazeme, ze po celou dobu vypoctu
plati toto tvrzeni: Graf G je lesem a existuje minimalni kostra grafu G takova, ze
les L je jejim faktorem.

Po provedeni kroku 1 to jisté plati. Pfedpokladejme tedy, Ze pied provedenim
kroku 4 je les L faktorem néjaké minimalni kostry K. Jestlize K obsahuje pridavanou
hranu e, pak samoziejmé tvrzeni plati i po jejim ptridani k lesu L. Jestlize kostra K
hranu e neobsahuje, pak pfidanim této hrany ke kostfe K vznikne kruznice. Tato
kruznice obsahuje kromé hrany e jesté jednu hranu, oznac¢me ji h, takovou, ze h €
€ Wg(A). Z podminky () plyne, Ze c(e) < c(h). Pfidejme nyni ke kostfe K hranu e
a odeberme hranu h. Tim dostaneme opét kostru, oznacme ji H, pfi¢emz cena této
nové kostry neni vyssi nez cena kostry K. Kostra H je tedy také minimélni kostrou,
navic vSak obsahuje kromé lesa L i hranu e. Obsahuje tedy les L i po provedeni
kroku 4, tj. po ptfidani hrany e. O

4.3.6 Varianty postupu Podmince () v kroku 3 obvykle vyhovuje
nékolik hran najednou, postup tedy neni jednoznacny. Ptedchozi véta [4.3.5
nam zarucuje, ze to nevadi. At uz pfi vybéru hrany dodrzime podminku (x) jakkoli,
vysledkem bude vzdy miniméalni kostra.

Pro prakticky vypocet je ovsem vhodné vybér néjak omezit. Nejznaméjsi jsou
nasledujici dva algoritmy.

4.3.7 Hladovy algoritmus. Hrany grafu uspofddame podle jejich cen do nekle-
sajiciho poradi, tj. od nejlevnéjsi po nejdrazsi. Pak hrany v tomto poradi probirdme
a do grafu L pridavame jen ty z nich, které v grafu L nezpusobi vznik kruznice.
Tento algoritmus je znamy také jako Kruskaliv, pochazi z roku 1956.

Spravnost hladového algoritmu vyplyva z faktu, ze hrana, kterou algoritmus
pridava ke grafu L, je vidy nejlevnéjsi ze vSech hran, které spojuji dvé rizné
komponenty lesa L. P¥iddvand hrana tedy vzdy splituje podminku (x), a proto
spravnost hladového algoritmu vyplyva z véty

Nazev ,hladovy algoritmus“ vystihuje fakt, Zze k lesu L pridavame vzdy tu
nejlevnéjsi hranu, ktera v dané situaci pfipadda v uvahu. Takovyto prostoduchy
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postup, kdy se v kazdém kroku snazime o maximalni okamzity zisk bez ohledu
na pripadné budouci problémy, je sice Casto pouzivan pfi FeSeni nejruznéjsich
optimaliza¢nich tloh, ale pro vétsinu tloh nezarucuje, ze vysledkem bude skutecné
optimalni feseni. Jde tedy zpravidla jen o heuristicky algoritmus, viz str. |198
(Zkuste tfeba ,hladové“ hledat nejkratsi cestu. Snadno najdete piiklad, kdy hladovy
postup dé chybny vysledek.)

Uloha o minimélni kost¥e je pozoruhodné tim, Ze pro ni hladovy postup vede ke
skute¢né optimalnimu feseni zarucené a vzdy. Znovu upozoriujeme, ze typy uloh,
pro které hladovy postup dava zaruéené optimalni vysledky, jsou (bohuzel) dosti
vzacné.

4.3.8 Jarnikuv-Primuav algoritmus popsal v roce 1930 V. Jarnik a nezavisle
na ném v roce 1957 R. C. Prim:

V postupu [£:3.3| nejprve pevné zvolime néjaky vrchol v a pak pfi vybéru hrany,
ktera spliiuje podminku (), volime jako komponentu A vzdy tu, kterd obsahuje
vrchol v.

Les L tedy béhem vypoctu ma jako komponenty souvislosti kromé izolovanych
vrchold vzdy jen jeden strom, ktery postupné roste tim, ze k nému pfidavame hrany,
které jej nejlevnéji spojuji s nékterym izolovanym vrcholem.

Pfiddvand hrana trividlné splituje podminku (%), dikaz spravnosti algoritmu
tedy opét vyplyva z véty

4.3.9 Boruvkuv algoritmus je nejstar$im algoritmem pro minimalni kostru,
pochézi jiz z roku 1926 (historické podrobnosti viz |Si§ma97] a [MN96]). Algoritmus
funguje za predpokladu, Ze ceny vSech hran jsou ruzné, a lze jej popsat takto:

V postupu 4.3.3| vZdy vezmeme vSechny hrany, které splnuji podminku
(%), a pfiddme je ke grafu L vSechny najednou.

Borivkiv algoritmus je velmi rychly, nebot podet komponent souvislosti lesa L
se v kazdém kroku zmensi nejméné o polovinu (v typickém pfipadé mnohem vice),
pocet krokt Boriivkova algoritmu tedy bude nejvyse log, n. Celkova doba prace tedy
bude O(mlogn). Nejrychlejsi zndmé algoritmy pro minimalni kostru jsou zalozeny
pravé na myslenkach Bortvkova algoritmu.

Striktné vzato, Boruvkiv algoritmus neni specidlnim ptipadem postupu [4.3.3
pfesto lze jeho spravnost pomoci postupu dokazat:

4.3.10 Véta (spravnost Boruvkova algoritmu). Borivkiv algoritmus
spravné nalezne minimalni kostru grafu.

DUKkAz: Oznaéme B mnozinu hran, které Borivkiv algoritmus pfidava k lesu L
v jednom kroku. Ukézeme, Ze obecny postup m miize v této situaci v |B| po
sobé jdoucich krocich udélat totéz. Pfesnéji, dokud B # (), mfize obecny postup
délat to, %e vybere libovolnou hranu z mnoZiny B, tuto hranu z mnoziny B
odstrani a prida ji k lesu L. Potfebujeme dokazat, Ze pritom vSechny zbyvajici



66 Kapitola 4. Pojmy zaloZené na neorientovanych cestach

hrany v mnoziné B budou stéle spliiovat podminku (x), a lze je tedy k lesu L pfidat
v dalsich krocich.

Kazdé komponenté A lesa L prifadme hranu ea, kterd je nejlevnéj$i z mno-
7iny hran W (A). Ze vSech hran, které spliiuji podminku (%), jsou nékteré hrany
takto prifazeny jen jedné komponent€, ostatni jsou pfifazeny dvéma komponentam.
(Nakreslete si pfiklad!)

Je-li z mnoziny B vybrana hrana e 4, ktera je pritazena jen jedné komponenté
A, pak pridanim hrany es k lesu L spojime komponentu A s néjakou jinou
komponentou C'. Hrana ec, kterd byla dosud nejlevnéjsi hranou z mnoziny W (C), je
pritom levnéjsi nez e 4 (pro¢?) a nyni bude nejlevnéjsi hranou z mnoziny W(AUC),
bude tedy i nadéle spliiovat podminku (). Ostatni hrany z mnoziny B zustavaji
prifazeny ke komponentam mimo A a C, tj. ke komponentam, které se nezménily.
Proto tyto hrany i nadéle splituji podminku (x).

Je-li z mnoziny B vybrana hrana e, kterad je prifazena dvéma komponentam
A, C, pak spojenim téchto dvou komponent vznikne komponenta A U C. Hrana
eauc, kterd bude nyni ptifazena této komponenté, sice mozné nelezi v B, ale opét
plati, ze zbyvajici hrany z mnoziny B zistavaji pfifazeny ke komponentam, které
se nezménily, a proto i nadale splituji podminku (x). O

4.3.11 Cvi€eni. Pouzijte vSechny t¥i popsané algoritmy na graf z obr. [4.2]a vSim-
néte si rozdilt v jejich ¢innosti. Vsimnéte si také, ze Bortivkuv algoritmus pro tento
graf d4 (ndhodou) spravny vysledek i pfesto, Ze ceny vSech hran nejsou rtzné.

4.3.12 Cviceni. Pro¢ se v Bortuvkové algoritmu pozaduje, aby ceny vSech hran
byly navzajem ruzné? Najdéte priklad, kdy by to mohlo vadit. Navrhnéte tpravu
Boravkova algoritmu takovou, aby spravné pracoval i na grafech, v nichz ceny
nékterych hran jsou stejné.

4.3.13 Poznamka. Uloha o minimélni kostie ma ve srovnéani s jinymi tilohami
nékolik pozoruhodnych vlastnosti. Jednu jsme jiz zminili v[4.3.7} hladovy algoritmus
dava vzdy optiméalni feseni.

Jinou pozoruhodnou vlastnosti je to, Ze optimalni FeSeni (tj. minimalni kostra)
nezavisi na absolutnich velikostech cen jednotlivych hran, ale pouze na jejich
usporadani, tj. na relaci < mezi nimi. To znamend, ze pokud se ceny hran zméni,
ale nerovnosti mezi nimi ztistanou zachovany, minimalni kostra bude stejna.

Diikaz tohoto tvrzeni lze snadno odvodit ze spravnosti hladového (Kruskalova)
algoritmu [4.3.7l Hrany totiz budou probirany ve stejném poradi, proto i vysledek
bude stejny. Vyplyva to vSak i z nasledujici véty.

4.3.14 Véta (charakterizace minimalni kostry). Kostra K grafu G je mini-
malni kostrou pravé tehdy, kdyz

pro kazdou hranu e ¢ E(K) a pro kazdou hranu h na
(xx) (jediné) cesté, ktera v kostie K spojuje krajni vrcholy
hrany e, plati c(e) > c(h).
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DUKAz: Predpokliddejme, Ze kostra K je minimélni. Kdyby podminka (xx) ne-
platila, existovala by hrana e ¢ F(K) a hrana h leZici na cesté, kterd v kostfe K
spojuje krajni vrcholy hrany e takova, Ze c(e) < c¢(h). Pak bychom vSak mohli ziskat
levnéjsi kostru tim, Ze bychom z kostry K odebrali hranu e a nahradili ji hranou h,
coz by byl spor. Podminka (xx) tedy plati.

Dokéazeme opac¢nou implikaci. Pfedpokladejme pro spor, Ze podminka () plati
a kostra K neni minimélni. Graf G jisté ma néjakou minimélni kostru, oznacme ji
L. Vezméme libovolnou hranu e kostry L, ktera nelezi v K. V kostfe K existuje
(jedind) cesta, kterd spojuje krajni vrcholy hrany e. Tato cesta obsahuje alespor
jednu hranu h, kterd nelezi v kostfe L (jinak by kostra L obsahovala kruZnici).
Z predpokladu (x*) plyne, ze c(e) > c(h). Jestlize tedy z kostry K odebereme
hranu h a nahradime ji hranou e, cena kostry K tim neklesne. Tento postup (totiz
vybér hran e, h a jejich vyménu v kostfe K) miizeme opakovat, dokud nebudou
kostry K a L stejné. Ptivodni kostra K nebyla nejlevnéjsi, pfi vyménach jeji cena
nikdy neklesla, ale vysledna kostra L nejlevnéjsi je, coz je spor. Kostra K splnujici
() tedy byla nejlevnéjsi. |

4.3.15 Alternativni navod k hledani minimalni kostry. Diky vété
mizeme postupovat takto: Vezmeme libovolnou kostru a testovanim podminky ()
zjistime, zda je minimdalni. Pokud neni, tj. najdeme-li hrany e a h, diky nimz
podminka (#x) neplati, pak vyménou hran e a h ziskdme levnéjsi kostru. Toto
opakujeme, dokud nedostaneme kostru, kterd je minimalni.

Tento alternativni postup je zpravidla zbyte¢né pracny, nebot algoritmy zalozené
na jsou podstatné efektivngjsi. Mame-li vSak kostru, kterd jiz je ,skoro
optimalni“, muze byt alternativni postup velmi vyhodnjy.

4.4 Stupné souvislosti

V radé aplikaci je tfeba rozliSovat mezi ,,vice souvislymi“ a ,,méné souvislymi“ grafy.
Napf. u silni¢éni sité nés muze zajimat, na kolika mistech by musela byt pferusena
silnice (napf. povodni), aby bylo pferuSeno veskeré silni¢éni spojeni mezi dvéma
danymi misty, popf. aby se silniéni sif rozpadla na nékolik ¢asti, mezi nimiz neni
silni¢ni spojeni.

4.4.1 Hranovy stupen souvislosti grafu je definovin jako minimélni podet
hran, jejichZz odstranénim se graf stane nesouvislym. Tim je hranovy stupen souvis-
losti definovan pro grafy s alesponl dvéma vrcholy. Pro grafy s jednim vrcholem defi-
nujeme hranovy stupen souvislosti jako nulu. Graf nazyvame hranové k-souvislym,
je-li jeho hranovy stupen souvislosti alespon k.

Hranovy stupen souvislosti nemutze byt vétsi nez stupen kteréhokoli vrcholu.
(Proc?)

Hranu grafu nazyvame mostem, jestlize jejim odstranénim zvysime pocet kom-
ponent souvislosti. Graf, ktery méa alespon dva vrcholy, je tedy hranové 2-souvisly,
neobsahuje-li Zadny most.
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4.4.2 Vrcholovy stupen souvislosti grafu je definovan jako minimalni pocet
vrchold, jejichz odstranénim se graf stane nesouvislym. Tim je vrcholovy stupen
souvislosti definovan pro vSechny grafy kromé tplnych grafii (a kromé multigrafi,
které obsahuji uplny graf jako svij faktor). Pro tyto grafy definujeme vrcholovy
stupeti souvislosti jako |V(G)| — 1. Graf nazyvame vrcholové k-souvislym, je-li jeho
vrcholovy stupen souvislosti alespon k.

Vrchol grafu nazyvame artikulaci, jestlize jeho odstranénim zvysSime pocet kom-
ponent souvislosti. Graf, ktery ma alesponn 3 vrcholy, je tedy vrcholové 2-souvisly,
neobsahuje-li Zadnou artikulaci.

4.4.3 Mengerova véta. Graf je vrcholové k-souvisly pravé tehdy, kdyZz pro
kazdé dva vrcholy z, y existuje k vrcholové disjunktnich cest z x do y, tj. takovych
cest, ze kromé vrcholu z, y nemaji spolec¢né vrcholy.

4.4.4 Véta. (Ford a Fulkerson 1956.) Graf je hranové k-souvisly préavé tehdy,
kdyz pro kazdé dva vrcholy x, y existuje k hranové disjunktnich cest z x do y, tj.
takovych cest, Ze rizné cesty nemaji zddnou spolec¢nou hranu.

4.4.5 Algoritmy pro stupné souvislosti. Vrcholovy a hranovy stupeii souvis-
losti grafu lze urcit pomoci tokl v sitich, viz. Pomoci tokt v sitich lze také
dokézat predchozi dvé véty. Pro zjistovani, zda dany graf je vrcholové 2-souvisly,
nebo vrcholové 3-souvisly, existuji specialni, velmi rychlé, ale komplikované algo-
ritmy.

4.4.6 Cviceni. Na zakladé vét a dokazte, ze vrcholovy stupen souvis-
losti je mensi nebo roven hranovému stupni souvislosti. Najdéte ptiklad, kdy neplati
rovnost.
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Kapitola 5

Pojmy zaloZené na
orientovanych cestach

5.1 Silna souvislost

5.1.1 Silna souvislost. Orientovany graf G nazyvame silné souvislym, jestlize
pro kazdou dvojici jeho vrcholi z, y existuje v GG orientovana cesta z x do y a také
zpét z y do x.

Silné souvislou komponentou grafu G (téz silnou komponentou nebo komponen-
tou silné souvislosti) nazyvame podgraf H grafu G, ktery je silné souvisly a ktery
je maximalni s touto vlastnosti, tj. neni ¢asti vétsiho silné souvislého podgrafu.

5.1.2 Priklad. Graf G na obr. mé Ctyfi silné souvislé komponenty Hi,
H,, Hs, H,. Podgraf indukovany mnozinou {1,2,3} je silné souvisly, ale neni
silné souvislou komponentou, nebot je ¢asti v&tsiho silné souvislého podgrafu Hj.
Vsimnéte si, ze graf G je souvisly, ale nikoli silné souvisly. Dale si vSimnéte, zZe
v komponenté H; sice kazda hrana lezi na néjakém cyklu, ale neexistuje cyklus,
ktery by prochazel pres vSechny vrcholy.

Hs

L — — — 4

H, H,

Hy

L — — — 4

Obrazek 5.1: Orientovany graf, jeho silné komponenty a kondenzace.
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5.1.3 Cviceni. Uvazujme néasledujici graf: Vrcholy grafu jsou jednotlivé pod-
minky 1,2,...,8 z véty [£.2.9] str. [61} Z vrcholu ¢ do vrcholu j vede hrana, kdyz
v dikaze véty je dokdzana implikace i = j. Rozhodnéte, zda tento graf je
silné souvisly. Totéz provedte s vétou [5.3.4] str. Nakreslete obrazky. Jaky je
smysl silné souvislosti a silné souvislych komponent v téchto prfipadech?

5.1.4 Vlastnosti silnych komponent. Na mnoziné vrcholi grafu G definujme
relaci ~ predpisem

T~y <= existuje orientovand cesta z x do y a také z y do =.

Velmi snadno lze ovéfit, ze takto definovana relace ~ je ekvivalenci (tj. je reflexivni,
symetricka a tranzitivni, viz|1.12.6)), a Ze tedy uréuje na mnoziné vrcholt rozklad na
t¥idy ekvivalence (viz rafy, které jsou indukovany témito t¥idami, jsou
komponentami silné souvislosti (nebot jsou to maximalni silné souvislé podgrafy).

Odtud okamzité plyne, ze kazdy vrchol grafu lezi v presné jedné komponenté
silné souvislosti.

5.1.5 Véta. Hrana e je obsazena v néjakém cyklu pravé tehdy, kdyz oba jeji
vrcholy (pocatedni i koncovy) lezi v téZe silné souvislé komponenté.

DUKAz: Vezméme libovolnou hranu e z vrcholu x do vrcholu y. Je-li = y, tvori
sama hrana e cyklus. Je-li  # y a lezi-li z, y v téZze silné souvislé komponenté,
existuje orientovand cesta z y do z. Tato cesta spolu s hranou e tvori cyklus.

Je-li naopak hrana e obsazena v cyklu, pak tato hrana tvoii orientovanou cestu
z x do y a ostatni hrany cyklu tvori orientovanou cestu z y do x. Oba vrcholy x, y
tedy lezi ve stejné silné souvislé komponenté. O

5.1.6 Dusledek. Graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz je (slabé) souvisly
a kdyz kazda jeho hrana lezi v néjakém cyklu.

5.1.7 Dusledek. Kazda silné souvisla komponenta, kterd obsahuje alespon dva
ruzné vrcholy, obsahuje cyklus.

5.1.8 Kondenzace. Kondenzace grafu G je prosty orientovany graf G’ bez
smycek takovy, ze plati:
1. Vrcholy grafu G’ jsou vSechny silné souvislé komponenty grafu G.

2. Vrcholy Hy, Hs (tj. silné souvislé komponenty grafu ) jsou v grafu G’ spojeny
hranou z H; do Hs préavé tehdy, kdyz H; # Hy a v grafu G existuje hrana
z nékterého vrcholu komponenty H; do nékterého vrcholu komponenty Hs.

5.1.9 Véta. Kondenzace orientovaného grafu neobsahuje zadny cyklus.

DUkAz: Kondenzace (podle definice) neobsahuje smycky. Kdyby kondenzace ob-
sahovala cyklus prochézejici alespont dvéma riznymi vrcholy (tj. silné souvislymi
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komponentami ptvodniho grafu), existoval by jiz v pivodnim grafu cyklus pro-
chazejici pres tyto komponenty. To by vSak bylo v rozporu s definici silné souvislé
komponenty. O

5.1.10 Dostupnost. Oznaéme (viz m str.

D/ (z) = mnozina vsech vrcholit orientované dostupnych v grafu G z vrcholu z,
D¢, () = mnozina vSech vrchold, z nichz je v grafu G orientované dostupny vrchol .

Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme misto D/, () a Dg (z) psat struénéji
Dt (z) a D™ (x). Dale zavedme matici dostupnosti D takto:

do — 1, jestlize vrchol v; je orientované dostupny z vrcholu v,
71 0 v ostatnich pfipadech.

V definici dostupnosti jsme samoziejmé mohli se stejnym vysledkem misto sledu
pouzit cestu.

Mnoziny D7 (x) lze snadno nalézt pomoci algoritmii pro prohledévéni grafu
uvedenych v kapitole str. Mnoziny D~ (z) lze nalézt pouzitim tychz algoritmu
na obraceny graf (graf, ktery ziskdme obracenim orientace vSech hran). Jinou
moznosti je upravit algoritmy prohledavéani tak, aby hledaly cesty ,proti sméru
hran“. Casové naroky jsou v obou piipadech O(m + n).

Matici dostupnosti lze sestrojit po fadcich m-nasobnym pouzitim nékterého
z téchto algoritmi v ¢ase O(n(m + n)). Elegantnéjsi postup s éasovym odhadem

O(n?) je zalozen nam str. E-, str. m, a_ str. _

5.1.11 Véta. Silné souvisla komponenta obsahujici vrchol z ma mnozinu vrchold
rovou D (z) N D~ (z).

DUKAZ Dbezprosttfedné vyplyva z a z definic mnozin Dt (z) a D™ (z). 0

5.1.12 Hledani silné souvislych komponent. Predchozi véta dava jednodu-
chy navod k sestrojeni silné souvislé komponenty, ktera obsahuje dany vrchol r.

Vsechny silné souvislé komponenty pak lze snadno sestrojit opakovanim to-
hoto postupu: zvolime vrchol, ktery nelezi v zadné dosud nalezené komponenté,
a najdeme silnou komponentu, ktera tento vrchol obsahuje. Vypocet konci, jsou-li
vSechny vrcholy zafazeny do komponent.

Tento primitivni postup vyzaduje ¢as O(k(m+n)), kde m je pocet hran, n pocet
vrcholii a k pocet silné souvislych komponent. V krajnim piipadé, napt. pro ,,témér
acyklicky* graf, to je O(mn). Proto uvedeme (bez dikazu) i podstatné rychlejsi
algoritmus, jehoZ ¢asovy odhad O(m + n) je linearni:

5.1.13 Tarjanuv algoritmus pro hledani silné souvislych komponent
uvedeme jako ukazku dumyslného postupu, ktery je zalozen na prohledavani grafu
do hloubky (viz str. . V podstaté jde o bézné prohledavani do hloubky,
v némz se vSak navic provadi pomocné operace vzdy pri pfichodu do nového vrcholu,
pfi zpracovani hrany a pfi navratu z vrcholu.
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Algoritmus pritazuje kazdému vrcholu x dvé ¢iselné hodnoty, budeme je znacit
Drs(z) a VzAD(z). Hodnoty DFs(z) jsou poradova ¢isla pridélovand v poradi,
v jakém byly vrcholy poprvé navstiveny

Hodnota VzAD(z) pfedstavuje ,zpétny odkaz*: bude rovna nejnizsimu porado-
vému ¢islu DFs(y) nékterého vrcholu y, ktery byl navstiven dfive nez = (tj. ma nizsi
DFs-éislo), je orientované dostupny z x po hranich diive pouzitych pro postup do
hloubky a po nejvyse jedné dalsi hrané a pfitom existuje vrchol z, lezici ve stejné
silné komponenté jako y a z néhoz je dostupny jak vrchol z, tak i vrchol y. Po-
kud takovy vrchol y neexistuje, bude VzaD(z) = Drs(z). Vypada to slozité, ale ve
skutecnosti je manipulace s ¢isly VZAD velmi jednoduché a spociva ve tfech vécech:

e Ptijdeme-li poprvé do vrcholu v, bude VzZAD(v) = DFs(v).

e Najdeme-li hranu, ktera vede z vrcholu v do vrcholu w, ktery jiz byl navstiven,
ale jesté neni zafazen do néjaké komponenty (tj. lezi v tzv. komponentovém
zésobniku, viz déale), pak, pokud DFs(w) < VzAD(v), snizime hodnotu na
VzAD(v) := DFs(w).

e Pii navratu z vrcholu w do vrcholu v kontrolujeme, zda VzAD(v) < VZAD(w),
a pokud neplati, snizime hodnotu na VZAD(v) := VzZAD(w).

Vtip algoritmu je v tom, %e VzAD(x) bude vzdy DFs-¢islem vrcholu ze stejné
silné souvislé komponenty jako z. Vzdy bude Vzap(z) < DFs(z), a pokud bude pfi
névratu z vrcholu x platit Vzap(z) < DFs(x), pak vrchol, do kterého se vracime,
bude ve stejné silné komponenté jako vrchol x.

Pro shromazdovani vrcholl, které patii do stejné komponenty, se v tomto
algoritmu pouziva zasobnik. Je tieba zdtraznit, Ze jde o zcela jiny (dalsi) zasobnik,
nez ktery se pouziva pfi hledani do hloubky pro zapamatovini navratt (viz|3.3.1
str. |b5)) a ktery je zde skryt v mechanismu volani rekurzivni procedury (viz|3.3.9
str. . Pro odliseni mu budeme fikat komponentovy zasobnik.

Kazdy vrchol bude na konec komponentového zasobniku zafazen ve chvili, kdy
bude poprvé navstiven, ale odstranéni ze zasobniku budeme provadét, teprve az
bude na konci zasobniku shroméazdéna celé silnd komponenta.

Lze dokazat, Ze silné komponenty se v komponentovém zasobniku nikdy nepro-
michaji mezi sebou. Vrchol z, ktery byl z celé komponenty navstiven jako prvni
(a m4 tedy nejnizsi DFs(z)), pozndme podle toho, Ze pro néj v okamziku navratu
z tohoto vrcholu plati VzaD(z) = Drs(z). Lze dokazat, ze vrchol x spolu s vrcholy,
které v této chvili jsou v komponentovém zdsobniku za nim, tvofi (celou) silné sou-
vislou komponentu obsahujici vrchol z. Celou komponentu tedy méme pékné po-
hromadé, mtzeme ji tedy zaznamenat a odstranime ji z komponentového zasobniku.

Proménnou ¢itac_vrcholid pouzijeme pro pridélovani ¢isel DFS a VZAD, proménna
citac_komponent slouzi k ¢islovani nalezenych komponent.

Hodnota KOMPONENTA(z) bude pro kazdy vrchol z nejprve rovna —1, po
zatazeni do komponentového zdsobniku bude KOMPONENTA(z) = 0 a kone¢né po

1Znaceni DFs(z) je odvozeno z anglického Depth First Search, coz znamené hledani do hloubky.
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odstranéni vrcholu x z komponentového zisobniku bude KOMPONENTA(z) rovna
kladnému potfadovému ¢islu silné komponenty, ktera vrchol = obsahuje.

program SilneKomponenty;

procedure HLEDEJ (v : vrchol);

begin
¢itac_vrcholi := c¢itac_vrcholi + 1;
DFs(v) := éitac_vrcholi; VZAD(v) := DFS(v);
zafad v do komponentového zdsobniku;
KOMPONENTA(v) := 0;
pro viechny nasledniky w € VT (v) proved

begin
if (KOMPONENTA (w) = —1) then
begin
{w je poprvé navstiveny vrchol}
HLEDEJ(w);

{po névratu z vrcholu w upravime hodnotu Vzap(v)}
VzAD(v) := min(VzAD(v), VZAD(w))
end
else if (KOMPONENTA (w) = 0) then
begin
{w je v komponentovém zasobniku}
VzaD(v) := min(VzAD(v), DFs(w));
end;
end;
{pfed ndvratem z vrcholu v testujeme hranici komponenty}
if (Vzap(v) = DFs(v)) then
begin
{v je prvym vrcholem silné komponenty v zésobniku}
¢itac_komponent := citac_komponent + 1;
repeat
vyjmi vrchol z komponentového zasobniku a oznac jej w;
KOMPONENTA (w) := ¢itac_komponent;
until w = v;
end;
end; {konec procedury HLEDEJ}

begin {vlastn{ prohledévani}
¢itac_vrcholi := 0; citac_komponent := 0;
pro vSechny vrcholy x proved KOMPONENTA(x) := —1;
pro vSechny vrcholy x proved
if (KOMPONENTA(z) = —1) then HLEDEJ(z);

end.

CASOVE NAROKY: O(n + m).
Dukaz spravnosti algoritmu i ¢asového odhadu lze najit v knize [AHU74].
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5.1.14 Priklad. Pouzijeme Tarjanuv algoritmus pro nalezeni silné souvislych
komponent v grafu s mnozinou vrcholt {1,...,11} a mnoZzinou hran:

(1,5) (3,9) (5,9) (7,2) (9,8) (10,6
(2,1) (4,6) (5,10) (7,11) (
(2,7) (5,4) (6,5) 811) (103

Naésledniky kazdého vrcholu budeme probirat ve vzristajicim poradi jejich ¢isel.

Pfi ruénim vypoctu je vhodné si graf béhem prohledévani kreslit tak, aby hrany
pouzité pro postup do hloubky byly co nejpfehlednéjsi (napt. zleva doprava a shora
dolti jako na obrézku. Cisla DFSs a VZAD zapisujte do obrazku. Nepoplefte ¢islo
x, kterym je vrchol pojmenovan, a hodnoty DFs(x) a VzAD(x). Na nasem obrazku
jsou hodnoty DFs(x) uvedeny jako exponent a hodnoty VzAD(x) jako index u ¢isla
vrcholu z.

Obrézek 5.2: K prikladu hledédni silné souvislych komponent [5.1.14] Vrcholy jsou

oznaceny podle schématu z¢, kde ¢ = DFs(z) a z = VzAD(x).

Postup vypoctu Tarjanovym algoritmem je tento:

— zjistujeme, ze KOMPONENTA(1) = —1, tj. vrchol 1 neni v Zz4dné komponentg;

— hledéani do hloubky proto zahajime ve vrcholu 1;

— postup do hloubky do vrcholt 1, 5, 4 a 6, pridélena poradova ¢isla 1, 2, 3, 4;

— po zpracovani hrany (6, 5) je VZAD(6) = DFs(5) = 2;

— néavrat z vrcholu 6 do vrcholu 4, VZAD(4) = VzAD(6) = 2;

— névrat z vrcholu 4 do vrcholu 5, komponentovy zasobnik obsahuje posloupnost
(1,5,4,6);

— postup do hloubky do vrchola 9, 8 a 11, pridélena poradova ¢isla 5, 6, 7,
komponentovy zasobnik obsahuje posloupnost (1,5,4,6,9,8,11);
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— po zpracovani hrany (11,8) je VzaD(11) = DFs(8) = 6;

— névrat z vrcholu 11 do vrcholu 8, VzZAD(8) = DFs(8) = 6;

— vrcholy 11 a 8 odebrany ze zasobniku a zafazeny do komponenty 1;

— navrat z vrcholu 8 do vrcholu 9;

— postup do hloubky do vrcholti 10 a 3, pridélena pofadova ¢isla 8 a 9, kompo-
nentovy zasobnik obsahuje posloupnost (1,5,4,6,9,10,3);

— po zpracovani hrany (3,9) je VzaD(3) = DFs(9) = 5;

— néavrat z vrchol 3 do vrcholu 10, VzZAD(10) = VzAD(3) = 5;

— po zpracovani hrany (10, 6) je VzAD(10) = DFs(6) = 4;

— ndvrat z vrchol 10 do vrcholu 9, VZAD(9) = 4;

— névrat z vrchol 9 do vrcholu 5, VzZAD(5) = DFs(5) = 2;

— zpracovanim hrany (5,10) se nic nezméni;

— vrcholy 3, 10, 9, 6, 4 a 5 odebrany ze zasobniku a zafazeny do komponenty 2;

— néavrat z vrcholu 5 do vrcholu 1, Vzap(1) = Drs(1) = 1;

— vrchol 1 odebran ze zésobniku a zafazen do komponenty 3;

— skoncilo prohledavani z vrcholu 1, pokracujeme v kontrole, zda kazdy vrchol
je v néjaké silné komponenté;

— nové hledani do hloubky zahajime z vrcholu 2;

— postup do hloubky do vrcholi 2 a 7, pfidélena poradova ¢isla 10 a 11,
komponentovy zasobnik obsahuje posloupnost (2,7);

— po zpracovani hrany (7,2) je VzAD(7) = DFs(2) = 10;

— zpracovanim hrany (7,11) se nic nezméni;

— vrcholy 2 a 7 odebrany ze zasobniku a zafazeny do komponenty 4;

— po néavratu z vrcholu 2 pokracujeme v kontrole, zda kazdy vrchol je v néjaké
silné komponenté. Vypocet tim konci.

5.1.15 Cviceni. Pouzijte Tarjantv algoritmus na graf z pfikladu [5.1.14] ale
zacnéte z jiného vrcholu a probirejte hrany v jiném poradi. Vysledné komponenty
budou samoziejmé stejné.

5.2 Acyklické grafy

5.2.1 Acyklicky graf. Acyklicky graf je orientovany graf, ktery neobsahuje
zadny cyklus (tedy ani smycku).

Podle je kazda kondenzace acyklickym grafem. Také naopak, kazda silné
souvisla komponenta acyklického grafu ma podle[5.1.7pouze jeden vrchol, acyklicky
graf je tedy sam svou kondenzaci.

5.2.2 Véta. Kazdy acyklicky graf G obsahuje alespon jeden vrchol z, pro ktery
d*(x) = 0, a alesponi jeden vrchol y, pro ktery d~ (y) = 0.

DUkAzZ: Kdyby pro vsechny vrcholy platilo d*(z) > 0, existovaly by v grafu
orientované sledy o libovolné délce. Totiz z libovolného vrcholu vychazi alespon
jedna hrana, oznac¢me ji napf. ey, z jejiho koncového vrcholu vychéazi dalsi hrana es,
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z jejiho koncového vrcholu vychézi dalsi hrana es atd. Ve sledu delsim nez |V (G)| se
oviem musi opakovat vrcholy. Usek takového sledu mezi dvéma nejblizsimi vyskyty
téhoz vrcholu by vsak byl cyklem. To v acyklickém grafu neni mozné. Proto musi
existovat vrchol z, pro ktery d*(z) = 0.

Dikaz pro d~ (y) je zcela analogicky. O

5.2.3 Topologické usporadani vrcholia a hran. Topologické usporaddani vr-
choli grafu G je takova posloupnost vy, vs,...,v, vSech vrchola grafu, ze kdykoli
vede orientovand hrana z v; do vj, plati ¢ < j. Jinymi slovy: po¢ate¢ni vrchol hrany
je v topologickém usporadani uveden vzdy dfive nez koncovy vrchol téze hrany.

Topologicke usporaddni hran grafu G je takova posloupnost vSech hran grafu
€1,€2,...,6m, ze kdykoli Kv(e;) = Pv(e;), plati ¢ < j. Jinymi slovy: pro kazdy
vrchol v plati, Ze viechny hrany z E~(v) pfedchazeji viem hrandm z E*(v).

Je zfejmé, Ze existuje-li topologické uspofddani vrcholi nebo hran, graf je
acyklicky. Dokazeme, Ze také naopak v kazdém acyklickém grafu existuje topologické
usporadani vrcholt i hran.

Casto se také mluvi o topologickém ocislovdini vrcholt nebo hran. Je to ohod-
noceni (vrcholtt nebo hran) souvislou vzestupnou posloupnosti pfirozenych ¢isel
1,2,3,... v poradi, které je dano topologickym usporadanim. Sefadime-li tedy vr-
choly (hrany) vzestupné podle topologickych éisel, dostaneme topologické uspora-
dani. Algoritmy, které hledaji topologické usporadani, ¢asto poskytuji sviij vysledek
ve formeé topologického ocislovani.

5.2.4 Aplikace topologickych usporadani. Piedstavte si, Ze mate vykonat
n&jakou mnozinu éinnosti. Cinnosti musite vykonat jednu po druhé, tj. nemtizete
nebo nesmite délat vice ¢innosti najednou a vykonavani zadné cinnosti nesmi
byt preruseno jinou ¢innosti. Vykonani né€kterych cinnosti je navic podminéno
dokoncenim nékterych jinych ¢innosti. Napriklad ponozku na levou nohu je tieba
obout pfed obutim levé boty a zaklady domu se délaji dfive nez zdi. Hledate
pripustné poradi, ve kterém lze vykonat vSechny ¢innosti.

Cinnosti mtizeme pokladat za vrcholy grafu a podminky za jeho hrany: je-li
¢innost j podminéna dokoncenim ¢innosti 4, bude v grafu hrana z vrcholu 7 do
vrcholu j. VSechna pripustnd poradi ¢innosti pak vzajemné jednoznacné odpovidaji
vsem topologickym uspotradanim vrcholi.

Mimochodem, srovnejte tuto aplikaci se sitovymi grafy str. a najdéte
podstatné odlisnosti obou uloh.

Dalsi (a vyznamné) pouziti topologickych uspofddani je v algoritmech, které
pracuji s acyklickymi grafy. Nékteré algoritmy se vyrazné zrychli nebo zjednodusi,
pokud néjaky dil¢i vypocet provadime pro vSechny vrcholy v poradi podle topolo-
gického usporadani vrchold nebo pro vSechny hrany v potradi podle topologického
uspofddani hran. Pfikladem je vypocet sitového grafu hledani jadra acyklic-
kého grafu [5.5.4] nebo hledani nejkratsich cest v acyklickych grafech

5.2.5 Cviceni. Topologické usporadani vrchola ¢asto neni uréeno jednoznacné.
Najdeéte priklad grafu, ktery ma jen jedno topologické usporadéani vrcholi. Najdéte
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nutnou a postacujici podminku, aby acyklicky graf mél jen jedno topologické
uspotradani vrcholu.

Topologické usporadani hran také zpravidla neni uréeno jednoznac¢né. Najdéte
priklad grafu, ktery mé jen jedno topologické usporadani hran. Najdéte nutnou
a postacujici podminku, aby acyklicky graf mél jen jedno topologické usporadani
hran.

5.2.6 Véta (vlastnosti acyklickych grafi). Necht G je orientovany graf. Pak
nésledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. G je acyklicky.

2. G nemé smycky a kazda jeho silnd komponenta ma jen jeden vrchol.
3. Existuje topologické usporadani vrcholi grafu G.

4. Existuje topologické usporddani hran grafu G.

DUKAzZ: 1< 2: Vyplyvd z vét str. [70] a[5.1.9] str. [70]

3=1a4=1: Existence cyklu by byla v rozporu s topologickym uspoiradanim
vrcholi i s topologickym uspofadanim hran.

1=3al=4: Dtkaz plyne z véty a z algoritmu ktery, je-li graf
acyklicky, obé topologicka usporadani nalezne. O

5.2.7 Algoritmus pro topologické uspofadéani. Obé posloupnosti (vrchola
i hran) budeme vytvaret soucasné.

Jako v; vybereme vrchol, do kterého nevede zadna hrana (viz . Vrchol vq
a vSechny hrany z néj vychézejici z grafu odstranime a zafadime je do pfislusnych
posloupnosti (vrchol k vrcholiim, hrany k hrandm). Zbyvajici graf je opét acyklicky,
existuje v ném tedy opét vrchol s nulovym vstupnim stupném, oznacme jej vo.
Tento vrchol a vSechny hrany z néj vychazejici opét z grafu odstranime a zafadime
do posloupnosti. Takto postupujeme, dokud nejsou usporadany vsechny vrcholy
a hrany.

Nechceme-li graf béhem vypoctu ménit (coz obvykle nechceme), miZzeme se na
vyse popsany postup divat i tak, Ze pro zafazeni do posloupnosti vybirame vzdy
vrchol, jehoz v§ichni pfedchidci jsou jiz do posloupnosti zarazeni.

Pro vypocet na pocitaci se uvedeny postup zpravidla dale upravuje tak, aby
vybér dalsiho zafazovaného vrcholu byl co nejrychlejsi. Pro kazdy vrchol x udrzu-
jeme ¢islo C'(z) rovné poétu hran, které do = vedou z vrcholtl, které nejsou dosud
zafazeny. Hodnoty C(z) se postupné snizuji a ty vrcholy, u nichz bylo takto do-
sazeno nuly, uchovavame ve zvlastnim seznamu M jako kandidaty na zafazeni do
posloupnosti.

ALGORITMUS:

1. [Vgpodet vstupnich stupnid.| Pro viechny vrcholy z € V(G) polozime C(z) :=
:= 0. Pro vSechny hrany e € E(G) provedeme C(Kv(e)) := C(Kv(e)) + 1.

2. [Inicializace mnoziny M.] Do mnoziny M vlozime vSechny vrcholy z takové,
ze C(x) =0.
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3. [Vybér vrcholu.] Je-li M = (0, vypocet kondi. Je-li M # @), odstranime z M
néktery vrchol, oznacime jej x a zafadime jej na konec posloupnosti vrcholi.

4. [Zpracovdni hran vychdzejicich z vrcholu z.] Pro kazdou hranu e € E*(x)
provedeme krok 4a a pak pokracujeme krokem 3.

da. [Zpracovdni hrany e.] Zafadime hranu e na konec posloupnosti hran,
ozna¢ime y := Kv(e) a polozime C(y) := C(y) — 1. Jestlize nyni plati
C(y) = 0, zafadime vrchol y do mnoziny M.

CasovE NAROKY: O(m + n), kde n je pocet vrcholi a m podet hran.

PozNAMKA: Pozadujeme-li vysledek ve formé topologickych o¢islovani vrcholl
a hran, sta¢i pfi zafazovani (nebo namisto zafazovéni) vrcholu nebo hrany do
prislusné posloupnosti pfifadit vrcholu nebo hrané vzdy dalsi pfirozené ¢islo. Jsou
k tomu potrebné dva citace, jeden pro ¢isla vrcholt a jeden pro ¢isla hran.

5.2.8 Véta. Jsou-li po zastaveni algoritmu [5.2.7] zafazeny do posloupnosti vr-
cholti vSechny vrcholy, jsou obé vytvofené posloupnosti (vrcholt i hran) topologic-
kym uspofadanim.

Nejsou-li po zastaveni algoritmu |5.2.7] zafazeny do posloupnosti vrchold vSechny
vrcholy, graf neni acyklicky.

DUKAzZ: Béhem prace algoritmu vzdy tésné pred vykonanim kroku 3 a tésné po
vykonani kroku 4 plati:

C(z) = pocet hran, které do = vedou z vrcholfi, které dosud nejsou zafazeny do
posloupnosti vrcholt,

M = mnozina v8ech vrcholli, pro které plati C'(x) = 0 a které dosud nejsou
zafazeny do posloupnosti vrchold.

Ve chvili, kdy je vrchol z zafazovan do posloupnosti vrcholt, je C(x) = 0, vSichni
predchtdci vrcholu z jsou jiz tedy do posloupnosti zarazeni.

Ve chvili, kdy je zafazovana hrana e do posloupnosti hran, pro jeji pocatecni
vrchol z plati C(x) = 0. VSechny hrany z EF~(z) jiz tedy byly zpracovany v kroku
4a, a byly tudiz zafazeny do posloupnosti hran.

Pokud by algoritmus nezafadil vSechny vrcholy a pfesto by doslo k vyprazdnéni
mnoziny M, pak by v podgrafu indukovaném nezafazenymi vrcholy mély vSechny
vrcholy kladny vstupni stupein C(z). Tento podgraf by tedy podle véty
obsahoval cyklus, tudiz by ani ptivodni graf nebyl acyklicky. Algoritmus tedy zafadi
vsechny vrcholy, a tedy i vSsechny hrany. O

5.2.9 Topologické usporadani hledanim do hloubky. P#i prohleddvani
grafu do hloubky jsou navraty z vrcholt (tj. krok 5 algoritmu [3.3.1)) provadény
v poradi, které je obracenim topologického usporadani vrcholi.
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5.2.10 Cviceni. Pouzijte oba algoritmy[5.2.7]i[5.2.9 k topologickému uspofadani
vrcholii grafu z obr. [5.3] Najdéte vSechna topologickd uspofadani vrcholii. Pozor:
to, co je napsano u vrcholti, jsou jména vrcholi, nikoli topologické ocislovani.

2 4 7

3 6 8

Obrazek 5.3: Acyklicky graf.

5.2.11 Cviceni. Predstavte si, ze znate topologické usporadani vrchola. Navrh-
néte jednoduchy zptisob, jak z néj ziskat topologické usporadani hran. Navrhnéte
i opaény postup (z topologického uspofadani hran topologické usporddani vrchold).

5.2.12 Topologické usporadani a korenové stromy. Kazdy kofenovy strom
je acyklickym grafem. Poradi vrcholi preorder definované v [1.7.2] str. je spe-
cidlnim pfipadem topologického usporadani vrcholt. Podobné potradi postorder je
obracenym topologickym uspofaddanim vrcholii. Srovnejte algoritmy str.

s algoritmem [5.2.9]
5.3 Koren a korenovy strom
5.3.1 Koten grafu. Vrchol z € V(G)| je kofen grafu G, jestlize D' (z) = V(G),

tj. jestlize kazdy vrchol grafu G je orientované dostupny z vrcholu x.
Graf na obr. m4 tii kofeny a, b, c.

o< o 3o >0
a b c
Obrazek 5.4: Graf se tfemi kofeny.

Poznamenejme, ze graf je silné souvisly pravé tehdy, kdyz kazdy jeho vrchol je
jeho kofenem. Mnozina vSech kofeni tvori vzdy silné souvislou komponentu.

5.3.2 Korfenovy strom. Pfipometime, ze v [I.7.1] str. [2I] jsme definovali kote-
novy strom jako orientovany graf, v némz existuje vyznacny vrchol r, tzv. korten,
takovy, Zze do korene nevede zadna hrana, do kazdého jiného vrcholu vede pfesné
jedna hrana a navic jsou vSechny vrcholy z kofene r orientované dostupné.

Ve vété[5.3.4lukazeme, zZe kofenovy strom jsme mohli také ekvivalentné definovat
jako graf, ktery je stromem a ma kofen.
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5.3.3 Véta. V kazdém orientovaném grafu, ktery ma koren, existuje faktor, ktery
je kofenovym stromem.

DUKAz: Vezméme kofen grafu jako vychozi vrchol a pouzijme néktery z algoritmil
pro prohledavani graft z kapitoly [3| s iipravou Hrany obsazené v hodnotach
ODKUD tvori kofenovy strom. (Srovnejte s ditkazem tvrzeni [4.2.11] str. [62]) O

5.3.4 Véta. Necht G je orientovany graf s n vrcholy, n > 1. Potom nésledujici
podminky jsou ekvivalentni:

1. G ma kofen a je stromem.

2. G ma kofen = a do kazdého vrcholu vede presné jeden orientovany sled z x
(tj. z = do x vede pouze trividlni sled).

3. G ma kofen a po odstranéni libovolné hrany jiz kofen nema.

4. G mé kofen z takovy, Ze d~(x) = 0 a pro kazdy jiny vrchol y # x plati
d=(z) =1.

5. G neobsahuje cyklus a obsahuje vrchol z takovy, ze d~(x) = 0 a pro kazdy
vrchol y # z plati d~ (y) = 1.

6. G mé koren a neobsahuje kruznici.

7. G ma kofen a ma nejvyse n — 1 hran.

DUKAz: Dtikaz se do znaéné miry opird o analogickou vétu [4.2.9] str. ktera
charakterizuje stromy.

1= 2: 7 vlastnosti kofene grafu plyne, Ze do kazdého vrcholu z néj vede
alespon jeden orientovany sled. Kdyby tam vedly dva rtazné sledy, bylo by mozno
z nich vybrat kruznici (po jednom sledu vpfed, po druhém vzad, popt. ¢ast sledu,
ktera je cyklem). To by ale byl spor s pfedpokladem, Ze graf G je strom.

2 =-3: Vezméme libovolnou hranu e. Do jejiho pocatec¢niho vrcholu u vede
presné jeden sled z kofene grafu, do jejiho koncového vrcholu v také. To znamené,
ze onen jediny sled do vrcholu v obsahuje hranu e, jinak by existovaly sledy dva.
Po odstranéni hrany e jiz proto neexistuje zadny sled z kotene grafu do vrcholu v.

3 =4: 7 existence kofene plyne d~(y) > 1 pro y # x. Kdyby pro néjaky
vrchol y bylo d~ (y) > 1, existovaly by alespoii dvé hrany koncici v y. Ponévadz do
jejich pocatecnich vrcholt vedou sledy z kofene x, vrchol x by ztistal kofenem i po
odstranéni nékteré z hran koncicich v y. Tim je dokédzéno, ze d~ (y) = 1 pro vSechna
y # x. Kdyby néjaka hrana koncila v kofeni x, bylo by ji mozno odstranit, aniz by
vrchol x pfestal byt kofenem. Z toho plyne, ze d—(x) = 0.

4 =5: 7 existence kofene plyne (slabd) souvislost. Z vlastnosti vstupnich
stupnt plyne, ze graf G méa presné n—1 hran. G je tedy stromem, a proto neobsahuje
kruznici. Nemuze tedy obsahovat ani cyklus.

5= 6: Vyjdéme z libovolného vrcholu y # x a prochdzejme grafem proti sméru
hran. Z kazdého vrcholu z # & miZeme pokracovat pouze jednim zptisobem, nebot
d=(z) = 1. Zadnym vrcholem nemtizeme projit dvakrat, nebof graf neobsahuje
cyklus. Nase cesta tedy konéi ve vrcholu z, pro ktery plati d~(z) = 0. Vrchol z je
tedy kofenem grafu G.
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6 = 7: Z existence kofene plyne (slabd) souvislost, proto graf G je stromem,
a obsahuje tedy pfesné n — 1 hran.
7= 1: Z existence kofene plyne (slaba) souvislost, graf G je tedy stromem. O

5.3.5 Cvic¢eni. Bylo by mozné ptidat k vété nasledujici tfi tvrzeni?

8. G je souvisly a obsahuje vrchol z takovy, Ze d~(z) = 0 a pro kazdy vrchol
y # x plati d~ (y) = 1.
9. G neobsahuje kruznici a obsahuje vrchol z takovy, ze d~ (z) = 0 a pro kazdy
vrchol y # x plati d™ (y) = 1.
10. G mé koren a neobsahuje cyklus.

Jinak Feceno, jsou i tato tii tvrzeni ekvivalentni s tim, ze graf G je kofenovym
stromem?

5.4 Tranzitivni uzavér a redukce

Prosty graf mtizeme poklddat za mnozinu s binérni relaci (viz[1.3.5} str.[17} a|l.12.4
str. . Neékteré uziteéné vlastnosti prostych grafi proto muZeme s vyhodou

studovat pomoci relaci. Vsechny grafy, o nichz bude fe¢ v tomto oddile, budou
orientované a prosté.

5.4.1 Tranzitivni graf, tranzitivni uzavér. Prosty graf G = (V, R) je tranzi-
tivni, jestlize relace R je tranzitivni, tj. jestlize ((x,y) € R & (y,2) € R) = (z,z) €
€ R. Graf je reflexivni, jestlize relace R je reflexivni, tj. jestlize graf obsahuje vSechny
smycky.

Tranzitivni uzdaveér grafu G je nejmensi tranzitivni graf, ktery obsahuje G jako
svilj podgraf. Znaéime jej GT.

Tranzitivni o reflexivni uzdver grafu G je nejmensi graf, ktery je reflexivni
a tranzitivni a ktery obsahuje graf G jako sviij podgraf. Znacime jej G*.

G GT
Obrézek 5.5: Orientovany graf a jeho tranzitivni uzavér.

Na obr. je nakreslen graf G a jeho tranzitivni uzdvér GT. Tranzitivni
a reflexivni uzévér G* bychom z grafu G dostali pfiddnfm smycky ve vrcholu x.

Je ziejmé, Ze tranzitivni i tranzitivni a reflexivni uzdvér existuje ke kazdému
grafu — sta¢i pfridat hrany, které jsou nutné pro splnéni tranzitivity a pripadné
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reflexivity. Tento postup je sice hodné neefektivni, ale je z néj patrné, ze kazdy graf
je faktorem svého tranzitivniho i tranzitivniho a reflexivniho uzavéru.

N

Nésledujici véta shrnuje nejzajimavéjsi vlastnosti tranzitivniho uzavéru.

5.4.2 Véta (vlastnosti tranzitivniho uzavéru). Necht G, H jsou prosté
grafy. Pak plati:

1. V grafu G* vede hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j pravé tehdy, kdyz v grafu G
existuje sled z i do j.

2. V grafu G* vede hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j pravé tehdy, kdyz v grafu G
existuje netrivialni sled z ¢ do j.

3. Matice sousednosti grafu G* je rovna matici dostupnosti grafu G (viz[5.1.10
str. .

4. Plati (G*)* = G*, (G+)* = G*.

5. Jestlize G je podgrafem grafu H, pak také GT je podgrafem H' a G* je
podgrafem H*.

DUkAZ: Tvrzeni 3, 4 a 5 vyplyvaji okamZité z tvrzeni 1 a 2. DokdZeme pouze
tvrzeni 2, tvrzeni 1 se dokazuje podobné.

Uvazujme graf G’ definovany takto: graf G’ m4 stejnou mnozinu vrcholt jako
graf G, tj. V(G') = V(G), a v grafu G’ vede orientovand hrana z vrcholu i do
vrcholu j pravé tehdy, kdyz v puvodnim grafu G vede netrivialni orientovany sled
z i do j. UkdZeme, Ze plati G+ = G'.

Je ziejmé, Ze graf G’ je tranzitivni: Existuji-li sledy z i do j a z j do k, pak
existuje také sled z i do k. Tedy G’ obsahuje graf Gt (nebot G je nejmensi
tranzitivni). Zbyva dokazat, ze také GT obsahuje G’, tj. kazd4 hrana z G’ lez
také v GT: Nechf (z,y) je hrana lezZici v G’. Pak v G existuje sled prochdzejici
vrcholy & = vg,v1,v2,...,vr = y. Pak ale v G musi byt diky tranzitivité obsazeny
hrany (vo,v1), (vo, U2)7 (va v3), .- -, (vo, vk?) = (z,9). U

5.4.3 Hledani tranzitivniho a reflexivniho uzavéru spodiva ve zjistovani
orientované dostupnosti. V grafu o n vrcholech to lze udélat bud n-ndsobnym
prohleddnim grafu v ¢ase O(n(m + n)), nebo podle str. a algoritmem
v ¢ase O(n?).

5.4.4 Tranzitivni redukce. Tranzitivni redukce grafu G je minimalni podgraf
grafu G, ktery ma stejny tranzitivni uzavér jako graf G.
Jinymi slovy: Graf H je tranzitivni redukci grafu G, jestlize:

1. H je podgrafem G.
2. HY = G+.
3. Je-li H' podgrafem grafu H a H # H', pak H' jiz nespliiuje podminku 2.
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Na obr. [5.6]jsou nakresleny dva grafy Hy, Hs, z nichZ kazdy je tranzitivni redukci
grafu G z obr. 5.5
Je zfejmé, zZe tranzitivni redukce neni vzdy urcena jednoznacné.

H, Hy
Obrazek 5.6: Dvé rizné tranzitivni redukee grafu G z obr. [5.5]

Snadno lze nahlédnout, Ze tranzitivni redukce existuje (alespon jedna) pro kazdy
graf a Ze tranzitivni redukce je vzdy faktorem puvodniho grafu.

5.4.5 Cviceni. Najdéte graf, ktery ma dvé rtzné tranzitivni redukce s rtiznym
poétem hran. (Navod: sta¢i t¥i vrcholy.)

5.4.6 Hledani tranzitivni redukce. Nejprve popiseme velmi jednoduchy po-
stup. Probirdme postupné vSechny hrany grafu G. Pro kazdou hranu e = (z,y)
zjistime, zda vrchol y je orientované dostupny z vrcholu z po hranach z mnoziny
R\ {e}, tj. bez pouziti hrany e. Pokud je dostupny, hranu e z grafu odstranime,
nebot i bez ni bude mit graf stejny tranzitivni uzavér. Pokud dostupny neni, pak
naopak hranu e vynechat nelze, nebot bez ni by byl tranzitivni uzavér jiny (mensi).
Vysledkem tohoto postupu je jisté tranzitivni redukce, nebot v grafu zustaly pouze
hrany, které nelze odstranit, aniz by se zménila relace dostupnosti. Tento piimo-
Cary postup vyzaduje ¢as O(m(m + n)), kde n je pocet vrcholit a m je pocet
hran.

Hledani tranzitivni redukce lze urychlit nékolika triky:

V daném grafu G najdeme silné souvislé komponenty a nejprve se postarame
o hrany, které vedou mezi silnymi komponentami. Sestrojime kondenzaci K grafu
G a najdeme tranzitivni redukci S této kondenzace. Kondenzace K je zpravidla
mensi nez puvodni graf a navic je acyklickd. K hledani tranzitivni redukce S lze
pouzit vyse popsany jednoduchy postup, rychlejsi algoritmus pro acyklické grafy
popiseme déle v Pokud v grafu S mezi silnymi komponentami H;, H, vede
hrana, pak v pivodnim grafu G ponechame ze vSech hran mezi H;, Hs jen jednu
(kteroukoli), ostatni odstranime, nebot se tim nezméni relace dostupnosti. Pokud
v grafu S mezi komponentami Hy, Hy Zaddna hrana nevede, pak v puvofnim grafu
G odstranime dokonce vSechny hrany mezi komponentami Hy, Hs a to opét proto,
7e jejich odstranénim se nezméni relace dostupnosti.

Déle se budeme zabyvat kazdou silnou komponentou zvlast. Na komponentu po-
uZijeme Tarjanfiv algoritmus Z hran uvnitf komponenty ponechame vSechny
hrany, které byly v Tarjanové algoritmu pouzity pro postup do hloubky, a z ostat-
nich hran pak pro kazdy vrchol x ponechdme jen tu hranu, kterd z néj vede do
vrcholu s nejnizsim ¢islem DFs. Ostatni hrany odstranime. Takto redukovana kom-
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ponenta bude mit nejvyse 2n — 2 hran, ma-li n vrchold, ale bude stéle silné souvisla
(nebot kdybychom znovu pouzili Tarjantv algoritmus, vypocetl by tytéz hodnoty
Drs a VzaD). Nyni tedy stac¢i provést vyse popsany test dostupnosti pro hrany
z takto redukované komponenty. Celkovy ¢asovy odhad je O(n(m + n)).

5.4.7 Véta. Prosty acyklicky graf ma vzdy jen jednu tranzitivni redukci.

DUKAz provedeme sporem: Nechf graf G = (V,R) méd dvé riizné tranzitivni
redukce G1 = (V, Ry), G2 = (V, R2). UkdZeme, Ze je to ve sporu s acykli¢nosti.

Vezméme néjaké topologické ocislovani vrcholt grafu. Ponévadz G; # Ga,
existuje hrana, kterd je obsazena pouze v jedné z obou redukci G1, G2. Mezi vSemi
takovymi hranami vybereme tu, jejiz vrcholy maji nejmensi rozdil topologickych
C¢isel. Oznacme ji e. Pfedpoklddejme, ze e € Ry \ Re (kdyby naopak e € Ry \ Ry,
byl by dikaz podobny). Ponévadz vrchol Kv(e) je diky hrané e dostupny z Pv(e)
v grafech G a G1, musi byt dostupny i v grafu Go. V G5 tedy existuje orientovana
cesta C' z vrcholu Pv(e) do vrcholu Kv(e), kterd ma alesponi dvé hrany. Kazda
hrana z této cesty ma rozdil ¢isel v topologickém usporadani ostfe mensi nez hrana
e. VSechny hrany cesty C nemohou lezet sou¢asné v Ry i v Ry, nebot jinak by graf
G1 nebyl redukei (bylo by mozné vytadit hranu e). Tedy nékterd z hran cesty C
lezi v G2, ale nikoli v G1, pfitom vSak mé mensi rozdil ¢isel nez hrana e, coz je spor
s volbou hrany e.

Acyklicky graf tedy nemutze mit dvé rizné tranzitivni redukce. O

5.4.8 Véta. Maji-li dva acyklické grafy tyz tranzitivni uzavér, maji také tutéz
tranzitivni redukci.

DUKAZ: Vezméme libovolny acyklicky graf G a jeho tranzitivni uzdvér GT. Tran-
zitivni redukce obou téchto grafii jsou definovany stejné: minimalni podgraf, jehoz
tranzitivni uzavér je roven grafu G*. Z véty pak plyne, %e oba grafy G i G
maji stejnou tranzitivni redukeci.

Mame-li tedy dva acyklické grafy G, H, které maji stejny tranzitivni uzaveér
GT = HT, pak vechny tfi grafy, totiz G, G+ = HT a H, maji stejnou tranzitivni
redukci. O

5.4.9 Hledani tranzitivni redukce acyklického grafu. Predchozi véty [5.4.7]
a [5.4-8] umoznuji hledat tranzitivni redukci acyklického grafu trochu efektivnéji,
nez jsme uvedli v Rozhodnuti, zda nékterou hranu muizeme ¢i nemtzeme
vynechat (aniz bychom narusili dostupnost), totiz nezalezi na tom, které hrany jiz
byly vynechany diive. Mizeme tedy postupovat napf. takto

Pro kazdy vrchol z nalezneme mnoZiny D~ (z) a D* () (viz[5.1.10)) a vymazeme
v8echny hrany, které zac¢inaji v D~ (x) \ {z} a konéi v D+( )\ {a:

Tento postup vyzaduje ¢as O(n(m+n)). V knize [Plesnik83| je uveden rychlejsi
algoritmus s ¢asovym odhadem O(nmpg + m), kde mp je pocet hran v tranzitivni
redukci.
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5.5 Jadro grafu a hry

5.5.1 Jadro grafu je mnoZina vrcholit K takova, Ze plati VT (K)NK = ) a také
KUV—(K)=V(G).

Jinymi slovy, z jadra vedou hrany pouze mimo jadro a kazdy vrchol grafu bud
sam lezi v jadru, nebo z néj vede alesponl jedna hrana do jadra.

5.5.2 Hra dvou hracid, kterd méa koneény pocet stavil a v niz se hraci st¥idaji
v tazich, mize byt modelovana grafem. Vrcholy odpovidaji stavim hry, hrany
predstavuji pfipustné tahy, tj. zmény stavi. Prubéh hry odpovida sledu, ve kterém
jeden hrac volil vzdy liché a druhy hra¢ sudé hrany. Jestlize hra¢ nemuze tahnout,
tj. jestlize z prislusného vrcholu nevychazi zadna hrana, pak tento hra¢ prohral.
Obsahuje-li graf cyklus, hra nemusi nikdy skondit.

Kazdého hrace jisté napadla otazka, jak hrat, aby zarucené neprohral. Pokud
graf hry ma jadro, lze neprohravajici strategii vyjadrit vétou: ,tahni do jadra“.

Pokud se vdm podafi svym tahem dostat do nékterého vrcholu jadra, pak sice
nelze zaruCit, ze vyhrajete, ale lze zarucit, ze neprohrajete. Pokud totiz souper
viibec mize tahnout, jeho tah povede ven z jadra. Vy pak mizete tahnout, a to
dokonce zpét do jadra. Jinak Feceno, at soupet udéla cokoli, vy budete moci ve hie
pokracovat, a to zptisobem, ktery vam zachova ,zaruku dalsiho tahu“.

5.5.3 Priklad. Na hromaéadce je 15 zapalek. Dva hraci se st¥idaji v tazich, tah
spociva v odebrani 1-3 zapalek. Kdo nemtize tahnout, tj. kdo uz nema co odebrat,
prohral. Graf této hry je na obr. kde jadro grafu je vyznaceno plnymi teckami.

\
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Obréazek 5.7: Graf hry z prikladu

5.5.4 Hledani jadra. Ne kazdy orientovany graf ma jadro. Pfikladem je graf
o tfech vrcholech a tfech hranéch, které tvoii cyklus. Naopak nékteré grafy maji
jader nékolik. Ptikladem je graf o ¢tyfech vrcholech a ¢tyfech hranach, které tvori
cyklus. V plné obecnosti je tloha najit jadro dokonce NP-tézka. V fadé specialnich
pripadi vSak je existence jadra zarucena a mnohdy lze jadro i snadno sestrojit.

Kazdy acyklicky graf ma pfesné jedno jidro. Lze je sestrojit tak, ze probirdme
vrcholy v obraceném topologickém poradi: vrchol x zafadime do jadra pravé tehdy,
kdyz zadny jeho naslednik do jadra zafazen nebyl. Takto lze jadro sestrojit v Case
O(m +n).

Také kazdy orientovany graf, ktery neobsahuje cyklus liché délky, ma jadro.
Dikaz i s ndvodem k hledéni jadra lze najit v knize [Plesnik83|. Dalsi podrobnosti
o hréch a jadrech lze najit v knihach [Berge73| [Berge58].
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5.5.5 Cviceni. Ve hie z ptikladu zménme pravidla: prohrava hrac, ktery
odebere posledni zapalku. Graf této tlohy je jisté acyklicky, ma tedy jadro. Nakres-
lete tento graf a jadro najdéte.
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Kapitola 6

Nejkratsi cesty

Ulohy o nejkratsich cestach patii k nejcéastéji aplikovanym tloham teorie grafil.

6.1 Typy tloh a zakladni fakta

6.1.1 Ulohy o nejkratSich cestach. M¢jme orientovany graf G, jehoz kazda
hrana e € F(G) je ohodnocena redlnym ¢islem a(e), které nazjyvame délkou hrany.
Délka cesty je soucet délek jednotlivych hran tvoficich cestu (viz str. .
Jsou-li z, y dva vrcholy grafu, pak wvzddlenost u(x,y) z vrcholu = do vrcholu y
definujeme jako délku nejkratsi cesty z x do y, pokud vibec néjaka cesta z = do y
existuje. Jestlize neexistuje, definujeme vzdalenost u(x,y) = co.

Ukolem je najit nejkratsi orientovanou cestu (popft. vzdalenost):

a) z daného vychoziho vrcholu do daného cilového vrcholu,
b) z daného vychoziho vrcholu do kazdého vrcholu grafu,
¢) z kazdého vrcholu do daného cilového vrcholu,

d) mezi vSemi uspofaddanymi dvojicemi vrcholi.

Déle se budeme zabyvat pouze fesenim tiloh b) a d). Ulohu c) lze snadno pievést
na tilohu b) obracenim orientace hran (nebo jednoduchou tipravou algoritmu). Uloha
a) byva feSena pomoci algoritmii uréenych pro tilohy b), ¢) nebo d), postup, ktery by
byl obecné vyhodnéjsi, neni znam. Nékteré algoritmy (a to jen v nékterych typech
grafil) jsou vSak schopny rozpoznat moznost korektniho ukonceni vypoétu ve chvili,
kdy je vypoctena definitivni hodnota pro cilovy vrchol. Na tuto moznost déale v textu
vzdy upozornime (viz a .

Ve vSech zminénych tlohach pfipoustime i zaporné délky hran. Neni to takovy
nesmysl, jak to na prvy pohled vypada. V roli délek hran totiz mohou vystupovat
napiiklad naklady na priichod hranou. Zaporné délka pak odpovida situaci, kdy za
prichod hranou dostaneme naopak zaplaceno, viz str. Je ovsem pravdou,
ze ulohy, kde délky hran jsou nezaporné, jsou v praxi castéjsi a jejich feseni je o néco

snazsi (viz str. (L02]).
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Obtiznost tlohy o nejkratsich cestach podstatné zavisi na tom, zda graf obsahuje
cyklus se zapornou délkou. V této kapitole se prevazné budeme zabyvat pripadem,
kdy v grafu cyklus se zapornou délkou neni a kdy je FeSeni relativné snadné (existuji
pro né polynomidlni algoritmy). Pokud v grafu cyklus se zapornou délkou existuje, je
obecné tloha o nejkratsich cestach NP-tézka. Zjistovanim cykli se zapornou délkou
se budeme zabyvat v

Hledame-li nejkratsi cesty v multigrafech, mizeme predem z kazdé mnoziny
rovnobéznych hran vynechat vsechny kromé nejkratsi z nich, aniz by to mélo vliv na
délku nejkratsi cesty. Také smycky miZeme vyloucit, nebot nemohou byt obsazeny
v zadné cesté.

Pro i # j ozna¢me a(, j) délku nejkratsi hrany vedouci z vrcholu ¢ do vrcholu j.
Pokud 74dn4 hrana z i do j nevede, polozme a(i, j) = oco. Déle polozme a(i, i) = 0.

Hodnoty a(%, j) mtizeme uspofadat do tvaru matice, budeme ji znacit A a na-
zyvat matici délek hran. Tato matice obsahuje vSechny informace, které jsou tieba
k vypoctu vzdalenosti.

Podobné mtzeme vysledné vzdalenosti u(i, j) usporddat do tvaru matice, kterou
znacime U a nazyvame matici vzddlenosti.

6.1.2 Priibuzné ulohy. Hledani nejdelSich cest miZzeme prevést na hledani nej-
kratsich cest obracenim znamének u délek vech hran. Castéji vsak pouzivame upra-
veny postup, viz. napft. [6.4.5

Hledani nejkratsich neorientovanych cest lze prevést na hledani nejkratsich
orientovanych cest tim, ze kazdou hranu nahradime dvéma opa¢né orientovanymi
hranami téze délky. Pokud délky ptuvodnich hran byly nezaporné, lze potom pouzit
metody vylozené v této kapitole. Jestlize v puvodnim grafu méla néjaka hrana
zépornou délku, vznikne v odvozeném grafu zaporny cyklus a tloha je pak podstatné
obtiZznéjsi. Pokud puvodni graf obsahuje hrany zdporné délky, ale zddnou kruZnici
zaporné délky, lze takovou tulohu prevést na hledani nejlevnéjsiho perfektniho
parovani, viz [Lawler76l, Demel91].

Neékdy je treba hledat nejkratsi nebo nejdelsi cesty v siti, ve které jsou ohodno-
ceny vrcholy nebo vrcholy i hrany a ve které je délka cesty definovana jako soucet
délek vSech vrcholi i hran lezicich na této cesté. Hledani nejkratSich ¢i nejdelsich
cest v takové siti lze pfevést na diive popsanou tilohu v siti, ve které jsou ohodnoceny
pouze hrany. Lze pfi tom postupovat takto:

Kazdy vrchol v ptuvodniho grafu nahradime dvojici vrchol vy, ve, spojime je
hranou e, z vrcholu v; do vy a této nové hrané ddme hodnotu (délku) ptivodniho
vrcholu v. Hrany, které v puvodnim grafu kon¢ily ve vrcholu v, pfesmérujeme, aby
koncily ve vrcholu v;. Hrany, které z vrcholu v vychéazely, nahradime hranami, které
budou zac¢inat ve vrcholu vs. Pfiklad takové tpravy grafu je nakreslen na obr. 8.1}
str. viz také obr. str. [45( (sifové grafy).

V novém grafu plati, ze v kazdém sledu (a tedy i v kazdé cesté) se stiidaji hrany,
kterym v ptvodnim grafu odpovidaji vrcholy, s hranami, kterym v ptivodnim grafu
odpovidaji hrany. Jestlize v pivodnim grafu cesta prochazela vrcholem v, pak této
cesté v novém grafu odpovida cesta, kterd prochazi hranou e,,.
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6.1.3 Veéta. Jestlize v grafu existuje néjaka cesta z vrcholu a do vrcholu b, pak
v ném existuje i nejkratsi cesta z a do b.

DUKAZ: Pocet hran v cesté je omezen poctem vrcholt grafu. VSech cest z a do b
je tedy kone¢né mnoho, proto néktera z nich je nejkratsi. O

PozNAMKA: Pro sledy podobnéa véta neplati: Obsahuje-li graf cyklus se zapornou
délkou, pak pro nékteré vrcholy a, b sice existuje sled z a do b, ale neexistuje nejkratsi
z nich. Ke kazdému sledu lze totiz vytvotit sled o néco kratsi, a to tim, ze budeme
dostatecné dlouho prochézet onen zaporny cyklus.

6.1.4 Véta. Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou nebo nulovou délkou, pak
kazdy nejkratsi sled z vrcholu a do vrcholu b je i nejkratsi cestou z a do b.

Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou délkou, pak kazdy nejkratsi sled z a do
b obsahuje nejkratsi cestu z a do b a délka této cesty je stejna.

DUKAZ: Prvé tvrzeni je snadné: Kdyby nejkratsi sled nebyl cestou, obsahoval by
cyklus a ten by mél kladnou délku. Jeho vynechanim by bylo mozno sled zkratit,
nebyl by tedy nejkratsi.

Druhé tvrzeni je jen malicko obtiznéjsi: Neni-li nejkratsi sled jiz sam cestou,
obsahuje cyklus. Délka tohoto cyklu nemiize byt ani zaporna, ani kladna, je tedy
nulova. Vynechdnim tohoto cyklu se délka sledu nezméni. Opakovanym vyneché-
vanim cykld nakonec ziskame cestu téze délky jako nejkratsi sled, tedy nejkratsi
cestu. O

6.1.5 Véta (trojuhelnikova nerovnost). Jestlize graf neobsahuje cyklus se za-
pornou délkou, pak pro vSechny trojice vrcholi 4, j, k vzdalenost u spliiuje nerovnost

(6.1) u(i,j) <wu(i, k) +ulk,j) .

PozNAMKA: Nézev je odvozen od analogického vztahu mezi délkami stran troja-
helnika.

DUkaAz: Je-li u(i,k) = co nebo u(k,j) = oo, nerovnost samoziejmé plati. Zaby-
vejme se tedy piipadem, kdy u(i, k) < co a u(k,j) < co. Spojenim nejkratsich cest
z vrcholu 7 do vrcholu & a z vrcholu k do vrcholu j ziskdme sled z ¢ do j. Bud tento
sled je sam cestou, nebo z néj cestu vytvorime vynechanim pfipadnych cyklia. Tyto
cykly mély nezdpornou délku, délka cesty je tedy nejvyse u(i, k) + u(k, 7). Zaroven
vSak tato cesta ma délku alespon u(i, 7). |

DUSLEDEK: Jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou, pro kazdou trojici
vrcholi 7, j, k plati:

u(i,j) < a(i,j),
(6.2) u(i,j) < u(i k) 4)
u(i, j) < al(i, k) k,j)
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6.1.6 Véta. Predpokladejme, Ze graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou.
Jestlize nejkratsi cesta z vrcholu ¢ do vrcholu j prochézi pres vrchol k, pak pocatecni
tsek této cesty mezi i a k je nejkratsi cestou z ¢ do k, podobné koncovy tsek cesty
mezi k a j je nejkratsi cestou z k do j a navic plati u(i, j) = u(s, k) + u(k, j).

DUkAZ: Ozna¢me délku pocdtecniho tseku p a koncového q. Plati tedy (i, j) =
=p+q ataké u(i, k) < p, u(k,j) < q. Kdyby platilo u(i, k) < p nebo u(k,j) < q,
pak by u(i, k) + u(k,j) < p+ q = u(i,j), coZ by bylo v rozporu s trojahelnikovou
nerovnosti Proto u(i, k) = p a u(k,j) = ¢g. Oba tseky jsou tedy nejkratsimi
cestami. O

DUSLEDEK: Necht graf neobsahuje cyklus se zdpornou délkou a necht , j jsou dva
rizné vrcholy. Jestlize k je pocateénim vrcholem posledni hrany v nejkratsi cesté
z i do j, pak plati u(i, j) = u(i, k) + a(k, j).

DUSLEDEK: (Bellmanovy rovnice.) Jestlize graf neobsahuje cyklus se zédpornou
délkou, pak pro kazdou dvojici vrchola 4, j plati:

u(i, j) = minfu(i, k) + a(k, 7)} .

PozNAMKA: Véta [6.1.6) a jeji dusledky jsou jednou z forem tzv. Bellmanova
principu optimality, ktery je zadkladem pomérné obecné optimaliza¢ni metody, tzv.
dynamického programovdni.

6.1.7 Cykly se zapornou délkou. V grafech, které obsahuji cyklus se zapornou
délkou, vyse uvedené véty az ani jejich dtsledky neplati. Jednoduchy
ptiklad je na obr.

Obrazek 6.1: Priklad grafu, v némz neplati trojihelnikova nerovnost.

Algoritmy pro nejkratsi cesty, které dale uvadime, vSak na platnost téchto
vét spoléhaji. Rychlost téchto algoritmi je totiz zaloZena na tom, Ze se nestaraji
o opakovani vrcholi v cesté, takze vlastné nehledaji nejkratsi cesty, ale nejkratsi
sledy. V grafech bez zdpornych cykli to ovSem vyjde nastejno (viz véta .

Pokud graf obsahuje cyklus se zdpornou délkou, nelze tento trik pouzit, nebot
nejkrat$i sled vitbec nemusi existovat (viz pozndmka u . Hledani nejkratsich
cest pak je NP-t&zkd dloha (viz kapitola . Jednoduchy (ale pracny) postup
mize byt zalozen na algoritmu [3:3.10} str. [58] pro vyhledani vSech cest zacinajicich
v daném vrcholu. Potiz je v tom, ze vSech cest v grafu o n vrcholech mutze byt
radové az nl.

Zjistovanim, zda graf obsahuje cyklus zédporné délky, se budeme zabyvat v

6.1.8 Cviceni. Dokazte dusledky vét [6.1.5] a[6.1.6]
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6.2 Zakladni schéma vypoctu vzdalenosti

V tomto oddile uvedeme velmi primitivni navod k hledani nejkratsich cest z daného
vychoziho vrcholu. Vsechny ostatni algoritmy, které dale pro tento typ tulohy
uvddime (kromé oddilu , jsou vlastné vylepSenymi specidlnimi pripady tohoto
zékladniho schématu. Pojmy, triky a tvrzeni, které v tomto oddile uvadime, pak
pouzijeme v nasledujicich oddilech této kapitoly.

6.2.1 Zakladni schéma vypoctu vzdalenosti. Pro kazdy vrchol = si budeme
pamatovat hodnotu U(x), kterd bude rovna délce nejkratsi dosud nalezené cesty
z vrcholu r do vrcholu z. Jestlize jsme zadnou cestu z r do  dosud nenasli, bude
U(z) = oo.

Kdyby hodnoty U byly skuteénymi vzdalenostmi vrchola grafu od vrcholu r,
musela by pro kazdou hranu grafu (z,y) platit trojihelnikova nerovnost

(6.3) Uly) <U(z) +a(z,y) .

Jestlize neplati, znamena to, %e U(y) neni délkou nejkratsi cesty z r do y, protoze
pres vrchol x vede do y cesta kratsi. Proto v takovém ptipadé hodnotu U(y) sniZime
provedenim prikazu

Uly) =U(x) +a(x,y) .

V lemmatu dokézeme, Ze pak U(y) bude opét délkou nékteré (a to kratsi)
cesty z vrcholu r do vrcholu y. Testy trojuhelnikové nerovnosti a z nich pfi-
padné vyplyvajici ipravy hodnot U budeme provadét tak dlouho, dokud nedosah-
neme platnosti trojihelnikové nerovnosti pro vSechny hrany grafu. Ve vété
dokazeme, ze tento postup musi po koneéné mnoha zménach skoncit a ze
dostaneme spravny vysledek.

Na zaéatku vypoétu volime U(z) := oo pro x # r a U(r) := 0, nebot zpocitku
nezname zadnou cestu z vrcholu r kromé cesty trivialni, kterda ma nulovou délku.
Zakladni schéma vypoctu vzdalenosti lze shrnout takto:

1. Poloz U(r) := 0 a pro vSechny vrcholy j # r poloz U(j) := oo.

2. Vyber libovolnou hranu grafu e a zkontroluj, zda pro ni plati trojihelnikova
nerovnost (6.3)), tj. zda U(Kv(e)) < U(Pv(e)) + a(e). Jestlize neplati (tj.
plati-li opak), proved U(Kv(e)) := U(Pv(e)) + a(e).

3. Jestlize nerovnost (6.3]) plati pro véechny hrany grafu, vypocet konéi.

Poznamenejme, ze taz hrana muze byt pouzita i nékolikrat ke snizeni hodnoty
U jejiho koncového vrcholu. Potadi vybéru hran k testu nerovnosti i zptisob
zjistovani, zda tato nerovnost jiz plati pro vSechny hrany, m4, jak uvidime dale, velky
vliv na rychlost vypoctu. Nejprve vSak uvedeme priklad a vyslovime nékolik tvrzeni,
ktera plati nejen pro zakladni schéma vypoctu vzdalenosti, ale i pro algoritmy z néj
odvozené.
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6.2.2 Priklad. Vypocet vzdalenosti pfedvedeme na grafu z obr. [6.2] Vychozim
vrcholem je vrchol 1.

| 5 2
5

a| 7 3
f

5 5 4

Obrazek 6.2: Graf k prikladu [6.2:2}

Uvedeme pouze ty vypocetni kroky, v nichz se hodnota U zménila. Hrany k testu
nerovnosti (6.3)) jsme vybirali tmyslné trochu chaoticky.

krok Pouzita hrana hodnoty U po provedeni kroku
vypoétu | PV KV délka | U(1) U(2) U@B) UM4) U(5)
0 — - - 0 00 00 00 00
1 1 5 3 0 00 00 00 3%
2 5 2 -2 0 1x 00 00 3
3 2 3 5 0 1 6% 00 3
4 3 4 4 0 1 6 10% 3
5 5 3 2 0 1 5k 10 3
6 3 4 4 0 1 5 9% 3
7 1 2 -5 0 —5% 5 9 3
8 2 3 5 0 -5 Ox 9 3
9 2 5 2 0 -5 0 9 —3%
10 5 3 2 0 -5 —1x 9 -3
11 3 4 4 0 -5 -1 3x =3

Hodnota U, ktera se snizila, je v tabulce oznacena hvézdickou. VSimnéte si, ze
hrana (3,4) byla pouzita ke snizeni hodnoty U(4) t¥ikrat.

6.2.3 Cviceni. Ovéite si na néjakém piikladé (tfeba na grafu z obrdzku
str. , ze pokud graf obsahuje cyklus se zapornou délkou a vrcholy tohoto cyklu
jsou dostupné z vychoziho vrcholu r, pak vypocet podle schématu nikdy
neskon¢i. Podrobnéji o tom viz [6.8.2] str. [109

6.2.4 Lemma. Jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou, pak kdykoli
béhem vypoctu vzdalenosti podle schématu pro kazdy vrchol v bud plati
U(v) = 00, nebo je U(v) délkou nékteré cesty z vrcholu r do vrcholu v.

DUKAzZ: Ocislujme vzestupné vSechny okamziky, ve kterych dochazi ke zménam,
tj. ke sniZzeni hodnot U. Kazdou hodnotu U(v), kterd byla vypoétena v okamziku
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t, oznac¢me U;(v), hodnoty U (v) platné pravé ted ozna¢me Ur(v). Je zfejmé, Ze pro
kazdy vrchol v mohlo byt vypocteno postupné nékolik hodnot U;(v) a tyto hodnoty
tvori klesajici posloupnost.

Je-li Up(v) < oo, uréité existuje sled vg, e1,v1,€2,v9, ..., e, vg z vrcholu r = vy
do vrcholu v = vy, a posloupnost okamziki 0 =ty < t; <ty < ... <t <T takova,
ze v kazdém okamziku t; byla vypoétena hodnota Uy, (v;) = Us,_, (vi—1) + a(e;).

Hodnota Ur(v) = Uy, (vg) je pfitom rovna souctu délek hran e;, tj. délce sledu.
Dokazeme sporem, ze tento sled je cestou. Kdyby se v ném néjaky vrchol opakoval,
vzali bychom dva k sob& nejblizsi vyskyty téhoz vrcholu v; = v; pro i < j. Cést
sledu tvofena hranami e;;1,e;12,...,e; by pak tvofila cyklus o délce Uy, (v;) —
— Uy, (v5). Ponévadz vSak Uy, (v;) < Uy, (v;) (nebot t; < tj;), byla by délka tohoto
cyklu zaporné, coz by byl spor. Hodnota Ur(v) tedy je délkou néjaké cesty. O

6.2.5 Veéta. Jestlize graf neobsahuje cyklus zaporné délky, pak vypocet podle
skon¢éi po koneéné mnoha zménéach hodnoty U a po ukonceni bude pro vSechny
vrcholy z platit U(x) = u(r, x), tj. vzdalenosti U budou vypocteny spravné.

PozNAMKA: Tato véta nic nefikd o poétu testi trojihelnikové nerovnosti (6.3)).
Pfi nesikovné volbé hran pro testovani by vypocet nemusel vibec skonéit (kdy-
bychom napf. testovali stéle tutéz hranu).

DUKAZ: Nejprve si uvédomme, Ze podle pfedchoziho lemmatu je pro kazdy vrchol
x vidy bud U(z) = oo, nebo je U(x) délkou néjaké cesty z r do x. VSech cest
zacinajicich ve vrcholu r je konetné mnoho, proto mize béhem vypoctu dojit jen
ke kone¢né mnoha zménam hodnoty U.

Ukézeme sporem, Ze po ukonceni vypoétu pro kazdy vrchol v bude U(v) =
= u(r,v). Pfedpoklddejme, Ze do nékterého vrcholu v vede nejkratsi cesta o délce
u(r,v) < U(v). Oznaéme y prvni vrchol na této cesté, pro ktery U(y) > u(r,y).
Ponévadz y # r, existuje vrchol x, ktery v této cesté bezprostifedné predchazi y.
Pro négj jiz plati U(z) = u(r,z) a navic podle dusledku 1 véty také u(r,x) +
+ a(z,y) = u(r,y). To vSak znamend, Zze vypoclet nebyl ukoncen, nebot U(z) +
+ a(z,y) < U(y), coz je spor. O

6.2.6 Konstrukce nejkratsich cest. Casto potiebujeme zjistit nejen vzdale-
nosti, tj. délky nejkratsich cest, ale také kudy nejkratsi cesty vedou. K tomu lze po
snadné upravé pouzit zékladni schéma nebo kterykoli jeho specidlni (a zlep-
Seny) pfipad popsany déle v az Uprava je tato:

Vzdy, kdyz dojde ke snizeni hodnoty U (v) pro néktery vrchol v, zaznamendme si
pro tento vrchol hranu, ktera snizeni zpusobila. K zapamatovani pouzijeme hodnotu
ODKUD(v). Na zac¢atku vypoctu necht neni hodnota ODKUD definovdna pro zadny
vrchol.

Z dukazu lemmatu vyplyva, Ze je-li hodnota ODKUD(v) definovana, pak je
jménem posledni hrany v n&jaké cesté o délce U (v) z vrcholu r do vrcholu v. Hodnoty
ODKUD pak lze po ukonceni vypocCtu vyuzit ke zpétné rekonstrukci nejkratsich
cest (podobné jako v str. [50). Poznamenejme, Ze béhem vypoctu se hodnota
ODKUD(v) mize nékolikrat zménit.



94 Kapitola 6. Nejkratsi cesty

Déle poznamenejme, Ze evidovani hodnot ODKUD nijak neovliviiuje postup
vypoétu podle schématu [6.2.1 nebo podle kteréhokoli jeho zlepSeni.

6.2.7 Véta (kofenovy strom nejkratsich cest). Pfedpoklddejme, ze hodnoty
ODKUD(v) byly ziskdny podle a ze graf neobsahuje cyklus o zaporné délce.
Potom po ukonceni vypoctu plati:

1. Mnozina vrcholtt D = {v | ODKUD(v) je definovéno} je tvofena vSemi vrcholy
orientované dostupnymi z r a riznymi od r.

2. Je-li ODKUD(v) definovano, pak ODKUD(v) je posledni hranou v (nékteré)
nejkratsi cesté z r do v.

3. Pro kazdou hranu ODKUD(y) plati U(x) + a(z,y) = U(y), kde z je poéateni
vrchol hrany ODKUD(y).

4. Mnozina hran T' = {ODKUD(v) | v € D} tvofi kofenovy strom s kofenem r
na mnoziné vrcholt D U {r}.

5. Kazda cesta z korene r do libovolného vrcholu x € D v kofenovém stromé T’
je zaroven nejkratsi cestou z r do x v puvodnim grafu.

DuUkAz:

1. Hodnota ODKUD(v) je definovéna pravé tehdy, kdyz v # r a U(v) < oo, coZ
nastava pravé tehdy, kdyz v # r a vrchol v je orientované dostupny z vrcholu r.
Hodnota ODKUD(r) neni definovana, nebot zistane U(r) = 0.

2. Podle véty je po ukonéeni vypoétu hodnota U(v) délkou nejkratsi cesty
z r do v. Hrana, kterd zpiisobila posledni sniZeni hodnoty U(v), je posledni hranou
v této nejkratsi cesté, jméno této hrany je tedy nakonec obsazeno v ODKUD(v).

3. Tésné po poslednim snizeni hodnoty U (y) rovnost platila. Hodnota U(y) se od
té doby nezménila a hodnota U(x) také ne, nebot by se tim porusila trojihelnikovéi
nerovnost, hrana by byla znovu zpracovéana a hodnota U(y) by znovu klesla.

4. V kazdém vrcholu z mnoziny D konéi pfesné jedna hrana z mnoziny T, ve
vrcholu r nekonci zadné. K dtkazu, Ze jde o kofenovy strom, tedy podle véty
sta¢i dokazat, Ze mnozina T neobsahuje cyklus. Kdyby obsahovala, platila by pro
kazdou hranu (x,y) tohoto cyklu rovnost U(z) + a(z,y) = U(y). Posledni hrana
tohoto cyklu se vsak nemtze do mnoziny T dostat, protoze vsechny vrcholy cyklu
jiz maji definitivni hodnoty U a hodnota ODKUD se muZe zménit jen spolu se
snizenim piislusné hodnoty U. Mnozina T tedy tvoii kofenovy strom s kofenem 7.

5. Z Casti 3 véty vyplyva, ze délka cesty z r do = tvofené hranami z T je rovna
U(z), tato cesta je tedy nejkratsi. O

6.2.8 K ¢éemu je korenovy strom nejkratSich cest. NejkratsSich cest z vr-
cholu r do vrcholu v miize byt nékolik, v kofenovém stromé se samoziejmé objevi jen
jedna z nich. Presto kofenovy strom nejkratsich cest poskytuje velmi dobry ptrehled
o struktufe nejkratsich cest z daného vychoziho vrcholu r. Vyborné se hodi k pre-
zentaci vysledkd vypoctu, totiz ke sdéleni, kudy nejkratsi cesty vedou. Naptiklad
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po vypoctu nejkratSich cest v prazské silni¢ni siti staci do planu Prahy zakreslit
hrany, které nalezi ke stromu, a vysledné nejkratsi cesty jsou vsechny patrné na
prvy pohled.

Kofenovy strom nejkratsich cest a vétu lze také vyuzit ke kontrole sprav-
nosti vypoctenych vzdalenosti: staci pro vSechny hrany grafu zkontrolovat trojihel-
nikovou nerovnost , pfi¢emz pro stromové hrany v ni musi platit rovnost.

Kdybychom pfedem znali kofenovy strom nejkratsich cest, mohli bychom vypo-
¢et podle schématuznaéné urychlit. Stacilo by pouzit test pouze na hrany
stromu v topologickém usporadani (kofenovy strom je acyklickym grafem) a tim by
vypocet koncil. Pak uz by totiz byla trojuhelnikova nerovnost zarucené splnéna
i pro ostatni hrany grafu. (Dokazte!)

6.2.9 Pocéty hran v nejkratsich cestach. Nékdy je tieba zjistit kromé délky
cesty (tj. souftu ohodnoceni) také z kolika hran se nejkratsi cesta skldda. Samo-
zFejmé to jde spoditat i dodateénd pomoci hodnot ODKUD. Casto se viak pouZiva
tato jednoduché uprava zakladniho schématu (a vSech algoritmii z néj odvo-
zenych):

Pro kazdy vrchol v navic evidujeme hodnotu P(v), kterd je vzidy rovna poctu
hran v cesté, jejiz délka (tj. soucet ohodnoceni) je U(v).

Pii inicializaci polozime P(r) := 0 a P(v) := oo pro v # r. V prub&hu vypoétu
pak vzdy pfi zméné hodnoty U(y) := U(x)+a(z, y) zménime také P(y) := P(x)+1.

V samotném algoritmu nejsou hodnoty P k ni¢emu dalSimu pouzity, a proto
nijak neovlivni vypoéet podle schématu [6.2.1] nebo podle kteréhokoli jeho zlepSeni.

Pokud graf neobsahuje cyklus o zdporné délce, pak béhem vypoctu i po jeho
skondeni plati P(z) < n, kde n je pocet vrcholt grafu. Toho lze vyuzit ke kontrole,
zda graf zadporny cyklus obsahuje, nebo nikoli, viz téz[6.8.2

6.2.10 Poznamka k pocitani s nekoneénem. Algoritmy, které jsou uvedeny
v této kapitole, pracuji ¢asto s nekonecénem, nebot to zjednodusuje vyklad. Bézné
pocitace a programovaci jazyky ovSem s nekone¢nem pracovat nedovedou. Jsou dva
zpusoby, jak si pomoci:

Nejjednodussi je misto symbolu co pouzit néjakou velkou konstantu, kterd bude
spolehlivé vétsi nez dvojnasobek délek vSech cest v grafu. Jsou-li napi. absolutni
hodnoty délek hran mensi nez 1000 a vrcholi je 50, mizeme misto co pouzit ¢islo
100000 (nebo vetsi). Cisla vétsi nez 100000 pak budeme poklddat za ,nekoneéna.

P1i pouziti tohoto triku musime ovSem davat pozor, abychom ani v mezivy-
sledcich nepfesahli maximalni ¢islo zobrazitelné v pocitaci. Doslo by totiz k tzv.
preteceni, coz vede ke zcela chybnym vysledktm.

Jinou moznosti je vyuzit hodnotu ODKUD: Je-li ODKUD(z) jménem néjaké
hrany, pak U(z) je délkou néjaké cesty, a tedy U(x) < oo. Jestlize naopak hodnota
ODKUD(z) neni jesté jménem zadné hrany (neni dosud definovana), pak U(x) = oo.
Abychom mohli hodnoty ODKUD takto vyuzit, musime zvolit néjaké fiktivni jméno,
odlisné od jmen vSech hran, které bude znamenat ,nedefinovano“, a pfi inicializaci
toto jméno dosadit do vSech hodnot ODKUD. Dobie se k tomu hodi napt. —1.
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6.3 Algoritmy pro obecné grafy

Algoritmy, které zde uvadime, jsou zlepSenymi variantami a speciadlnimi p¥ipady
zékladniho schématu vypoctu vzdélenosti [6.2.1

6.3.1 Algoritmus s opakovanou kontrolou vSech hran je asi nejjednodus-
$im praktickym provedenim zékladniho schématu vypoétu vzdalenosti [6.2.1]

1. [Inicializace.) U(r) := 0, pro v # r polozime U (v) := oo.

2. [Zpracovdni celé mnoZiny hran.] Pro vSechny hrany grafu provedeme v libo-
volném poradi krok 2a. Po zpracovani vSech hran pokracujeme podle kroku 3.

2a. [Zpracovani hrany e.] Jestlize U(Pv(e)) + a(e) < U(Kv(e)), provedeme
U(Kv(e)) :=U(Pv(e)) + a(e) a ODKUD(Kv(e)) :=e.

3. [Test ukoncend.] Jestlize béhem provadéni kroku 2 nedoslo k zadné zméné hod-
noty U, vypocet konc¢i. V opac¢ném pripadé pokracujeme znovu podle kroku 2.

7 véty okamzité plyne spravnost tohoto algoritmu. Plati vSak vice:

6.3.2 Véta. Prizpracovani grafu bez zdpornych cykli algoritmem [6.3.1] vzdy po
i-tém provedeni kroku 2 (proi =0,1,2,...,n — 1) plati:

Pro kazdy vrchol z je hodnota U(z) mensi nebo rovna délce nejkratsi
cesty z r do z, kterd ma nejvyse ¢ hran.

DUSLEDEK: Pfikaz 2 algoritmu[6.3.1]mize byt vykonan nejvyse n-krat, doba prace
algoritmu tedy je O(mn).
DUKAZ: Pro i = 0 tvrzeni trividlné plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
néjaké i. Dokazeme, ze bude platit také po dalsim provedeni kroku 2, tj. pro ¢ + 1.
Vezméme libovolny vrchol z, oznac¢me U1 (x) délku cesty, kterd je nejkratsi ze
vSech cest z r do x, které maji nejvyse ¢ + 1 hran, a dale ozna¢me y predposledni
vrchol v této cesté. Pocatecni tsek této cesty z r do y mé nejvyse ¢ hran a jeho
délka U;(y) je nejkratsi ze vSech cest z r do y, které maji nejvyse ¢ hran. Podle
indukéniho predpokladu po i-tém vykonani kroku 2 bylo U(y) < U;(y), a proto po
dalsim provedeni kroku 2, kdy musela byt zpracovéna i hrana (y,x), musi platit
U(I) < UZ‘+1(1‘). O

6.3.3 Algoritmus s mnozinou podezielych vrcholua. Zakladni schéma vypo-
¢tu vzdalenosti lze déale zlepsit tim, ze zabranime zbyteénému testovani hran,
o nichz pfedem vime, zZe trojuhelnikovou nerovnost jiz spliuji.

Jestlize néjakd hrana e trojihelnikovou nerovnost jiz splnovala, miize
k poruseni této nerovnosti dojit pouze snizenim hodnoty U v jejim pocatecnim
vrcholu. Naopak, doslo-li ke sniZeni hodnoty U(z), je nutno otestovat nerovnost
pro vSechny hrany vychézejici z vrcholu x, nebot pro tyto hrany by mohla byt
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platnost nerovnosti porusena. Budeme tedy béhem vypoctu udrzovat mnozinu
M ,podezielych” vrchold, v nichz doslo ke snizeni hodnoty U a které v mnoziné M
¢ekaji na testovani hran, které z nich vychéazeji.

Vstup: Graf G, ohodnoceni hran a : E(G) — R a vychozi vrchol r.

V¥sTup: Pro kazdy vrchol v hodnoty U(v), ODKUD(v).

POMOCNE PROMENNE: Jako pomocnou proménnou pouzijeme mnozinu M, kterd
bude mit tuto vlastnost:

(6.4) Jestlize Pv(e) ¢ M, pak hrana e splituje nerovnost (6.3).

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.) U(r) := 0, pro v # r polozime U (v) := oo a dale M := {r}.

2. [Vybér vrcholu.] Je-li M = 0, vypodet kondi. Jestlize M # (), odebereme
z mnoziny M néktery vrchol a oznacime jej x.

3. [Zpracovdni hran vychdzejicich z vrcholu x.] Pro kazdou hranu e € E*(x)
provedeme krok 3a a po zpracovani vSech hran pokracujeme podle kroku 2.

3a. Polozime y := Kv(e). Jestlize plati U(x) + a(e) < U(y), pak provedeme
U(y) := U(x) + a(e), ODKUD(y) := e a navic, pokud y ¢ M, vlozime
vrchol y do mnoziny M.

PozZNAMKA: Volbu vrcholu z mnozZiny podezielych M lze v kroku 2 délat v pod-
staté libovolnym zptisobem. Tento zptisob nemd vliv na spravnost algoritmu (viz

véta [6.3.6), ovliviiuje vSak jeho rychlost. Uvedeme dva dilezité ptipady:

6.3.4 Algoritmus s frontou podezielych vrchola voli v kroku 2 vrchol, ktery
je v mnoziné M nejdéle. S mnozinou M tedy pracujeme jako s frontou (viz , tj.
jako se seznamem, z néhoZ odebirdme na opa¢ném konci nez ptidavame. Algoritmus
pritom funguje podobné jako algoritmus s opakovanou kontrolou vSech hran [6.3.1
pouze jsou vynechdny nékteré zbytecné testy trojihelnikové nerovnosti. Zrychleni
vypoctu ve srovnani s algoritmem se sice neprojevi na casovém odhadu pro
nejhors{ pifpad (ten ziistdva O(mn), viz vétal6.3.7), primérna doba vypoétu je viak
zejména u fidkych graft vyrazné kratsi.

Vypocetni experimenty ukazuji, ze pfes svou jednoduchost je tento algoritmus
vhodny k hledani nejkratsich cest ve dvou situacich: jednak v fidkych grafech, t;j.
v grafech, kde pocet hran m nepfesahuje néjaky nevelky nésobek poctu vrchola n,
jednak v grafech, kde je velké procento hran se zapornou délkou. Za zvlastni zminku
stoji skutecnost, ze dokonce i na grafech s nezapornymi délkami hran, pokud je
graf idky, je tento algoritmus v primeéru rychlejsi i nez ¢asto doporucovany tzv.
Dijkstrav algoritmus.

6.3.5 Modifikovany Dijkstruv algoritmus voli v kroku 2 vrchol, ktery mé
nejnizsi hodnotu U. Vztah k originadlnimu Dijkstrovu algoritmu je vysvétlen déle

v [6.5] str. [I02
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Volba vrcholu x s nejnizsi hodnotou U(x) se odivodiiuje nadéji, ze takto zvolend
hodnota U(zx) se jiz v dal$im vypoétu nezméni a %e uZ tedy tento vrchol nebude
znovu zafazen do mnoziny M. Spolehnout se na to vSak lze jen v grafech, kde
vSechny hrany maji nezédporné délky (viz . V obecnych grafech je tento
algoritmus také pomeérné dobfe pouzitelny, ale v ojedinélych pripadech se miize
stét, Ze tyz vrchol bude do mnoziny M zatazen dokonce mnohokrat (az 2"~ 1-krat).
Casovy odhad tohoto algoritmu je tedy exponencialni.

Vypocetni experimenty ukazuji, ze modifikovany Dijkstriv algoritmus je vhodny
k hledéni nejkratsich cest v hustych grafech, které maji jen malé (nebo nulové) pro-
cento hran se zapornou délkou. Pokud pocet vrcholid presahuje asi tak stovku, je
navic vhodné vybirat minimum v piikaze 2 trochu chytfeji nez prostym prohli-
zenim vSech hodnot, jinak vétSinu ¢asu promarnime vybiranim minima. Obvykle
se k tomu pouzivd datovd struktura nazyvand halde (anglicky heap), viz napf.
[AHU74, [Kucera83|, [Topfer9s]).

6.3.6 Véta (spravnost algoritmu s mnoZinou podezielych vrcholud).
Jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou, pak se algoritmus zastavi
a nalezne nejkratsi cesty z vrcholu r do ostatnich vrcholu grafu.

PozNAMKA: Toto plati nezavisle na zptisobu volby vrcholu z mnoziny M.

DUKAzZ: Testy trojihelnikové nerovnosti a odpovidajici zmény hodnot U jsou pro-
vadény zplsobem, ktery je v souladu se schématem[6.2.1] Podle véty[6.2.5|tedy dojde
pouze ke koneéné mnoha zménam hodnot U. Kazdy vrchol v # r je do mnoziny M
zafazen pouze vzapéti po zméné jeho hodnoty U (v). Proto také kroky 2 a 3 algoritmu
mohou byt vykonany nejvyse konec¢ny pocet krat, a algoritmus se tedy zastavi.
Déle, snadno lze ovérit, ze podminka plati pred kazdym vykonanim kroku
2 a po kazdém vykonéni kroku 3. Az se tedy algoritmus zastavi (tj. v kroku 2
bude M = ()), bude trojuhelnikova nerovnost platit pro vSechny hrany grafu,
a vypocet tedy bude podle véty také spravny. O

6.3.7 Véta (Casovy odhad algoritmu s frontou podezfelych vrchola).
Jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou, pak béhem vypoctu algoritmem
(s frontou podezfelych vrcholi) nebude Zadny vrchol zafazen do mnoziny M
vice nez (n — 1)-krét, kde n je pocet vrchola grafu.

DUSLEDEK: Algoritmus skonéi praci v ¢ase O(mn).

DUKAZ: Pro udely dikazu si algoritmus upravme podle [6.2.9 tak, aby pro kazdy
vrchol v udrzoval pocdet hran P(v) v cesté, jejiz délka je U(v). Tato uprava nijak
neovlivni vypocet, pouzijeme ji pouze k itvaham v dtikaze.

Pripomenme, Ze s mnozinou M zachéazime jako s frontou, tj. jako se seznamem,
z néhoz odebirdme na opacném konci nez pridavame. P¥i zpracovani hran, které
vychézeji z vrcholu z, jsou do mnoziny M vkladany vrcholy s hodnotou P(z) + 1.
7 toho plyne, ze hodnoty P vrchold, které jsou v néjakém okamziku v mnoziné
M, se mohou lisit nejvysSe o jednicku, a také to, Zze hodnoty P(z) zpracovdvanych
vrchold tvoii neklesajici posloupnost (viz téz lemma str. .
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Zadny vrchol v se nemiize dostat do mnoziny M dvakrat se stejnou hodnotou
P(v). Jakmile je totiz vrchol v vyjmut z mnoziny M s hodnotou P(v) = k, pak od
tohoto okamziku jsou do M zatazovany vrcholy pouze s hodnotami k+ 1 a vySSimi.

Cesta muze mit nejvyse n — 1 hran, proto zadny vrchol nemtze mit hodnotu P
vyssi nez n — 1, a tedy nemiize byt do mnoziny M zafazen vice nez (n —1)-krat. O
DUKAZ DUSLEDKU: Ptikaz 3a zpracuje kazdou hranu nejvyse (n — 1)-krét, nebot
jeji pocateéni vrchol bude vyjmut z mnoziny M nejvyse (n — 1)-krat. O

6.3.8 Priiklad. Pouzijeme modifikovany Dijkstriav algoritmus k vyhledéani
nejkratsich cest z vrcholu 1 v grafu na obr. [6.3] Z mnoziny M tedy budeme vybirat
vzdy vrchol s nejnizsi hodnotou U.

2 3
Obrazek 6.3: Graf k piikladu [6.3.8] a vysledny strom nejkratsich cest.

Pribéh vypocétu bude tento:

M ={1}
x=1: M=10
U@2) =3, M= {2}
U(5) =4, M =1{2,5}
x=2: M = {5}
U(4) = 5, M = {4,5}
U(5) beze zmény M = {4,5}
r=>5 M= {4}
U@2) =2, M =1{2,4}
U(3) = 10, M = {2,3,4}
U(4) =4, M = {2,3,4}
T =2 M= (3,4}
U(4) beze zmény M = {3,4}
U(5) beze zmény M = {3,4}
x=4 M = {3}
U(3) =8, M = {3}
r=3: M=0
U(2) beze zmény M =0
M=10

Vsimnéte si, ze vrchol 2 byl do mnoziny M zafazen dvakrat. Sledujte také, jak
se v pribéhu vypoctu méni kofenovy strom nejkratsich cest.
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Vysledek vypoctu l1ze shrnout do této tabulky:

vrchol x 1 2 3 4 5
vzdélenost U(x) | 0 2 8 4 4
ODKUD(Q:) B (572) (473) (574) (155)

Poc¢itdme-li ruéné (tj. ne na pocitaci), je vhodné do takové tabulky zapisovat
mezivysledky a zménéné hodnoty Skrtat.

6.3.9 Cviceni. Najdéte nejkratsi cesty z vrcholu 1 do v8ech dostupnych vrcholi
a nakreslete kofenové stromy nejkratsich cest v téchto grafech:

a) Pv Kv a Pv Kv a Pv Kv a
1 2 16 4 5 12 7 8 11
1 3 6 4 7 21 7 10 6
1 7 36 ) 3 2 8 5 4
2 5 10 5 6 6 8 10 2
3 2 8 5 9 8 9 8 14
3 4 4 6 7 3 10 9 0
4 3 2 6 10 7
b) Pv Kv a Pv Kv a Pv Kv a
1 2 2 3 5 -1 5 7 8
1 3 6 3 6 -2 5 9 6
1 5 5 4 3 1 6 8 4
2 3 0 4 5 -2 7 9 0
2 4 4 4 T 7 8 7 6
2 5 2 5 6 -1 8 9 2

6.4 Algoritmy pro acyklické grafy

Pro acyklické grafy je vypocet nejkratsich cest velmi snadny. Stac¢i v zakladnim
schématu vypoctu vzdalenosti probirat hrany v topologickém usporadani:

6.4.1 Véta. Je-li graf acyklicky a jsou-li jeho hrany algoritmem Zpracova-
vany v topologickém usporadani, pak po zpracovani vSech hran bude trojihelnikova
nerovnost (6.3) platit pro vSechny hrany.

DUKAz: Nerovnost plati pro kazdou hranu e té€sné po jejim zpracovani.
Kdyby nékdy pozdéji byla platnost nerovnosti porusSena, bylo by to zptisobeno
zpracovanim nékteré hrany, kterd koncéi v Pv(e). To by vSak bylo v rozporu
s topologickym usporadanim hran. O

DUSLEDEK: V acyklickém grafu lze nejkratsi cesty z daného vrcholu najit v case
O(n +m).
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DUSLEDEK: Pfi pouziti algoritmu s mnozinou podezielych vrcholt [6.3.3] dosah-
neme stejné rychlého prubéhu vypoctu, vybirame-li vrcholy v kroku 2 v topolo-
gickém usporadani. Pouziti topologického usporadani hran v zdkladnim schématu
[6.2.1] je vSak jednodussi.

6.4.2 Vypocet nejkratSich cest zaroven s topologickym uspofadanim.
Vypocet nejkratsich cest v acyklickém grafu 1ze s vyhodou zkombinovat s hledanim
topologického uspofadani algoritmem [5.2.7] str. [77] V algoritmu [5.2.7] provedeme
navic toto:

1. V kroku 1 provedeme navic U(r) := 0 a U(v) := oo pro v8echny vrcholy v # r.

2. V kroku 4a pro kazdou zpracovavanou hranu e provedeme navic: Jestlize
U(Kv(e)) > U(Pv(e)) + ale), pak polozime U(Kv(e)) := U(Pv(e)) + a(e)
a ODKUD(KV(e)) :=e.

Dtikaz spravnosti takto upraveného algoritmu vyplyva z vét a

6.4.3 Nejkratsi cesty do konkrétniho vrcholu. Vyse popsané algoritmy pro
hledani nejkratsich cest v acyklickych grafech lze ukoncit, jsou-li zpracovany vSechny
hrany, které konéi v cilovém vrcholu. To muze vypocet znacné urychlit. Je ziejmé,
ze néktera topologicka usporadani jsou z tohoto hlediska vyhodnéjsi nez jina.

6.4.4 Cviceni. Reste znovu tlohu|6.3.9b a vyuzijte p¥i tom informaci, ze tento
graf je acyklicky. Pouzijte oba postupy i

6.4.5 Hledani nejdelsich cest v acyklickém grafu. Pro hleddni nejdelsich
cest lze vyuzit popsané algoritmy po zméné znamének u délek vSech hran. Tim
prevedeme hledani maxima na hledani minima. Délky hran sice budou zaporné, ale
cyklus o zaporné délce v acyklickém grafu byt nemiizZe.

Casto b§va tato tloha FeSena specidlnim algoritmem, ktery ziskdme nepatrné
odliSnou upravou algoritmu pro hleddni topologického uspoiadani (viz téz
kapitola [7)):

1. V kroku 1 polozime U(r) := 0 a U(v) := —oo pro vSechny vrcholy v # r.

2. V kroku 4a pro kazdou zpracovavanou hranu e provedeme navic: Jestlize
U(Kv(e)) < U(Pv(e)) + a(e), pak polozime U(Kv(e)) := U(Pv(e)) + a(e)
a ODKUD(KV(e)) :=e.

6.4.6 Vypodet sitového grafu (viz str. se obvykle skldda ze ¢ty¥ fazi.
V prvé fazi najdeme topologické usporadani vrchold nebo hran.

Ve druhé fazi pocitame ¢asy T1 (v), tj. nejdiivéjsi mozné zacatky ¢innosti. K tomu
lze pouzit vzorec na vSechny vrcholy v topologickém usporadéni.

Ve tieti fazi poc¢itame Casy To(v), tj. nejpozdéjsi mozné terminy, pii kterych lze
stihnout cely projekt v nejkrat$im mozném case T;(K). K tomu lze pouzit vzorec
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na vSechny vrcholy v obraceném topologickém usporadani, tj. vrchol P bude
zpracovan jako posledni.

Vypocet hodnot T a T5 lze alternativné provést podobné jako v pricemz
pro vypocet T1 pouzivame hrany v topologickém potadi a pro vypocet Ts pouzivame
hrany v obraceném topologickém poradi.

Posledni faze spoc¢iva ve vypoctu rezerv ¢innosti. Cely vypocet 1ze provést v case
O(m + n).

6.5 Nezaporné délky hran

Pripad, kdy vSechny délky hran jsou nezaporné, je bezesporu v praxi nejbéznéjsi.
Uvadime zde dva algoritmy pro jeho fesSeni.

Prvy z nich jsme jiz uvedli — je jim obecné pouzitelny modifikovany Dijkstrav
algoritmus [6.3.5] Druhym algoritmem je tzv. Dijkstriv algoritmus [6.5.2

Oba algoritmy, Dijkstriv i modifikovany Dijkstruv, se pfi praci na grafech
s nezapornymi délkami hran 1isi jen nepatrné, béhem vypoctu délaji skoro totéz
a pro oba plati stejny ¢asovy odhad O(n? + m). Pomoci programatorskych triki
pro vybér minima (pouzitim datové struktury halda, anglicky heap, viz napt.
[AHU74, Kucera83| [Topfer95]), lze v obou piipadech ¢asovy odhad zlepsit na
O((m + n)logn).

Vypocetni experimenty ukazuji, ze tyto triky je vhodné pouzivat u graft s vice
nez asi tak stovkou vrcholt. Déle poznamenejme, ze oba tyto algoritmy jsou vhodné
zejména pro husté grafy (které maji ,hodné&* hran). Viz téz poznamky o dobé

vypoétu v a

6.5.1 Véta. Jsou-li v grafu délky vsech hran nezaporné, pak pfi vypoctu modi-
fikovanym Dijkstrovym algoritmem [6.3.5| pro kazdy vrchol x plati, ze ve chvili jeho
vyjmuti z mnoziny M je jiz hodnota U(x) definitivni, tj. U(x) = u(r, x).

DUSLEDEK: Kazdy vrchol bude do mnoziny M zafazen nejvySe jednou, tedy
i kazda hrana bude piikazem 3a zpracovana nejvyse jednou. Déle, n-krat opakovany
vybér minima z nejvyse n hodnot vyzaduje ¢as O(n?). Casovy odhad pro cely
algoritmus tedy je O(n? +m).

DUKAzZ: Oznaéme D mnozinu vSech vrcholt z, které jiz byly vyjmuty z mnoziny
M. Z¥ejmé hned po prvnim vykondni kroku 2 bude D = {r} a tvrzeni véty plati.

Predpokladejme, Ze z mnoziny M vybirame vrchol x a Ze pro mnozinu D tvrzeni
plati. Dokazeme sporem, Ze tvrzeni véty pak plati i pro vrchol z.

Zkusme tedy pro spor predpokladat, Ze nejkratsi cesta do x ma délku u(r,z) <
< U(zx). Vezméme nejkratsi cestu C' z vrcholu r do vrcholu z. Ozna¢me w prvni
vrchol této cesty, ktery nelezi v D, a dile ozna¢me v vrchol, ktery v cesté C' vrcholu
w bezprostfedné piedchézi, a ktery tedy v D lezi. Vsechny hrany z mnoziny E(v)
jiz v této chvili byly algoritmem zpracovany. Navic, nejkratsi cesta z r do w je ¢asti
cesty C. Jisté tedy plati U(w) = u(r,w). Proto také w # z, nebot U(z) > u(r, z).
Ponévadz nejkratsi cesta C' prochézi ptes w, plati u(r, w) +u(w, ) = u(r, z), a tedy
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U(w)+u(w,z) =u(r,z) < U(x) aodtud U(w) < U(zx). To je vSak spor s pravidlem
pro vybér vrcholu  (méli jsme vybrat vrchol w). Nejkratsi cesta do = tedy musela
mit délku u(r,z) = U(x). O

6.5.2 Dijkstruav algoritmus. V literatufe byva pro vypocet nejkratsich cest
v grafu s nezdpornymi délkami hran doporucovan tzv. Dijkstriv algoritmus. Je to
algoritmus témér totozny s algoritmem, ktery jsme nazvali modifikovany Dijkstriv.
Odlisnost spoc¢iva v tom, ze namisto mnoziny M se v ném udrZuje mnozina vrchold
D, kterd obsahuje vrcholy, jejichz hodnota U je jiz definitivni a vybird se vrchol
s nejnizsi hodnotou U z mnoziny V(G) \ D.

Na grafech s nezapornymi délkami hran funguji oba algoritmy naprosto shodné
(az na manipulace s mnozinami M a D). Rozdil se projevi, jsou-li délky nékterych
hran zaporné. Modifikovany Dijkstrav algoritmus pracuje spravné i se zapornymi
délkami, ale v tomto pfipadé pro néj plati horsi ¢asovy odhad. Dijkstruv algoritmus
muze dat chybné vysledky, protoze neméa zadnou moznost zpracovat néktery vrchol
vice nezZ jednou. (To ovSem neni zddné ostuda, on na to prosté neni urcen.)

Vzhledem k popularité Dijkstrova algoritmu uvedeme jej v plném znéni:

Vstup: Graf G, vychozi vrchol r a ohodnoceni hran a : E(G) — R takové, Ze pro
v8echny hrany plati a(e) > 0.

VYstup:  Pro kazdy vrchol v hodnoty U(v), ODKUD(v).

POMOCNE PROMENNE: MnozZina vrcholt D takové, ze pro v8echny vrcholy v € D
bude hodnota U (v) rovna vzdalenosti u(r,v).

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] U(r) := 0, pro v # r polozime U(v) := oo a déle D := ().

2. [Vybér vrcholu.] Jestlize pro vSechny vrcholy v € (V' \ D) plati U(v) = oo,
vypocet kond¢i. Jinak z mnoziny V' \ D vybereme vrchol z, ktery mé nejnizsi
hodnotu U(z), zafadime jej do mnoziny D a pokracujeme krokem 3.

3. [Zpracovdni hran vychdzejicich z vrcholu x.] Pro kazdou hranu e € E*(x)
provedeme krok 3a a po zpracovani vSech hran pokracujeme podle kroku 2.

3a. Polozime y := Kv(e). Jestlize plati U(x) + a(e) < U(y), pak provedeme
U(y) := U(z) + a(e) a ODKUD(y) := e.

Dodejme, Ze roli mnoziny M podezielych vrchold z modifikovaného Dijkstrova
algoritmu zde hraje mnozina (V \ D)N{v | U(v) < oco}.

6.5.3 Cviceni. Najdéte graf, ktery neobsahuje cyklus se zadpornou délkou, obsa-
huje hranu zaporné délky a Dijkstriav algoritmus v ném da chybné vysledky.

6.5.4 Nejkratsi cesta do konkrétniho vrcholu. Pokud nés zajimé nejkratsi
cesta pouze do jednoho cilového vrcholu, pak oba algoritmy (Dijkstrtiv i modifiko-
vany Dijkstriv) lze ukonéit, jakmile cilovy vrchol ¢ odebereme z mnoziny M (nebo
u Dijkstrova algoritmu zafadime do mnoziny D).
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Pokud mame stésti a cilovy vrchol vypocteme mezi prvnimi, tj. pokud jen mélo
vrchold grafu lezi v mensi vzdélenosti nez cilovy vrchol, muze to vypocet nékdy
i zna¢né urychlit. Ke zlepseni ¢asového odhadu to vSak nevede, protoze se miize
stat, ze cilovy vrchol bude nejvzdalenéjsi, a ze tedy bude vypocten az jako posledni.

6.6 Vyuziti dodateéné informace — algoritmus A*

Ve velmi rozsahlych grafech mohou byt vyse uvedené postupy prili§ pomalé. Namét
na zrychleni vypoctu je zalozen na vife, Ze pri hledani nejkratsi cesty z Prahy do
Brna je jisté zbytecné zkoumat cestu pres Plzen.

Pokud bychom dovedli spolehlive zjistit, ze nejkratsi cesta z vrcholu 7 do vrcholu
c zcela jisté nepovede pres vrchol v, mohli bychom zpracovani vrcholu v a hran s nim
incidentnich pfeskocit. Pracovali bychom s mensim grafem, a tedy rychleji. Krité-
rium pro vylouceni nékterych vrcholu lze chapat jako dodateénou informaci, ktera
muze urychlit vypocet. Potiz je v tom, zZe takové kritérium musi byt ,,usito na miru“
konkrétnim podminkdm tlohy (ptivodné zpravidla negrafové), a také v tom, Ze ové-
feni spravnosti kritéria (tj. Ze nevylou¢i pfili§ mnoho vrchold) nemusi byt nijak
snadné.

Uvedeme jednoduchou modifikaci Dijkstrova algoritmu, ktera pouziva dodatec-
nou informaci ve formé ohodnoceni vrchold h(v).

6.6.1 Heuristicka funkce. Jako dodateénou informaci pouzijeme ohodnoceni
vrcholtl i : V' — R, které spliiuje pro kazdou hranu (z,y) podminku

(6.5) a(z,y) = h(z) = h(y) .

Splnéni této podminky lze pro vSechny hrany grafu snadno oveérit.

Aby hodnoty h mély priznivy vliv na rychlost vypoctu, je tfeba vzit do hry
cilovy vrchol ¢ a hodnoty i pro néj ,usit na miru“. Doporucuje se, aby hodnoty
h(v) byly dolnim odhadem vzdalenosti z vrcholu v do cilového vrcholu ¢, tj. aby
pro kazdy vrchol v platilo h(v) < u(v,c). Cim bude odhad presndjsi, tj. ¢im bude
hodnota h(v) blize skute¢né vzdélenosti u(v, c), tim bude vypodet rychlejsi.

Jako ptriklad hodnot h vhodnych pro hledéni nejkratsich cest v silni¢ni siti se
uvadi vzdalenost do cilového mista méfend vzdusnou ¢arou. Podminky v tomto
pripadé neni tfeba ovéfovat, protoze vyplyvaji z geometrickych vlastnosti prostoru.

6.6.2 Algoritmus A* (Dijkstrv algoritmus s heuristikou) se od klasického Dijk-
strova algoritmu lisi v jediné véci: pti vybéru vrcholu, ktery mé byt v kroku 2
zafazen do mnoziny D, volime vzdy vrchol z, ktery mé nejnizsi hodnotu U (z)+h(z).
Stejnou tpravu lze samoziejmé udélat i pro modifikovany Dijkstriv algoritmus|6.3.5
Pro dtikaz spravnosti upravenych algoritmt budeme potiebovat toto lemma:

6.6.3 Lemma. Plati-li nerovnost (6.5) pro vSechny hrany grafu, pak pro kazdé
dva vrcholy x,y plati také nerovnost u(x,y) > h(x) — h(y).
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DUkAZ snadno ziskdme sectenim nerovnosti (6.5) pro vSechny hrany nejkratsi
cesty z x do y. |

6.6.4 Vé&ta (spravnost algoritmu A¥*). Pfedpoklddejme, Ze vSechny hrany
grafu maji nezdporné délky a Ze ohodnoceni vrcholi h spliiuje pro vSechny hrany
podminku . Pak pro vsechny vrcholy x zarazené algoritmem do mnoziny
D plati U(z) = u(r,z). (Jinak Feceno, pak algoritmus [6.6.2] po¢ita spravné.)

DUKAZ je podobny diikazu klasického Dijkstrova algoritmu, viz také [6.5.1]

Na zacatku je D = {r} a tvrzeni véty plati. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati
pro mnozinu D dosud vybranych vrchold a Zze nyni vybirame vrchol x z mnoziny
M= {V\D)n{v|U(w) < co}. Ukdzeme, ze tvrzeni véty plati i pro vrchol z.

Zkusme tedy pro spor predpokladat, ze nejkratsi cesta do vrcholu x ma délku
u(r,x) < U(z). Oznaéme tuto cestu C, déle oznacme w prvni vrchol této cesty, ktery
nelezi v D, a konecné ozna¢me v vrchol, ktery v cesté C' vrcholu w bezprostfedné
predchézi, a ktery tedy v D lezi. Viechny hrany z mnoziny EV(v) jiz v této chvili
byly algoritmem zpracovany. Navic, nejkratsi cesta z r do w je ¢asti cesty C. Jisté
tedy plati U(w) = u(r,w). Proto také w # z, nebot U(z) > u(r,z). Ponévadz
nejkratsi cesta C' prochdzi pies w, plati u(r, w) + u(w, z) = u(r,x), a tedy U(w) +
+ u(w,z) = u(r,z) < U(z). (AZ sem to bylo stejné jako v dikaze pro klasicky
Dijkstriiv algoritmus.)

Z lemmatu [6.6.3] plyne h(w) < u(w,z) 4+ h(z) a odtud sectenim s piedchozi
nerovnosti dostaneme U(w) + u(w,z) + h(w) < U(x) + u(w,z) + h(z), a tedy
U(w) + h(w) < U(x) + h(x). To je vSak spor s pravidlem pro vybér vrcholu z.
Nejkratsi cesta do x tedy musela mit délku u(r, z) = U(x). O

6.6.5 Poznamky. Rychlost algoritmu A* je zalozena na tom, Ze vypocet ukon-
¢ime ihned po nalezeni definitivni vzdalenosti do cilového vrcholu a také na tom, Ze
vysoka hodnota h v néjakém vrcholu zptisobi, Ze tento vrchol nebude vybran, a tim
usetfime zpracovani hran, které z néj vychazeji. V krajnim pfipadé vsak i tento
algoritmus bude muset zpracovat vSechny vrcholy grafu.

Podminku splinuje trividlnim zptisobem i nulové ohodnoceni. Klasicky
Dijkstriv algoritmus 1ze tedy pokladat za specidlni piipad algoritmu [6.6.2

6.7 Vypocet matice vzdalenosti

Samoziejmé, k vypoctu matice vzdalenosti miZeme pouzit algoritmy popsané
v predchozich oddilech [6.2] az [6.5] Tyto algoritmy poskytuji vzdy jeden fadek hle-
dané matice U. Musime tedy vypocet opakovat pro kazdou volbu vychoziho vrcholu
r, tj. v grafu s n vrcholy celkem n-krat. Oddélené provedeni téchto vypocta ovsem
muze byt, a také obecné je, méné efektivni nez specidlni algoritmus poskytujici celou
matici najednou, nebot informace z jednoho vypoctu by mély byt vyuzity v ostat-
nich vypoctech. Proto se dale zaméfime na specialni algoritmy poskytujici celou ma-
tici U a pouze upozornime, zZe pro Fidké grafy je vihodnéjsi pocitat kazdy fadek ma-
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tice U oddélené. Také je tieba zvazit, ze cela matice vzdalenosti mize byt vétsi nez
dostupné pamét pocitace a ze mnohdy nepotiebujeme celou matici, ale jen jeji ¢ast.

Prvy z obou niZe uvedenych postupli je zajimavy spiSe teoreticky (srovnejte
s kapitolou @, druhy postup, Floyduv algoritmus, je nejen rychlejsi, ale navic
i jednoduchy a elegantni. Oba tyto postupy jsou zobecnény v kapitole [7}

6.7.1 Upravené nasobeni matic vychézi z matice délek hran A a postupné
poc¢ita posloupnost matic Uy, Us,...,U,—1, kde n je pocet vrcholi. Kazdd matice
U, z této posloupnosti ma tuto vlastnost:

up (i, 7) je délka nejkratsi cesty z ¢ do j, kterd ma nejvyse p hran.

V matici U; jsou délky nejkratsich cest, které maji nejvyse jednu hranu, tedy
U, = A. PonévadZ zadnd cesta nemuze obsahovat vice nez n — 1 hran, je U,_, = U
hledana matice vzdélenosti.

Zname-li matici Up_;, mizeme snadno vypocitat matici U, takto:

up(t, j) = minfup—1 (4, k) +alk, )} -

Nejkratsi cestu z ¢ do j, kterd ma nejvysSe p hran, totiz mizeme dostat tak,
ze vezmeme nejkrats$i cestu z ¢ do néjakého vrcholu k, kterda ma nejvyse p — 1
hran, k této cesté pfidame nejvyse jednu dalsi hranu z &k do j (pokud bylo k = j,
nepfiddvdme nic, proto méame v matici A na diagonéle nuly) a vezmeme nejkratsi
z takto ziskanych cest.

Zptisob vypoctu svou formou pfipomind nisobeni matic: hodnota na misté (i, j)
v matici U, zdvisi na i-tém Fadku matice U,—; a na j-tém sloupci matice A.
Podobnost je dokonce silnéjsi — staci v bézném postupu nasobeni matic nahradit
operaci nasobeni s¢itdnim a operaci séitani nahradit vybérem minima. Oznacime-li
tuto novou operaci s maticemi znakem ®, plati U, = Up_1 ® A.

Pifimy vypocet matice U,_1 = U pravé naznacenym postupem je sice jednodu-
chy na pochopeni, ale zbyte¢né pracny: jedno upravené nasobeni matic ® vyzaduje
zhruba n® operaci s¢itani a vybéru minima, celkova spotieba ¢asu tedy je O(n?).

Lze jej snadno zrychlit na O(n?log, n) tim, Ze nebudeme poéitat vechny matice
Uy, ale jen ty, kde p je mocninou dvojky, dokud nedosdhneme p > n — 1. Lze totiz
snadno dokazat, Ze nasobeni matic ® je asociativni (tj. nezalezi na uzavorkovani),
a tedy Uz, = U, ® Up, a navic, pokud v grafu neni cyklus se zdpornou délkou, jsou
matice U, pro p > n — 1 vSechny stejné a rovné hledané matici U.

Tento postup vyzaduje pouze log,n operaci upraveného nasobeni matic ®,
celkové spotieba ¢asu je tedy O(n3 log, n). Dale viak uvedeme rychlejsi a jednodussi
Floydiv algoritmus ktery vystadi s ¢asem O(n?).

Poznamenejme, Ze v grafu se zdpornym cyklem by byly vSechny matice U, rtizné
a obsahovaly by délky sledi, které by nemusely byt cestami.

6.7.2 Priklad. Vypoctéme matici vzdalenosti pro graf z obr. pomoci upra-
veného nasobeni matic. Budeme pocitat pouze matice Uy, Us, Uy, Us. Pfipomenme,
7e A=U; alUsg=U.
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0, -5, oo, o0, 3 0, -5, 0, oo, -3
0, 0, 5, oo, 2 00, 0, 4, 9, 2
Upr=] oo, o0, 0, 4, oo |, U= oo, o0, 0, 4, -1 ],
oo, 00, 00, 0, -5 oo, —7, =3, 0, -5
oo, —2, 2, oo, 0 co, —2, 2, 6, 0
0, -5, -1, 3, -3
00, 0, 4, 8, 2
Uy =Usg = oo, —3, 0, 4, -1
o, -7, -3, 0, =5
00, —2, 2, 6, 0

6.7.3 Floyduav algoritmus vychéazi z matice délek hran A a postupné pocita
posloupnost matic Uy, Uy, Us, ..., Uy, kde n je pocet vrcholti. Kazda matice Uy
z této posloupnosti mé tuto vlastnost:

ug (4, 7) = délka nejkratsi cesty z i do j takové, Ze kromé vrcholi 4, j cesta prochézi
pouze pres vrcholy z mnoziny {1,2, ..., k}.

V matici Uy jsou délky nejkratsich cest, které nesmi prochazet pies zddné vrcholy
(kromé pocatecniho a koncového), je tedy Uy = A. Naopak v matici U, jsou délky
nejkratsich cest, které jiz nejsou nijak omezeny, proto U, = U je hledana matice
vzdéalenosti.

Zname-li matici Uy_1, mizeme snadno vypocitat matici Uy takto:

(66) Uk(i,j) = min{uk_l(i,j), uk_l(i, k?) + Uk_l(k,j)} .

Nejkratsi cesta z i do j pfes vrcholy {1,2, ..., k} totiz bud neprochazi pfes vrchol
k a pak ma délku ui_1(4,7), nebo prochazi pres vrchol k a sklad4 se ze dvou ¢asti,
zido k az k do j, pficemz zadné z téchto ¢asti jiz pres vrchol k£ neprochazi. Soucet
jejich délek tedy je up—1(i, k) + ug—1(k, 5).

Postup vypoctu podle vzorce je patrny z obrazku na nasledujici strané.

Pro ru¢ni vypocet je tento vzorec postacujicim navodem, kazdou z matic Uy,
Uy, Us, ..., U, je vihodné zapisovat zvlast.

Pfi vypoctu na pocitaci by to vsak bylo zbytecnym plytvanim paméti. Ukazuje
se, ze vypocet 1ze provést ,na misté“, tj. v jediné matici M, ktera je zpocatku rovna
matici délek hran A, postupné je transformovana na Ui, Us,...,U,_1 a nakonec
obsahuje matici vzdalenosti U. Pfi transformaci matice Uy_1 na matici Uy se totiz
hodnoty v k-tém fadku a v k-tém sloupci neméni a transformace ostatnich prvka
jsou navzajem nezavislé. Cely algoritmus lze tedy zapsat takto:

Vstup: Matice M obsahujici délky hran.
VYsTUP: Je tvofen touZ matici M, kterd obsahuje vzdalenosti.

ALGORITMUS: )
pro k:=1,2,...,n proved:

proi:=1,2,...,n proved:
pro j :=1,2,...,n proved:
kdyz M(i,5) > M(i, k) + M(k, j),
pak proved M (i, j) := M (i, k) + M (k, 7).

CASOVE NAROKY: O(n?).
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6.7.4 Piiklad. Vypoétéme Floydovym algoritmem matici vzdalenosti pro graf
z obr. str. Piipomerime, ze Uy = A a Us = U.

0, | =5, oo, o0, 3 0, | =5, | oo, o0, 3
00, 0, 5, o0, 2 00, 0, 5, 00, 2
Uop = 0o, | oo, 0, 4, oo |, U, = 00, | 0o, 0, 4, oo |,
0o, | oo, 00, 0, -5 0o, | oo, | oo, 0, -5
0o, | —2, 2, oo, 0 0o, | —2, 2, oo, 0
0, 5, 0, | o0, —3 0, -5, 0,4, | -3
00, 0, 5, | oo, 2 00, 0, 5 19, 2
Ua = oo, 00, 0, 4, oo , Uz = o0, 00, 0, |4, | ,
00, 00, | 00, 0, -5 oo, o0, oo, |0,| =5
oo, —2, 2, | oo, 0 oo, —2, 2, | 6, 0
0, -5, 0, 4, | -3 0, -5, -1, 3, =3
0, 0, 5 9, 2 0, 0, 4, 8, 2
Ug = o0, 00, 0, 4, -1 s Us = oo, —3, 0, 4, -1
co, oo, oo, 0, =5 o0, -7, -3, 0, =5
o0, —2, 2, 6, 0 oo, —2, 2, 6, 0

Zvyraznény jsou vzdy k-ty sloupec a k-ty fadek, ktery je pouzit k vypoctu
nasledujici matice Uy.

¢ EJ]
D

(%)

Obrazek 6.4: Schéma vypoctu Floydova algoritmu.

6.7.5 Cviéeni. Vypoctéte Floydovym algoritmem matici vzdalenosti pro graf

z obr. [6.3] str.

6.7.6 Cviceni. Je mozné upravit Floydav algoritmus tak, aby navic vytvafel
matici @, jejiz libovolny prvek Q(i,j) by byl jménem vrcholu, ktery v nejkratsi
cesté z ¢ do j tésné nasleduje za vrcholem 7?7

Motivace: Mnohé automapy obsahuji matici vzdéalenosti vybranych mést, casto
vSak neni jasné, kudy nejkratsi cesty vedou. Z matice () by mélo byt okamzité
patrné, zda napf. z Jindfichova Hradce do Prahy vede nejkratsi cesta pfes Tabor,
nebo pres Pelhfimov. Dalsi pouziti je pii smérovani paketl v pocitacovych sitich.

6.8 Hledani cykla se zapornou délkou

Algoritmy uvedené v [6.2] az [6.7] pro hledéni nejkratsich cest pracuji spravné pouze
za predpokladu, ze graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou. Nyni uvedeme, jak
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lze platnost tohoto predpokladu ovérit. Nékdy je dokonce treba umét cyklus se
zapornou délkou najit. Jako piiklad lze uvést tlohu 2:2.8] str. 3 o ndkladnim
parniku a také algoritmus|[8.6.3] str. pro hledani nejlevnéjsiho toku v siti.

Uvedeme dva zpiisoby zjistovani cykli se zapornou délkou. Prvy z nich je zalozen
na Floydové algoritmu[6.7.3]a na nasledujici vété druhy je odvozen z algoritmil
oddilu pro hledani cest z jednoho vyjchoziho vrcholu.

6.8.1 Véta. Graf obsahuje cyklus o zaporné délce pravé tehdy, kdyz matice
M vypoctend Floydovym algoritmem obsahuje na diagonale zapornou hodnotu
M(i,i) < 0.
DUKAZ: Pokud graf obsahuje cyklus se zapornou délkou, ozna¢me k vrchol, ktery
+ U(k,i) <0, tedy Ug—1(i, k) + Ur—1(k, i) < 0, a proto Ug(7,7) < 0. Tato hodnota
jiz nemize stoupnout, proto bude zaporna i ve vysledné matici.

Je-li na diagonale matice M zaporna hodnota, ozna¢me k index matice, ve které
k tomu poprvé doslo, tj. kde Ug(i,i) < 0. V pfedchozi matici Ux_1 tedy platilo
Uk—1(i, k) + Ug_1(k,i) < 0, cesty z vrcholu 7 do k a zpét tedy dohromady tvoii
uzavieny sled o zaporné délce. Ten je bud sam cyklem o zdporné délce, anebo se
sklada z cykld, z nichz alespon jeden ma zapornou délku. a

PozNAMKA: Test, zda se na diagonale matice M vyskytuje zdporny prvek, lze
délat jiz béhem vypoctu Floydova algoritmu. Casovy odhad O(n?) se tim nezhorsi.

Zbyvajici ¢ast tohoto oddilu se zabyva hledanim cykli se zapornou délkou
metodami, které jsou odvozeny od zakladniho schématu vypocétu vzdalenosti|[6.2.1
str.

6.8.2 Véta. Mé&jme graf, ktery obsahuje cyklus o zaporné délce takovy, Ze vrcholy
tohoto cyklu jsou orientované dostupné z vychoziho vrcholu r. Pak vypocet podle
zékladniho schématu vypoctu vzdalenosti [6.2.1] nikdy neskonci. Déale pak plati, ze
béhem (nekone¢ného) vypoctu je U(x) vidy délkou néjakého sledu (tj. ne nutné
cesty) z vrcholu r do vrcholu z. Jsou-li navic udrzovéany hodnoty P podle pak
hodnoty P(z) pro néktery vrchol  rostou do nekoneéna.

DUKAZ: Trojihelnikova nerovnost , str. [91| nemtze platit pro vSechny hrany
cyklu, ktery mé zapornou délku. Kdyby totiz platila, dostali bychom se¢tenim téchto
nerovnosti spor. To ovSem znamen4, Ze jakmile algoritmus dosdhne vrcholu nékte-
rého cyklu o zaporné délce, bude v tomto cyklu vzdy existovat nejméné jedna hrana,
ktera nerovnost nespliuje, a kterd tedy vynuti dalsi pokracovani vypoctu.
Tvrzeni o hodnotach U(z) a P(z) plyne z dikazu lemmatu O

PozNAMKA: Tato véta samoziejmé plati pro vSechny algoritmy, které jsou ze
zékladniho schématu odvozeny.

Pomoci hodnot P(z) 1ze béhem vypoctu poznat, ze v grafu je cyklus se zdpornou
délkou. Chceme-li jej také najit (tj. nejen zjistit, Ze existuje), je tfeba udrzovat
hodnoty ODKUD podle [6.2.6] str.[03] Zaporny cyklus se pak v hodnotdch ODKUD
dfive ¢i pozdéji objevi:
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6.8.3 Véta. Graf obsahuje cyklus se zapornou délkou dostupny z vrcholu r
pravé tehdy, kdyz algoritmus nebo dosdhne stavu, kdy hrany obsazené
v hodnotidch ODKUD tvoii cyklus. Pokud hodnoty ODKUD obsahuji cyklus, pak
tento cyklus mé zapornou délku.

DUKAz: Dtikaz, ze pokud hodnoty ODKUD obsahuji cyklus, ma tento cyklus
zapornou délku, je obsazen v diikaze lemmatu [6.2.4

Predpokladejme tedy naopak, ze v grafu existuje cyklus se zapornou délkou a Ze
tento cyklus je dostupny z vrcholu r. V kazdém okamziku (nekoneéného) vypoctu
pro kazdy vrchol v plati, Ze U(v) je délkou sledu z vrcholu r do vrcholu v. Ozna¢me
C pocet vSech cest, které zacinaji ve vrcholu r. Nejpozdéji po C' zménach hodnot
U jiz nemuZe byt pravdou, Ze kazda hodnota U(v) je délkou né&jaké cesty z r do v.
Neékterd hodnota U (v) proto musi byt délkou sledu, ktery neni cestou, a ktery tedy
obsahuje cyklus. Tento cyklus je dostupny z vrcholu r a hrany tohoto cyklu jsou
obsazeny v hodnotach ODKUD téch vrchold, kterymi cyklus prochazi. O

6.8.4 Hledani cykla se zapornou délkou. Pouzijeme dva triky:

Abychom se nemuseli starat, zda ptipadny zaporny cyklus je dostupny z vycho-
ziho vrcholu, pfiddme ke grafu jeden novy vrchol (oznaéime jej r) a nové hrany
o nulové délce z vrcholu r do vSech vrcholid ptivodniho grafu. Existence nebo ne-
existence cyklu o zaporné délce tim neni nijak ovlivnéna, ale vSechny vrcholy jsou
nyni dostupné z pridaného vychoziho vrcholu r.

Vrchol r neni nutno ptidavat doopravdy. Stac¢i, kdyz vypocet zahajime tak, jako
kdyby tento vrchol byl ke grafu pfiddn a vzapéti byly zpracovany vSechny hrany,

které z néj vychazeji: pro vSechny vrcholy pivodniho grafu polozime U(z) := 0
a ODKUD(z) := h, kde h je fiktivni jméno, které znamend ,nékterd z pridanych

hran“. V dalsim vypoctu uz vrchol r nikdy nevstoupi do hry. Pozor: diky odlisné
inicializaci takto upraveny algoritmus jiz nepocita vzdalenosti v puvodnim grafu,
ale vzdalenosti od pfidaného vrcholu r. To v8ak nevadi, ted nam jde o zdporné cykly.

Dalsi trik se tykd evidence po¢tu hran P(x) v cesté (nebo sledu), jejiz délka je
U(z). Udélame to podobné jako v str. pouze na zacatku pro kazdy vrchol
2 polozime P(x) := 1, abychom zapocitali hranu z pfidaného vrcholu 7.

Pokud graf neobsahuje cyklus zaporné délky, vypocet skon¢i a pro vsSechny
vrcholy x bude platit P(z) < n (kde n je pocet vrcholi pavodniho grafu).

Pokud graf obsahuje cyklus zaporné délky, pak se diky predchozi vété [6.8.3
néktery z téchto cykli objevi v hodnotdach ODKUD a hrany tohoto cyklu potom
vynuti dalsi pokracovani vypoétu, dokud pro néktery vrchol x nenastane P(z) > n.

Béhem vypoctu tedy budeme pravidelné (napt. vzdy pii kazdém zvyseni hod-
noty P(y)) testovat, zda P(y) > n. Pokud to nastane, vypocet ukonéime, nebot pak
totiz U(y) je délkou a P(y) je po¢tem hran ve sledu z r do y. Tento sled neni cestou,
a obsahuje tedy cyklus zaporné délky. Hrany tohoto cyklu jsou obsazeny v hodno-
tach ODKUD. Postupem proti sméru hran ODKUD pak lze zaporny cyklus najit.

Test, zda hodnoty ODKUD obsahuji cyklus, by bylo mozno délat i dfive, nez na-
stane P(y) > n. Pfipadny zdporny cyklus bychom tak mohli najit dfive. Takovy test
vSak vyzaduje ¢as tmérny n, jeho Casté opakovani by mohlo zhorsit ¢asovy odhad.
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Kapitola 7

Algebraické souvislosti tloh
o sledech

Cilem této kapitoly je ukazat nékolik tloh, které, ac¢ jsou na prvy pohled rozli¢né,
maji spolecné jadro. Presnéji, plati pro né analogické vztahy a lze je fesit analogic-
kymi postupy.

Pfedem poznamenejme, ze tato kapitola klade trochu vétsi naroky na schopnost

vevs

preskocit bez ztraty souvislosti, zbytek knihy na ni nenavazuje.

V této kapitole nam ptijde o dvé ¢astecné se prekryvajici skupiny tloh.

Ulohy prvni skupiny lze charakterizovat takto: Je dan orientovany graf s ohodno-
cenymi hranami a dale je dan zptisob, jak urcit hodnotu libovolného orientovaného
sledu na zdkladé hodnot jeho hran (tuto operaci ozna¢ime ®), a zptsob, jak z hodnot
vSech orientovanych sledu spojujicich dané dva vrcholy a, b urcéit hodnotu spojeni
mezi témito vrcholy (tuto operaci oznacime @).

Napriklad pfi vypoctu délky nejkratsiho sledu se¢itame délky jednotlivych
hran ve sledu (coz je zde operace ®) a z takto ziskanych hodnot sledd vybirdme
minimum (coZ je zde operace ®). Pi hledani sledu s nejvétsi propustnosti poc¢itdme
propustnost kazdého sledu jako minimum z ohodnoceni hran (operace ®) a z takto
ziskanych propustnosti jednotlivich sledi vybirdme maximum (operace @). Dalsi
ptiklady pouziti jsou uvedeny v oddile

Jednotlivé tlohy prvni skupiny se lisi vlastné jen algebraickymi operacemi ®
a @. Pokud tyto operace spliiuji podminky pro tzv. uzavieny polookruh (viz|7.1)),
1ze pro feSeni téchto tloh pouzit postupy popsané v a Pr1i splnéni nékterych
dalsich podminek 1ze pro feseni téchto tiloh také upravit postupy popsané v kapitole
[6] o nejkratsich cestach.

Druha skupina tloh tésné souvisi s fesenim soustav linearnich rovnic. K soustaveé
rovnic lze sestrojit graf s ohodnocenymi hranami, feseni soustavy budeme hledat
jako ohodnoceni vrcholil, které ma uréity vztah k ohodnoceni hran. V oddile
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uvedeme nékolik zptisobl FeSeni, které podstatné vyuzivaji grafovy popis tlohy.
Poznamenejme, ze v nékterych pfipadech soustava linedrnich rovnic vyjadiuje
vztahy, které lze pfimo znézornit grafem. Pak neni nutno soustavu rovnic explicite
sestavovat, jeji FeSeni lze ziskat pfimo z grafu.

Nejprve se v oddilech [7.1] az [7.4] budeme zabjvat tilohami prvni skupiny.

7.1 Polookruh a uzavieny polookruh

Abychom mohli v koneéném case spocitat hodnoty spojeni, tj. hodnoty, které
zévisi na vSech (tedy moznd i nekoneéné mnoha) sledech mezi dvéma vrcholy,
musi algebraické operace @ a ® splnovat urc¢ité podminky. Tyto podminky jsou
shrnuty v algebraickych pojmech polookruhu a uzavieného polookruhu. Budou-li
tyto podminky splnény, budeme moci zarucit, Ze algoritmy pro vypocet hodnot
spojeni pracuji spravneé.

7.1.1 Polookruh. Polookruh je usporddand pétice P = (P, ®,®,0,1), ktera se
skldda z

e mnoziny prvki P (tzv. nosné mnoziny),

e binarni operace sefitani & na mnoziné P,
e binarni operace nasobeni ® na mnoziné P,
e tzv. nulového prvku 0 € P,

e tzv. jednotkového prvku 1 € P,

jestlize pro vSechna a, b, c € P plati tyto podminky:

adb=bPa,
a®bdc)=(adb)Dec,
ap0=0ha=a,

a® (b®c)=(a®b)®ec,
a®1l1=1®a=a,
a®0=0®a=0,
a®@b®dc)=(a®b) ®(a®c),
(adb)@c=(a®c)® (b®c).

PN TR W

7.1.2 Priklad: ¢isla. Nejbéznéjsim piikladem polookruhu je polookruh realnych
¢isel, kde nosnéd mnozina P je mnozinou vsSech cisel, operace @ a ® jsou bézné
operace secitani a nasobeni a roli nulového a jednotkového prvku hraji bézna nula
a bézna jednicka, tj. 0 =0a 1 = 1.

Pokud jako nosnou mnozinu P zvolime vS8echna pfirozend ¢isla (vCetné nuly),
dostaneme také polookruh a podobné tomu je i s nékterymi dal$imi mnozinami
Cisel, napf. s mnozinou vsech celych ¢isel, mnozinou vsech racionalnich ¢isel atd. Je
dilezité, aby nosnd mnozina P byla tzv. uzaviena vaci operacim @ a ®, tj. aby pro
kazdou dvojici operandii z mnoziny P byl vysledek operace také prvkem mnoziny P.
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7.1.3 Poznamky k definici polookruhu. Prvky mnoziny P nemusi byt ¢isla
a operace & a ® nemusi byt klasickymi operacemi s ¢isly. Operace & a ® mohou
byt jakékoli zobrazeni @ : P? — P, ® : P2 — P, které pfifazuji kazdé usporadané
dvojici prvka z P néjaky prvek z P (totiz jejich ,soudet a ,soudin®), pokud tato
zobrazeni spliuji podminky 1 az 8.

Prvky 0 € P a1 € P se od ostatnich prvkt mnoziny P lisi tim, ze spliuji pod-
minky 3, 5 a 6. Tyto prvky nazyvame nulovym a jednotkovym prvkem polookruhu,
ale pozor: tyto nazvy nevyjadiuji ¢iselnou hodnotu, ale roli, kterou tyto prvky hraji
viiéi operacim @ a ®. Rikdme, ze nulovy prvek O je neutralni vici se¢itani (pod-
minka 3) a agresivni vii¢i ndsobeni (podminka 6), zatimco jednotkovy prvek 1 je
neutralni vici nasobeni.

Operaci ® pouzijeme k vypoctu hodnoty sledu na zékladé hodnot jeho hran.
Prvek 1 pouzijeme jako hodnotu trivialniho sledu, ktery nema zadnou hranu, a proto
hodnotu sledu neovlivni. Prvek 0 bude vyjadfovat neexistenci sledu. Podminky 4,
5 a 6 zarucuji, Zze operace ® ma z tohoto hlediska ,rozumné“ vlastnosti.

Operaci & pouzijeme k vypoctu hodnoty spojeni mezi vrcholy na zakladé hodnot
sledd. Podminky 1, 2 a 3 zarucuji rozumné vlastnosti samotné operace @®.

Vsimnéte si, ze u operace @ je v definici polookruhu pozadovana komutativita,
tj. a ® b = b @ a. Je to proto, aby nezalezelo na poradi, v jakém secitdme hodnoty
sledti. Naproti tomu u operace ® komutativita pozadovana neni. To znamena, Ze
vysledek nésobeni obecné muize zaviset na poradi ciniteld. Toto potadi odpovida
poradi hran ve sledu, jehoz hodnotu pocitame.
hodnoty spojeni mezi dvéma vrcholy, aniz bychom museli explicite znat a secitat
hodnoty vSech jednotlivych sledt mezi témito vrcholy.

Nyni uvedeme nékolik prikladt polookruhi.

7.1.4 Priklad: booleovsky polookruh. Jednoduchym piikladem polookruhu
je tzv. booleovsky polookruh B = (P,®,®,0, 1), definovany takto: P = {0,1},0=0
a 1l = 1. Operace ® a ® jsou definovany tabulkami

o0 1 ®[0 1
00 1 00 0
111 1 110 1

Plati tedy = ® y = max(z,y), ¢ ® y = min(x, y). Interpretujeme-li hodnotu 1 jako
ypravda“ a 0 jako ,nepravda“, pak operace @ je logickym souctem (z V y), operace
® je logickym soucinem (z & y). Ovéite platnost podminek 1 az 8.

7.1.5 Priklad: mnoZiny Nosnou mnoZinou P je mnoZina vSech podmnoZin
néjaké mnoziny M. Operace @ je sjednoceni a operace ® je prunik podmnozin.
Nulovym prvkem 0 je prazdna mnozina, jednotkovym prvkem 1 je cela mnozina
M. Ovéite, ze je to polookruh.

7.1.6 Uzavieny polookruh. Polookruh P = (P, @, ®, 0, 1) nazveme uzavienym
polookruhem, jestlize kromé podminek 1 az 8 z spliiuje navic podminky:
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9. Kazdé posloupnosti {a;}$2, prvki z mnoziny P je piifazen uréity prvek z P,
ktery nazveme souctem a oznacime a1 ®as Paz @ ...

10. Podminky 1, 2, 3, 7 a 8 plati i pro nekonecné soucty.
V uzavieném polookruhu definujeme operaci uzdvéru * predpisem
a*=10a®(@®a)P(a®a®a)...

7 podminek 1 az 10 vyplyvaji nasledujici vlastnosti operace x*:

0t = 1,
(7.1) a®a* = a*®a,
a* = 1d(a®a*).

Poznamenejme, Ze existence sou¢tu nekonecéné fady (tj. podminka 9) nevyplyva
z vlastnosti polookruhu 1 az 8. Vzpomente si na konvergenci fad realnych cisel.
Realné ¢isla s béznym secitanim a nasobenim tedy jsou polookruhem, ale nikoli
uzavienym polookruhem.

Pokud se omezime pouze na nezdpornd Cisla (redlnd nebo ptirozend) s béZnymi
operacemi sc¢itani a nasobeni a priddme-li k mnoziné P prvek oo, dostaneme
polookruh uzavieny, v némz plati

o 1/(1—a) proa<1,
00 proa > 1.

Booleovsky polookruh a polookruh mnozin jsou také uzavienymi
polookruhy. Piiklady dalsich uzavienych polookruhii jsou v tabulce na nasle-
dujici strané, priklady jejich pouziti a nékolik dalSich polookruhi jsou uvedeny
v oddile

Poznamenejme, ze podstatny rozdil mezi polookruhem a uzavienym polookru-
hem je ten, ze v uzavieném polookruhu zarucujeme existenci a rozumné vlastnosti
vSech nekonecénych soucti.

Vlastnosti uzavieného polookruhu vyuzijeme tehdy, kdyz graf obsahuje cykly,
a mezi né€kterymi vrcholy tedy existuje nekonec¢né mnoho sledi. I v téchto pripadech
pak lze zarudit existenci a rozumné vlastnosti hodnot spojeni. Pomoci operace
uzévéru * budeme schopni v koneéném poctu kroki se¢ist hodnoty v8ech (nekoneéné
mnoha) sledi mezi dvéma vrcholy.

Konkrétné, operaci uzavéru a* pouzijeme pro vypocet souc¢tu hodnot vsech sledi,
které opakované (nula nebo vicekrat) prochézeji cyklem, ktery ma hodnotu a.

7.1.7 Polookruhy matic. Z prvkiu libovolného poolookruhu mtizeme sestavovat
matice podobné, jako délame matice ¢isel. Pro matice s prvky z néjakého polookruhu
muzeme definovat operace se¢itani a nasobeni zptsobem, na ktery jsme zvykli
z oboru redlnych ¢isel, pouze s tim rozdilem, Ze bézné operace + a - nahradime
polookruhovymi operacemi @ a ®.
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L [ P [ele][ 0o [ 1 | o [ viz |
B 0,1} J[max[min|] 0 | 1 ] 1 |7.2.3]
tranzitivni uzavér grafu
Py | RU{-00,00} | min | + 00 0 0 proa=0 ", ,
—oco proa<0
nejkratsi sled
P2 | RU{—00,00} | max | + —0o0 0 CBO EEZ Z z g 7.2.5

nejdelsi sled
Ps (0,1) [max| - | o [ 1 | 1 17.2.6|

nejspolehlivéjsi sled

konec¢na
Ps | uspofddand | max | min | min{P} | max{P} max{ P} 7.2.7]
mnozina
nejsirsi sled
p, | Podmnozny | 0 M M 7.2.8
mnoziny M
které predmeéty lze dopravit
1 proa=0
P NuU . 0 1 7.2.2
© {oo} + oo proa>1
pocet orientovanych sledua
1/(1—a) proa<1
P 0 U . 0 1 7.2.9
7 | (0,00) U{oo} + 00 proa >1

nédhodné prochézka, pravdépodobnost dosazeni vrcholu

Tabulka 7.1: Piiklady uzavienych polookruhti. Dalsi priklady jsou uvedeny v textu
(2100 az [[2.111

Prikladem je upravené nésobeni matic, které jsme pouzili v str. |106
pro vypocet matice VzdélenostiE] Jednalo se o nasobeni matic, jejichz prvky byly
z polookruhu P;.

Vsechny matice typu nxn s prvky z polookruhu P tvori polookruh. Roli nulového
prvku zde hraje nulovd matice (slozend z nulovych prvkia 0 polookruhu P), roli
jednotkového prvku hraje jednotkova matice F, ktera ma na diagonale 1 a mimo
diagonéalu 0.

Byl-li polookruh P uzavieny, bude uzavieny i prislusny polookruh matic. Uzavér
matice pak je definovan jako nekoneény soucet

A =10A0(ARA) 6 (ARARA). ..

1Pozor, operace nasobeni je sice stejna, ale v jsme néasobili matice, které byly definovany
trochu jinak, nez jak budeme definovat matici H v
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7.2 Ulohy o spojenich a jejich aplikace

7.2.1 Uloha o spojenich. Pfedpokladejme, Ze je dan orientovany graf G a uza-
vieny polookruh (P, ®,®,0,1) a ze hrany grafu jsou ohodnoceny hodnotami z to-
hoto polookruhu, tj. je ddno zobrazeni h : E(G) — P. Hodnotu h(e) nazvéme
hodnotou hrany e.

Je-1i @ posloupnost hran ej, es, ..., ex, kterd tvori orientovany sled, pak hodnotu
sledu h(Q) definujeme jako souéin hodnot jednotlivych hran, tj.

h(Q) = h(el) ® h(ez) &...Q h(ek) .

Hodnotu trividlniho sledu (tj. sledu, ktery neobsahuje Zddnou hranu) definujeme
jako 1. Poznamenejme, Ze pokud operace ® neni komutativni (a to byt nemusi), je
tfeba nasobit hodnoty hran ve stejném potadi, v jakém se vyskytuji ve sledu.

Jsou-li z,y dva vrcholy grafu, pak hodnotu spojeni z vrcholu x do vrcholu y
znacime s(x,y) a definujeme ji jako soucet @ hodnot vSech (tj. mozné i nekonecné
mnoha) orientovanych slediit z vrcholu x do vrcholu y. Poznamenejme, Ze tento
souCet v uzavieném polookruhu vzdy existuje. Pravé proto jsme pozadovali, aby
polookruh byl uzavteny.

Pokud z x do y nevede zadny sled, pak hodnota spojeni s(z,y) = 0, coz odpovida
souctu prazdné mnoziny séitanci.

Ukolem je najit hodnotu spojeni s(x,%) pro dané (napi. vSechny) uspoiddané
dvojice vrcholu z, y.

Metodami vypoc¢tu hodnot spojeni se budeme zabyvat v a nejprve vsak
uvedeme nékolik konkrétnich priklada.

Pro snazsi vyjadfovani zavedme matici H, jejiz libovolny prvek h(x,y) je roven
souctu hodnot vsech hran vedoucich z x do y. Nevede-li z z do y zZadna hrana,
klademe h(z,y) = 0.

Hledané hodnoty spojeni s(z,y) uspofaddejme téz do tvaru matice, oznacme ji S.
Pozdéji ukazeme, ze S = H*, viz[7.3.8] str.[124]

7.2.2 Pocet orientovanych sledu. Kazdou hranu grafu ohodnotime jednickou
z polookruhu Pg prirozenych ¢isel s co a s béznymi operacemi séitani a nasobeni.
Hodnota spojeni s(x,y) je pak rovna poétu vSech orientovanych sledi z = do y.

Matice H je zde matici sousednosti, jejimi prvky jsou ndsobnosti hran (viz
str. . Pokud graf obsahuje cyklus, pak nékteré hodnoty spojeni v matici S jsou
rovny oo.

7.2.3 Tranzitivni a reflexivni uzavér, dostupnost. Kazdou hranu grafu
ohodnotime jednotkou z booleovského polookruhu B. Potom kazdy sled bude mit
hodnotu 1 a hodnota spojeni s(z,y) bude rovna 1 pravé tehdy, existuje-li oriento-
vany sled z z do y (srov. s str. a[5.4] str. BI).

Matici dostupnosti D¢ tedy ziskdme jako uzdvér H* matice hodnot hran H.
Je-li graf prosty, je matice H rovna matici sousednosti Mé‘ grafu G.
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7.2.4 Nejkratsi sled. Délky hran budeme chéapat jako hodnoty z uzavieného
polookruhu P, v némz & = min a ® = +. Potom hodnota spojeni s(x,y) je
rovna délce nejkratsiho sledu z vrcholu x do vrcholu y. Jestlize graf neobsahuje
cyklus se zapornou délkou, pak podle je matice hodnot spojeni S rovna matici
vzdalenosti. V opacném pfipadé budou nékteré hodnoty spojeni rovny —oo.

7.2.5 Nejdelsi sled. Délky hran budeme chapat jako hodnoty z uzavieného
polookruhu Ps, v némz & = max a ® = +. Potom hodnota spojeni s(z,y) je rovna
délce nejdelsiho sledu z vrcholu x do vrcholu y. Obsahuje-li graf cyklus s kladnou
délkou, budou nékteré hodnoty spojeni rovny oco.

7.2.6 Nejspolehlivéjsi sled. Sit pro dalkovy prenos dat znézornéme grafem
tak, ze jednotlivym linkdm odpovidaji hrany. Kazda hrana je ohodnocena pravdé-
podobnosti, Ze pfislusnd linka bude po dobu pfenosu (napf¥. 10 minut) pracovat bez
poruchy. Predpoklddame, Ze poruchy jednotlivych linek jsou navzajem nezavislé.
Hledame sled mezi danymi dvéma vrcholy s nejvétsi spolehlivosti.

Pravdépodobnosti jednotlivych hran budeme chépat jako hodnoty z uzavieného
polookruhu Ps, kde P = (0,1) a kde ® = max a ® je bézné nasobeni. Hodnotou
sledu je jeho spolehlivost, tj. pravdépodobnost, ze vSechny jeho hrany budou fungo-
vat. Diky nezavislosti poruch je spolehlivost sledu rovna soucinu pravdépodobnosti
jeho hran. Hodnota spojeni s(x, y) je pak rovna spolehlivosti nejspolehlivéjsiho sledu
z = do y. (Srovnejte s str. [46] kde je pomoci logaritmii tato tloha ptrevedena
na hledani nejkratsi cesty.)

7.2.7 Sled s nejvétsi propustnosti (nejsirsi sled). Spojovaci sit (ale tieba
i vodovodni) opét zndzornime grafem tak, Ze linkdm odpovidaji hrany. Kazda hrana
grafu je ohodnocena propustnosti (pfenosovou kapacitou, Sifkou). Propustnost
sledu je rovna propustnosti nejméné propustné hrany. Hleddme sled s nejvétsi
propustnosti, ktera spojuje dané dva vrcholy.

Propustnosti jednotlivych hran budeme poklddat za hodnoty z uzavieného
polookruhu Py, v némz @& = max a ® = min. Potom hodnota spojeni s(z,y) je
rovna maximéalni propustnosti sledu z vrcholu x do vrcholu y.

Zminku zasluhuje volba mnoziny P v tomto polookruhu. Zdanlivé staci, aby
P byla mnozina vSech hodnot propustnosti hran. Jako sitku sledu totiz nemtizeme
dostat nic, co by nelezelo v této mnoziné. Pokud ovSem chceme, abychom neexistenci
sledu z vrcholu = do vrcholu y mohli poznat podle toho, Ze s(z,y) = 0, je tieba,
aby prvkem 0 (tj. nejmensim prvkem mnoziny P) nebyla ohodnocena zddné hrana.
Pro vétsi nazornost si ovsem muzeme k mnoziné P pridat i dalsi hodnoty, napf.
—00 a 00, které pak budou plnit role nulového a jednotkového prvku.

Za zminku také stoji fakt, ze pokud mnozina P je dvouprvkova, pak polookruh
P4 je booleovskym polookruhem.

7.2.8 Které predméty lze dopravit. Mame mnoZinu M nebezpeénych pred-
méti a dopravni sit, kterou pokladame za orientovany graf. Pro kazdou hranu grafu
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mame seznam predmétl, které lze pres tuto hranu dopravit. Mame zjistit, které
pfedméty lze po hranach grafu prepravit mezi dvéma danymi vrcholy.

Mnoziny predméti, které lze dopravovat pres jednotlivé hrany grafu, budeme
pokladat za hodnoty z polookruhu Ps (viz [7.1.5) s operacemi & = U a ® = N.
Hodnotou sledu je mnozina predméti, které lze dopravovat po vSech hranach sledu,
tj. prtinik mnozin jednotlivych hran sledu. Hodnota spojeni pak je sjednocenim
hodnot (tj. mnozin) jednotlivych sledd mezi danymi vrcholy.

Dodejme, Ze ve specidlnim pripadé, kdy mnozina M je jednoprvkova, je polo-
okruh Ps booleovsky a tloha o prepravé predmétt je pak podobné tloze [7.2.3

7.2.9 Nahodna prochazka I — pravdépodobnost dosaZeni vrcholu. Pred-
stavme si tuldka, ktery putuje podél hran grafu a v kazdém vrcholu si voli dalsi po-
stup ndhodné. Pro kazdou hranu je zndma pravdépodobnost, ze tuldk ptjde touto
hranou, prisel-li do jejiho pocatec¢niho vrcholu. Pro jednoduchost predpokladejme,
Ze kazd4 hrana ma nenulovou pravdépodobnost (hrany s nulovou pravdépodobnosti
lze vynechat). Je zfejmé, Ze soucet pravdépodobnosti hran vychazejicich z téhoz
vrcholu musi byt roven jedné. Jestlize z néjakého vrcholu nevychézi zddna hrana,
funguje tento vrchol jako past: pokud do néj tuldk prijde, musi tam uz zustat. Po-
dobny efekt ma i smycka, kterd ma jednotkovou pravdépodobnost. Proto budeme
predpokladat, ze v grafu zadna takova smycka neni.

Ukolem je spoéitat pravdépodobnost, Ze se tuldk z daného vychoziho vrcholu
nékdy (lhostejno kdy) dostane do daného cilového vrcholu y. Hledand pravdépodob-
nost je souctem pravdépodobnosti vSech sledt z x do y, které neprochéazeji vrcholem
y. Pritom pravdépodobnost sledu je sou¢inem pravdépodobnosti jeho hran.

Existuji samoziejmé i seriéznéjsi aplikace této tlohy, a to vSude tam, kde
jde o ndhodny proces s koneéné mnoha stavy a kde se pravdépodobnosti zmén
stavll v case nemeéni. V teorii ndhodnych procest se jim fika markovské fetézce.
V dalsim vykladu budeme u nédhodnych prochézek pojmy vrchol a stav pouzivat
jako synonyma.

Pravdépodobnosti hran chapejme jako hodnoty z uzavieného polookruhu neza-
pornych realnych cisel P; s béznym secitanim a nasobenim. Potom hodnota spojeni
s(z,y) je rovna souétu pravdépodobnosti vSech sledii z = do y, bohuzel vsak i ta-
kovych sledi, které obsahuji vrchol y nékolikrat. Pro vypocet pravdépodobnosti, ze
tulak dosdhne vrcholu y, musime tyto sledy vyloucit.

Jestlize d*(y) = 0, pak zfejmé hodnota spojeni s(x,y) je pfimo hledanou
pravdépodobnosti, Ze se tuldk dostane z = do y.

Obrazek 7.1: Rozpuleni vrcholu (ilustrace k [7.2.9).
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Jestlize d*(y) > 0, je tfeba pied vypoctem hodnoty spojeni s(z,y) graf upravit
tak, aby do s(x,y) nebyly zahrnuty sledy, které obsahuji vrchol y nékolikrat. Je-li
x # y, stadl odstranit vSechny hrany z E*(y). Je-li + = y, pak mtZeme vrchol
x nahradit dvojici vrchold x4 a z_, vSechny hrany z F~(z) nahradime hranami
koné¢icimi v x_ a hrany z E'(r) nahradime hranami vychézejicimi z z*. Toto
yrozpileni® vrcholu je znazornéno na obrazku na predchozi strané. Hledana
pravdépodobnost je pak rovna hodnoté spojeni s(z4,x_).

7.2.10 Nahodna prochazka II — pocet pruachodu vrcholem. Predchozi
ulohu si malicko upravme: Predpokladejme, Ze graf neni silné souvisly, a Ze vSechny
silné souvislé komponenty, ze kterych nevychazi ven zadnd hrana, maji jen jeden
vrchol, pfi¢emz v tomto vrcholu neni ani smycka. Pokud do takového vrcholu
tuldk prijde, jeho prochazka zde skoné¢i. V teorii markovskych fetézci se takovému
vrcholu tika absorbujici stav. Lze dokazat, ze za vySe uvedenych predpokladi
nahodné prochézka s pravdépodobnosti jedna skonci v nékterém absorbujicim stavu.
Jinak feceno, pravdépodobnost, ze tuldk jesté nenarazil na absorbujici stav, se
s nartstajicim ¢asem (po¢tem kroki) limitné blizi k nule.

Nyni si mizeme polozit trochu tézsi otazku: Kdyz tulak zah&jil nahodnou
prochazku ve vrcholu i, kolikrat projde vrcholem j, nez jeho prochazka skonci
v néjakém absorbujicim stavu? Tento pocet je samoziejmé ndhodny, zajima nas
jeho stfedni hodnota.

Ukazeme, ze stfedni pocet pruchodu stavem j, kdyz prochézka zacala ve stavu i,
je roven hodnoté spojeni s(i, 7) v polookruhu P;7 s béZnym secitdnim a ndsobenim.
Poznamenejme, Ze jde o zcela stejny polookruh jako v predchozi tloze, tam jsme
v8ak mluvili o hodnotéch spojeni s(z,y) jen v ptipadé, kdy z vrcholu y nevychéazela
z4dné hrana (byl to absorbujici stav). Nyni je fe¢ o hodnoté spojeni mezi libovol-
nymi dvéma vrcholy.

Vezméme vSechny sledy, které zac¢inaji ve vychozim vrcholu ¢. Kazdy takovy sled
predstavuje mozny zacatek nahodné prochazky zacinajici ve vrcholu i. Pravdépo-
dobnost, ze prochazka bude zacinat pravé takto, je rovna soucinu pravdépodobnosti
vSech hran ve sledu. Vezméme nyni pouze sledy, které zacinaji v ¢ a konéi v j. Za
kazdy takovy sled S zapocitejme jeden prichod stavem j. Je sice pravda, ze sled S
by mohl vrcholem j prochazet i vicekrat, ale tyto pfedchozi prichody jsou jiz zapoc-
teny diky sledtim, které jsou pocatecnim tsekem sledu S a které konéi ve vrcholu j
musime zapocitat s pravdépodobnosti, Ze k nému dojde; tato pravdépodobnost je
rovna pravdépodobnosti pfislusného sledu. Vysledné stfedni hodnota poctu pri-
chodii vrcholem j tedy je rovna sou¢tu hodnot (tj. pravdépodobnosti) vSech sled,
které vedou z i do j. To je ovSem hodnota spojeni s(i, j).

Za zminku stoji pripad, kdy vrchol j je absorbujici. Takovy vrchol se mtze
v nédhodné prochédzce vyskytnout bud jedenkrat jako posledni, anebo viibec ne.
Pokud tedy zacindme ve vrcholu 4, pak stfedni pocet vyskytd vrcholu j je roven
pravdépodobnosti, ze bude vrcholu j dosazeno, a to je s(4, j).

Dodejme, ze pokud vime, ze ndhodné prochazka zacne ve vrcholu i a zname-
-li stfedni pocty prichodid jednotlivymi stavy j € V., pak snadno zjistime také
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stfedni délku ndhodné prochazky (tj. pocet hran) nez prochizka skonéi v nékterém
absorbujicim stavu. Nez prochézka skonci, bude se tuldk v kazdém kroku nachézet
vzdy v néjakém neabsorbujicim stavu (vrcholu). Staéi tedy seéist pocty, kolikrat
se v jednotlivych neabsorbujicich stavech vyskytne, a dostaneme stfedni délku
prochazky.

Stredni délka prochazky je tedy rovna sou¢tu hodnot spojeni z vrcholu ¢ do vSech
neabsorbujicich vrcholt 7, tj. > jeT s(i,7), kde T je mnozina vSech neabsorbujicich
stavii.

7.2.11 Nahodna prochazka III — ¢as dosazeni vrcholu. Je-li v iloze o né-
hodné prochézce pro kazdou hranu e znama kromé pravdépodobnosti navic
ofekdvand (primérnd) doba t. prichodu touto hranou, mizeme se ptat, jaka je
stfedni hodnota ¢asu, ktery tuldk potiebuje, aby se svym ndhodnym pohybem do-
stal z vrcholu = poprvé do vrcholu y. Tento Cas je roven vazenému pruméru casu
prichodu vSech (tj. moznd i nekone¢né mnoha) sledi, které zac¢inaji v x a konéi v y,
aniz by vrcholem y prochéazely.

Kazda hrana e je zde ohodnocena dvojici ¢isel (pe,t.), kterou mtizeme chapat
jako hodnotu z polookruhu Pg, ktery definujeme takto:

Pg = (P,®,®,0,1),
P = {(z,y)|x>0,y>0}U{0,00},
pity + pato
(p1,t1) ® (p2,t2) = (pl +p2’p1+p2>
(p1,t1) ® (p2,t2) = (pip2,t1 +t2),
0@ (p,t) = oo,
0o®(p,t) = (pt)®co = oo,
1 (1,0) .

Prvek O si miZeme pfedstavit jako ndhrazku za mnozinu vSech dvojic (0,t) (tj.
pravdépodobnost je nulova, a na ¢ase t tedy nezalezi). Takto definovany polookruh
je uzavteny, operaci * lze pro p < 1 pocitat podle vzorce

. 1 pt
= (515)

zatimco pro p > 1 plati (p,t)* = co.

Hodnotu oo potfebujeme pouze formalné, aby polookruh byl uzavieny.

Hodnota sledu, jehoZ hrany jsou ohodnoceny (p1,t1),..., (pk,tk), je dvojice
(p,t), kde p = pipa...pr je pravdépodobnost, Ze tuldk ptjde podél tohoto
sledu, a t = t; + to + ... 4+ tx je pramérny c¢as k tomu potfebny. Jsou-li nyni
(p1,t1),- -, (Pk, tx) hodnoty sledit z vrcholu  do vrcholu y, pak soucet jejich hod-
not je dvojice (p,t), kde p = p1 + p2 + ... + pr a Cas t je vazeny prumér Casl
t1,ta, ..., tk, tj. t= (p1t1 + pato + .. .pktk)/p.



7.3. Algoritmy tloh o spojenich 121

O vztahu hodnot spojeni s(z,y) k hledanym hodnotdm pravdépodobnosti a ¢asu
prvého prichodu do vrcholu y z vrcholu z plati totéz co v piikladé [7.2.9} Jestlize
d*(y) = 0, pak s(z,y) = (p,t) je pfimo hledand pravdépodobnost a cas. Jestlize
d*(y) > 0, pak je nutno vymazavat hrany z E7(y) nebo ptlit vrchol stejné jako
v piikladé

7.3 Algoritmy tloh o spojenich

7.3.1 Kleeneho algoritmus. K vypoc¢tu hodnot spojeni lze pouzit podobnou
metodu jako ve Floydové algoritmu [6.7.3] str. [[07} Budeme postupné pocitat
posloupnost matic Sp, S1,S2, ..., S5, jejichz prvky si(i,j) jsou definovany takto:
si(i,7) je soudtem hodnot vSech netrividlnich sledi z vrcholu i do vrcholu j
takovych, Ze (kromé pocatecniho a koncového vrcholu) obsahuji pouze vrcholy
z mnoziny {1,2,...,k}.

Matice Sy je rovna vychozi matici hodnot hran H. Hledanou matici hodnot spo-
jeni S dostaneme pfipoétenim hodnot trividlnich sledd (tj. hodnot 1) k diagonélnim
prvkim posledni matice S, tj. jako soucet S = S,, ® F, kde E je jednotkova matice,
tj. matice, kterd ma na diagonéle 1 a jinde O.

Hodnoty si(i,7) v matici Sy lze pro k > 1 vypocitat z hodnot prvka matice
Si_1 podle vzorce

(7.2) s.(1,7) = sk-1(1,7) @ (sk-1(i, k) ® (sp—1(k, k)" @ sp-1(k, j)) -
Sled z vrcholu 7 do vrcholu j, ktery prochézi ptes vrcholy 1,2, ...,k totiz bud
1. neprochazi pies k, tomu odpovida prvni s¢itanec, nebo

2. jde z vrcholu i do vrcholu k, pak nékolikrat (nebo téz ani jednou) prochézi
z vrcholu k do vrcholu k a nakonec pokracuje do j. Tomu odpovida druhy
s¢itanec.

Podobné jako ve Floydové algoritmu, i zde lze vypocet vykonat v jediné matici,
jejiz hodnoty postupné pfepisujeme podle piredpisu

(7.3) S(i,7) =S, 5) ® (S3, k) @ Sk, k)" @ S(k, 7)) .

Poradi provadéni téchto dprav je zde ovSem trochu slozitéjsi nez ve Floydové
algoritmu, protoze musime zajistit, abychom zadny sled nepocitali dvakrat.

1. Do matice S dosadime hodnoty hran z matice H.
2. Pro vSechna k = 1,2,...,n provedeme postupné kroky 2a, 2b, 2c.

2a. Pro vsechny dvojice i, j takové, ze i # k a j # k, provedeme ptikaz ([7.3]).

2b. Pro vSechny dvojice i, j takové, ze bud i = k # j, nebo i # k = j,
provedeme piikaz (|7.3)).
2c. Pro i = k = j provedeme ptikaz (7.3).

3. Pro kazdé i = 1,2,...,n polozime S(i,i) := S(i,7) ® 1.
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7.3.2 Vzorce pro vypocet hodnot spojeni. PouZijeme-li v algoritmu
namisto skuteénych hodnot hran pouze jejich formalni oznaceni a budeme-li vSechny
vypocty podle prikazu provadét pouze formalné, dostaneme nakonec jako
hodnoty spojeni vzorce, do nichz lze dosadit hodnoty jednotlivych hran a tak pfimo
pocitat hodnoty spojeni. Tyto vzorce bychom ostatné také mohli pokladat za prvky
zvlastniho polookruhu.

Puvab tohoto triku (totiz nejprve odvodit vzorce a pak do nich dosazovat) je
v tom, ze tyto vzorce zavisi pouze na struktufe grafu a na oznaceni jednotlivych
hran, ale nezavisi na polookruhu, ve kterém se bude pocitat. Tytéz vzorce lze pouzit
v nékolika polookruzich. Naptiklad v tiloze o ndhodné prochazce|7.2.9mtzeme podle
stejnych vzorcll poéitat pravdépodobnost dosazeni vrcholu (polookruh P7) i podet
riiznych zptsobi, jak se tam tuldk mize dostat (polookruh Pg).

Vzorce pro vypocet hodnot spojeni Ize ziskat i jinymi metodami za predpokladu,
ze funguji v obecnych uzavienych polookruzich. Zajimavé jsou zejména elementarni
tpravy grafu [7.4] Pozor: postupy, které vyuzivaji specidlnich vlastnosti nékterych
polookruhti (napf. takto (tj. k ziskdni vzorcl) pouzit nelze.

7.3.3 Slova rozpoznatelna koneénym automatem. Myslenku algoritmu
[7-3.1] pouzil poprvé S. C. Kleene v roce 1956 k charakterizaci mnoziny slov rozpo-
znatelnych koneénym automatem. Koneény automat lze snadno popsat jako ohod-
noceny graf, jehoz vrcholy odpovidaji staviim automatu a hrany predstavuji mozné
zmény stavi. Kazdé hrana je ohodnocena pismenem, jehoz vyskyt na vstupu au-
tomatu zpisobi prislusnou zménu stavu. Automat lze pouzit k rozpoznavani urcité
mnoziny slov takto: automat nastartujeme v pevné zvoleném vychozim stavu, ne-
chame jej zpracovat dané slovo (posloupnost pismen) a podivame se, v jakém stavu
skoncil. Pokud skoncil v nékterém z predem zvolenych koncovych stavii, prohlasime
dané slovo za rozpoznané.

Kleene popsal zptsob (algoritmus), jak z grafového popisu automatu sestrojit
tzv. reguldrni vyrazy, které ve zhusténé formé popisuji (¢asto nekoneénou) mno-
zinu vSech rozpoznavanych slov. Tyto regularni vyrazy maji hodné spole¢ného se
vzorci z predchozi pozndmky. Podrobnéjsi informaci 1ze najit v knihach [Chytil82]
a [KSCh89).

7.3.4 Optimalni sledy. V polookruzich Py,..., P, a B spociva operace @ ve
vybéru minima nebo maxima. V tlohach[7.2.3]az[7.2.7]to chapeme tak, Ze vysledkem
operace se¢itani @ je nejlepsi z hodnot, které seéitame. (V pifipadé nekoneénych
sou¢tti pak nékdy vychézi nekoneéno.) Hodnota spojeni je v téchto tlohdch rovna
hodnoté nejlepsiho sledu mezi danymi vrcholy (nebo nekone¢no).

Piesnéji, pokud pro kazdou dvojici a,b € P plati bud a ® b = a, nebo a @ b = b,
muzeme definovat relaci a < b ,byti lepsi nebo stejné dobry* predpisem

a=<b <= adb=a

a relace < je usporadanim.
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V téchto polookruzich nevadi, kdyz do hodnoty spojeni zapocitame hodnoty
nékterych sledt nékolikrat. Diky tomu lze k vypoctu hodnot spojeni pouzit nékteré
algoritmy, které by v obecnych polookruzich nefungovaly.

Budeme predpokladat, ze v daném grafu nema zadny cyklus hodnotu lep$i nez
1, coz je hodnota trividlniho cyklu, ktery nemé zddnou hranu.

Pro polookruhy B, P3 a P, z tabulky str. je tento predpoklad auto-
maticky splnén. Pro polookruh P; tento pfedpoklad znamena neexistenci cyklu se
zapornou délkou (viz str. , pro polookruh P, znamend naopak neexistenci
cyklu s kladnou délkou.

Je-li uvedeny predpoklad splnén, lze pro dany graf a polookruh pieformulovat
vSechny véty a algoritmy z kapitoly [} Napiiklad trojihelnikova nerovnost
str. B9} prejde na tvar

s(i,7) 2 s(i, k) @ s(k, j) .
V algoritmu [6.2.1] a v algoritmech z néj odvozenych jsou upravy tyto:

1. P¥i inicializaci pro z # r polozime U(z) := 0.
2. Na jednotlivé hrany pouzivame piikaz:
Jestlize U(z) @ h(z,y) X U(y), pak U(y) := U(z) ® h(zx,y).
Nebo, coz je vlastné totéz, provedeme U(y) := U(y) ® (U(z) ® h(z,y)).

Podobné 1ze upravit i Floydav algoritmus [6.7.3} v némZ pouZijeme prikaz
M(i, j) == M(i,j) & (M(i, k) @ M(k, j)) -
Je zde v8ak mala zaludnost:

7.3.5 Cviéeni. Vysvétlete, pro¢ ve Floydové algoritmu [6.7.3 neni uveden zavé-
re¢ny piikaz 3 z Kleeneho algoritmu [7.3.1]

7.3.6 Cviceni. Pfeformulujte vétu [6.2.7] str. [94] pro jednotlivé polookruhy
P1,...,Ps a B. Srovnejte algoritmus [6.2.1] pfeformulovany pro booleovsky polo-
okruh B se znackovacim algoritmem [3.1.1] pro zjistovani orientované dostupnosti.

vvvvv

v grafu, ktery je dan timto seznamem hran:

Pv  Kv gifka Pv  Kv sitka
1 2 4 4 1 1
1 4 2 4 3 8
1 5 7 4 6 4
2 1 4 5 2 6
2 3 5 5 3 5
2 5 3 5 6 7
2 6 1 6 1 2
3 1 2 6 4 8
3 2 6 6 5 1
3 3 10 6 6 3

Pouzijte vSechny vyloZzené postupy a srovnejte je.
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7.3.8 Sledy o predepsaném poctu hran. V nékterych aplikacich potfebujeme
znat soucet hodnot vsech sledi, které vedou mezi danymi vrcholy a maji predepsany
pocet hran. Je-li pfedepsany pocet hran presné k, ziskdme soucty hodnot sledt
umocnénim matice hodnot H, tj. jako

Hf=HoH®H®...9H .
k-krat

Matice pfitom ndsobime béZnym zpusobem (tj. ,fadek krat sloupec*) ovsem s po-
uzitim polookruhovych operaci @ a ®. Pro matici hodnot spojeni plati:

S=H'=FoH®H’oH*®...

7.4 Elementarni upravy grafu

Elementarni upravy grafu se pouzivaji zejména pfi ru¢nich vypoctech hodnot spo-
jeni v nevelkych grafech. Cilem elementarnich tprav je graf co nejvice zjednodusit
a pritom zachovat hodnoty spojeni mezi vybranymi dvojicemi vrcholt. Jak se to
déla, je naznaceno na obrazku

a b

a b L a®b
dl )b bc* ®d
a@c SE
N c a e ~ a e
[
b b®c
b a®b
a [
c a@c

Obrazek 7.2: Elementarni upravy grafu.

V tomto oddile budeme pfedpokladat, Ze nas zajimaji hodnoty spojeni s(z,y),
pri¢emZ do vychoziho vrcholu z nevede zadna hrana (tedy ani smycka). Tento
predpoklad neni nijak omezujici, v pripadé potieby lze ke grafu pridat umély
vychozi vrchol z’ a hranu (2’,2) o hodnoté 1. Namisto hodnot s(z,y) pak budeme
pocitat hodnoty s(z’,y), které jsou stejné (tj. s(z’,y) = s(z,y)) a pfitom spliiuji
nas predpoklad.
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7.4.1 Slouéeni rovnobéZnych hran a jejich ndhrada jedinou hranou je tou
nejjednodussi elementarni tpravou. Hodnota vysledné hrany je rovna soudtu ¢
hodnot nahrazovanych hran. Viz téz obrazek vlevo nahote. Je-li v néjakém
vrcholu nékolik smycek, lze je stejnym zptisobem nahradit jedinou smyckou.

Slu¢ovani rovnobéznych hran a vicenasobnych smycek se typicky provadi na
zacatku vypoctu a pak po jakékoli jiné elementarni upravé grafu tak, aby vysledkem
byl prosty graf.

7.4.2 Eliminace vrcholu. Ozna¢me z vrchol, ktery eliminujeme (odstrafiu-
jeme). Spolu s vrcholem z odstranime z grafu také v8echny hrany s nim incidentni.
V okoli odstranéného vrcholu pak pridame hrany, které lze chapat jako ,objizdku®
pro sledy, které ptavodné prochazely vrcholem z. Témito pfidanymi hranami zajis-
time, aby hodnoty spojeni mezi vSemi zbylymi vrcholy ztstaly zachovany.

Pokud ve vrcholu z neni smycka, provadime jeho eliminaci podle obrazku

a®d
bed
c®d
N>
a@e
b®e
c®e

Obréazek 7.3: Eliminace vrcholu.

Je-li ve vrcholu z smycka, je tieba ji nejprve odstranit postupem uvedenym déale
v Alternativné lze také obé tyto tipravy (eliminaci smy¢ky a vrcholu) udélat
i nardz v jednom slozitéjsim kroku, jak je naznaéeno na obrazku [7.2] vpravo dole.

Za zminku stoji jeden specialni pripad. Pokud nés nezajima hodnota spojeni
do né&jakého vrcholu z, ze kterého nevychazi zadna hrana, mdzeme tento vrchol
eliminovat obzvlast jednoduse: prosté vynechame vrchol z a vSechny hrany, které

jsou s nim incidentni.
7.4.3 Eliminace smyéky je nutnd ve dvou situacich: bud jde o pfipravu na
eliminaci vrcholu, anebo v zavére¢né fazi vypoctu odstranujeme smycku v cilovém

vrcholu, do kterého chceme znat hodnotu spojeni.

a®d

c®d"

Obrazek 7.4: Eliminace smycky ve vrcholu.
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Eliminujeme-li smycku o hodnoté ¢ ve vrcholu z, pak hodnotu opakovanych
prichodt smyckou nahradime ¢initelem ¢*. Timto c¢initelem vynésobime zprava

hodnoty v8ech hran, které ve vrcholu z konéi. Viz obrazek

7.4.4 Alternativni eliminace smy¢ky. Ve vrcholech, které budeme (ihned
nebo pozdéji) z grafu eliminovat, lze eliminaci smycky délat i jinak: ¢initelem ¢*
muzZeme vynasobit zleva hodnoty vSech hran, které z vrcholu z vystupuji namisto
hran, které do z vstupuji. Snadno lze ovéfit, ze po eliminaci vrcholu z uz bude
lhostejné, zda jsme Cinitelem ¢* nasobili zprava hodnoty hran z E~(z) nebo zleva
hodnoty hran z E*(2).

Pozor, pfedpoklad, ze vrchol z nékdy pozdéji vyloucime, je podstatny. Zajima-li
nés totiz hodnota spojeni s(z,z) do vrcholu z, pak musime ¢initelem ¢* nésobit
hrany, které v z konci, protoze v opa¢ném piipadé bychom ¢initel ¢* do hodnoty
spojeni s(x, z) viibec nezapocitali a dostali bychom chybny vysledek.

Tento alternativni zptisob eliminace smycky ma vSak také jednu vyhodu, ktera se
tyka tloh o ndhodné prochazce: Pak totiz eliminace smycky zachovava tu vlastnost
grafu, Ze hrany, které vychézeji z vrcholu z, maji soucet pravdépodobnosti roven
jedné. Ostatni elementarni pravy tuto vlastnost také zachovavaji. Pracujeme tedy
stale s grafy, ve kterych plati souCty pravdépodobnosti, a ve kterych se tedy
Ize ndhodné prochéazet. Tato vyhoda vsak plati jen do chvile, kdy potfebujeme
eliminovat smycku v cilovém vrcholu z, do kterého chceme znat hodnotu spojeni
s(z, z). Takovou smy¢ku totiz nelze eliminovat jinak nez podle [7.4.3

7.4.5 Priklad: Nahodna prochazka — pravdépodobnost dosaZeni vr-
cholu. Pomoci elementdrnich tiprav grafu fesme tilohu o ndhodné prochézce (viz
v grafu na obrazku [7.5p. Za vychozi vrchol povazujeme vrchol v;.

Na prvy pohled je zfejmé, ze pravdépodobnosti dosazeni vrcholli v a wvs jsou
rovny jedné. Pravdépodobnosti dosazeni vrcholu vs a vg lze urcit elementarnimi

d) Ve e) Ve

Obrézek 7.5: Reseni piikladu — prvé Gast.
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upravami puvodniho grafu, viz obr. kde postupné byly provedeny tyto tpravy:
eliminace vrcholu vs, eliminace smyc¢ek ve vrcholech vs a vy, eliminace vrcholu vy
a konec¢né eliminace vrcholu vs. Eliminace smycek jsme provadéli alternativnim
zplsobem

Pro vypocet pravdépodobnosti dosazeni vrcholu v4 odstranime vSechny hrany
z E*(vy) a tipravy provedeme s takto zmensenym grafem, viz obr.

1 vz 1/4 V5 v3 Vs vs
1 1/4 1/2
1/2
1 1/4
v1 v 1/4 v1 U1 1/2
a) Vg b) Vg ) Vg

Obrazek 7.6: Regeni p¥ikladu — druhé ¢ast.

Vysledna pravdépodobnost dosaZeni vrcholu vy je rovna 1/2. Vsimnéte si, Ze
hodnota spojeni s(v1, v5) nas v tomto pomocném zmenseném grafu nezajima. Vrchol
vy jsme mohli eliminovat jiz na zacatku vypoctu.

7.4.6 Priklad: Nahodna prochazka — pocet pruchodi vrcholem. V grafu
z predchoziho prikladu zjistime stfedni pocet prichodt vrcholem vy (viz
. Jinymi slovy, v grafu z obrazku zjistime hodnotu spojeni s(v1,vs).

Vypocet je na obrazku [7.7], kde postupné byly provedeny tyto Gpravy: eliminace
vrchold vs a vg, eliminace vrcholu vs, eliminace smycky ve vrcholu vy (zplisobem
, eliminace vrcholu v4 a konecné eliminace smycky ve vrcholu vs.

1/2
1
o > 4/13
5/8
c) vy
9/13
Y 13/4
d) U1 V2 e) U1 V2

Obrazek 7.7: Reseni piikladu

7.4.7 Cviéeni. V prikladu[7.4.6 vypoctéte hodnoty spojeni do ostatnich vrcholi.

7.4.8 Cvigeni. Ovéite na prikladé (tfeba na obrézku[7.5)), ze ob& metody elimi-
nace smycky daji po eliminaci prislusného vrcholu stejny vysledek. Podobné ovéite,
ze vysledky prikladt [7.4.5] a [7.4.6] nezévisi na pofadi eliminace vrchold.
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7.5 Signalni toky

Teorie signalnich tok se pouzivad zejména v teorii regulace pii studiu zpétné
vazby, 1ze ji vSak pouzit i v jinych oblastech. Omezime se na nejjednodussi fakta,
podrobnosti Ize nalézt napi. v knihach [KSCh89, [SwTh&1].

7.5.1 Grafy signalnich tokda. Mgéjme orientovany graf, jehoz hrany jsou ohod-
noceny realnymi ¢isly, kterd nazyvame prenosem hrany. Predpokladejme, ze grafem
proudi blize nespecifikovany signal podle téchto pravidel:

1. Orientace hrany urcuje smér prichodu signalu hranou.

2. M4-li hrana pienos h a vstupuje-li do ni z jejiho pocateéniho vrcholu signal
o velikosti x, pak z této hrany do jejiho koncového vrcholu vystupuje signél
o velikosti hz.

3. Signaly vstupujici z riznych hran do vrcholu se sé¢itaji, a vytvareji tak signdl
vrcholu. Tento signal je z vrcholu vysilan v téze nezmensené velikosti do vSech
hran, které z néj vychazeji.

Jestlize do nékterého vrcholu nevstupuje zddné hrana, pak signal tohoto vrcholu
nezavisi na signalech ostatnich vrcholl, ale miize ovliviiovat signal v okolnich
vrcholech. Takovy vrchol se nazyva zdrojem signdlu, ostatni vrcholy nazyvame
zavislymi. V grafu muze byt jeden nebo nékolik zdroji signalu.

Ukolem je zjistit, jak zavisi velikost signalti jednotlivych vrcholt grafu na
velikostech signalti ve zdrojich.

Tuto tlohu lze fesit sestavenim soustavy linearnich algebraickych rovnic pro
neznamé velikosti signalu a fesenim této soustavy béznymi metodami linearni
algebry. Pro kazdy zavisly vrchol mame jednu rovnici, ktera #ika, ze signal vrcholu
je roven souctu signalti vstupujicich do néj ze vSech hran, které v tomto vrcholu
kondi.

Napf. pro graf na obr. [7.5h, v némz ohodnoceni hran budeme chapat jako pfenosy
hran, bude mit soustava rovnic tvar

T2 = w1 + %303 + %334 )
T3 = T2 + ix4 )
(74) Ty = %1‘3 + %ZE4 s
5 = 33,
g = %$4 .

Proménnou z; zde pokldddme za zndmy parametr (odpovidd zdroji signilu),
ostatni proménné pokldddme za neznamé, které chceme vypocitat (odpovidaji
zavislym vrcholdm).

Tuto tlohu lze vsak fesit i grafovymi prostiedky, coz je vyhodné zejména tehdy,
pozadujeme-li hodnoty pouze nékterych proménnych a chceme-li znat souvislosti
mezi velikostmi signalt v riznych vrcholech. Dalsi vyhodou je nazornost.
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Snadno 1ze nahlédnout, Ze vlivy jednotlivych zdroja signalu na signaly v ostat-
nich vrcholech se séitaji. Proto je vhodné uvazovat vliv kazdého zdroje zv1ast, a to
tak, Ze ve vybraném zdroji uvazujeme jednotkovy signal a v ostatnich zdrojich nu-
lovy. Velikost signalu x;, kterou v zavislém vrcholu j vyvold jednotkovy signal ve
zdroji i, nazyvame prenosem grafu z vrcholu i do vrcholu j. Jedna se vlastné o pomér
signald x;/z;, jsou-li signély v ostatnich zdrojich nulové.

Pro vypocet pienosu grafu lze pouzit né€kolik metod.

Jednou z nich je pouziti elementarnich Gprav grafu popsanych v|[7.4] kde operace
@ a ® chapeme jako bézné seitani a nasobeni a operaci * definujeme predpisem
x* = 1/(1 — ) pro v8echna = € (—1,1). Eliminace vrcholu v podstaté neni ni¢im
jingym nez eliminaci proménné ze soustavy rovnic. Obrazek miuzZe slouzit jako
priklad vypoctu prenosu grafu z vrcholu vy do vrchold vs a vg.

Jinou moznost pfedstavuje tzv. Masonovo pravidlo popsané dale v Pro
vypocet prenosu lze také pouzit algoritmus v némz prikaz bude mit tvar

- o S, k)S(E, 5)
S =9 —

(i,5) = 50 5) + 7= STk )
7.5.2 Priklad. Pro graf na obr. [7.8] vypo¢téme pienos z vrcholu v; do wvy.
Elementarnimi upravami grafu dostaneme pfenos s(vi,vs) = ¢/(1 —q(—0.01)) =
= 100¢/(100 4 q). Pro velkd ¢ pak mame

100q
li Jva) = 1 =100
o () = B g5
—0.01
S O W B
U1 V2 q v3 V4

Obrézek 7.8: Graf k ptikladu

Mimochodem, tento trik se pouziva pii konstrukci zesilovaci, které maji mit
pfedem dané zesileni z: vezmeme zesilova¢ s hodné velkym zesilenim ¢ a z jeho
vystupu na vstup zavedeme zdpornou zpétnou vazbu s prenosem —1/z (coZ je
technicky snadné). Je-li ¢ dost velké, pak celkové zesileni je v podstaté uréeno jen
prenosem zpétné vazby. Zaporna zpétna vazba méa na zesileni stabilizujici i¢inek.

7.5.3 Priklad: ndhodna prochazka — podet pruchoda vrcholem. Vratme
se k tloze o ndhodné prochazce a k prikladu

Na piikladé grafu z obrazku ukdzeme, Ze hodnoty spojeni z vychoziho vr-
cholu v; do ostatnich vrcholid mtzeme pokladat také za prenosy v grafu signalnich
tokd. Hodnotu spojeni z vrcholu vy do vrcholu v; oznaéme x; = s(vq,v;). Kazdy
sled koncici ve vrcholu v; musi mit jako predposledni vrchol nékterého predchtudce
vrcholu v;. Pramérny pocet prichodu vrcholem v; tedy je sou¢tem priumérnych po-
¢t pruchodt témito predchidci nasobenych pravdépodobnostmi prislusnych hran.
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Naprtiklad pro vrchol v, dostaneme rovnici zo = z1 + %1‘3 + %x4. Soustava rovnic,
kterou takto ziskdme, je totozna se soustavou . Polozime-li z; = 1, mizeme
pravdépodobnosti hran pokladat za pfenosy hran a hodnoty spojeni z vrcholu wvq
do ostatnich vrcholiu za prenosy grafu mezi témito vrcholy.

7.5.4 Véta: Masonovo pravidlo. Necht hrany grafu G jsou ohodnoceny jejich
prenosy. Nechf z, y jsou libovolné vrcholy, nechf n je pocet vSech rtiznych cest
z vrcholu z do vrcholu y. Oznaéme tyto cesty p1,pa,. .., pn a pienosy téchto cest (tj.
soudiny pfenosii jejich hran) Py, Py, ..., P,. Podobné ozna¢me ¢y, ¢, . . . , ¢, vSechny
ruzné cykly v grafu a C1,Cs, ..., C,, prenosy téchto cykli. Oznacme dale

L = 1-(C1+Co+...+Cp)+
—|—(0102 +CiC3+...+C1C,,, + CoC3 + ... + Cm_lCm)—
—(010203 + C1CCy+ ...+ C1C3C, + ... + C’,,L_QC’m_lCm)+
+...,

pricemz vynechavame vzdy ty scitance, kde z pfislusnych cyklt nékteré dva maji
spole¢ny vrchol.
Konecné oznatme L; vyraz, ktery je definovan stejné jako L, ale navic v ném
vynechavame také ty scitance, kde néktery z cykli ma spole¢ny vrchol s cestou p;.
Potom prenos grafu z vrcholu = do vrcholu y je roven

n
S BL;
i=1
L
PozNAMKA: Je-li = y, pak cestou z vrcholu x do téhoz vrcholu y rozumime
jednak trivialni cestu, ktera nem4 zadnou hranu a jejiz hodnota je 1, jednak cykly,
které prochazeji vrcholem z = y. Trivialni sled zde chapeme jako by neobsahoval

zaddnou hranu ani vrchol. Proto, je-li p; trivialni cesta, pak P;L; = L, nebot zadny
cyklus nema spole¢ny vrchol s cestou p;.

7.5.5 Priklad. Vypoctéme pomoci Masonova pravidla prenos grafu na obrazku
z vrcholu vy do vrcholu vs. Z vy do vs vede jedina cesta urcend vrcholy
v1, U2, v3, V5. Cykly v tomto grafu jsou celkem ¢étyri, jsou urceny vrcholy

VaU3, V3V4, VaU3V4 a smycka ve vrcholu vy.

Pouze jedind dvojice cykla je vrcholové disjunktni (nemd spoleény vrchol): vavs
a vg. Podle Masonova pravidla je pfenos z vrcholu v; do vrcholu vs roven

S\V1, U = = = .
(v1,v5) 1-1. L1 1 4 T T T 11 1 8

7.5.6 Cviéeni. V grafu na obrazku vypoététe hodnoty spojeni z vrcholu vy
do ostatnich vrcholt pomoci Masonova pravidla a také feSenim soustavy rovnic[7.4]
Vysledky musi byt stejné jako ve cviceni
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Kapitola 8
Toky v siti

Toky v sitich patii k nejcastéji aplikovanym castem teorie grafti. Pomoci toki
1ze modelovat fadu praktickych situaci, dalsi aplikace jsou v jinych c¢astech teorie
grafti a kombinatoriky. V této kapitole se budeme zabyvat zejména optimaliza¢nimi
tlohami o tocich v siti a tlohami, kde jsou velikosti tokt v zadani Glohy omezeny.
Pouzitim toku v siti v elektrotechnice se budeme zabyvat v kapitole str. 233]
Tuto kapitolu lze studovat do zna¢né miry nezavisle na predchozim textu.

8.1 Zakladni pojmy a ulohy

8.1.1 Tok a cirkulace. M¢jme orientovany graf G. Tokem v siti G nazyvame
takové ohodnoceni hran redlnymi ¢éisly f : E(G) — R, které pro kazdy vrchol v
splituje Kirchhoffiv zdkon

S fle) = D> fle).
)

ecEt(v) ecE~ (v

Graf si muzeme predstavovat jako soustavu potrubi, kterym proudi néjaka
kapalina. Tok v kazdé hrané je ustileny a beze ztrat, tj. tok, ktery do hrany vtéka
je roven toku, ktery z hrany vytéka. Kirchhoffiv zakon pak vlastné rika, ze kolik
tekutiny do vrcholu pfitékd, tolik ji z vrcholu také odtéka. Orientace hrany urcuje
smér proudéni; zdporné velikost toku je moznéd a znamend proudéni proti sméru
hrany.

Jsou studovany zejména dvé varianty tokd, které se lisi mnozinou vrchold, pro
které je pozadovana platnost Kirchhoffova zdkona: tzv. cirkulace splnuje Kirch-
hoffiv zakon pro vSechny vrcholy, zatimco tzv. tok od zdroje ke spotiebici splnuje
Kirchhoffav zdkon pro vSechny vrcholy kromé dvou. Tyto vrcholy nazyvame zdrojem
a spotrebicem. Neplatnost Kirchhoffova zdkona ve zdroji a spotfebi¢i chapeme tak,
ze ve zdroji tok vznika a ve spotiebici stejné mnozstvi toku zanika.

Tok od zdroje ke spotiebi¢i mizeme snadno prevést na cirkulaci pfidanim tzv.
ndvratové hrany ze spotiebice ke zdroji.
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8.1.2 Piipustny tok. Velikost toku f(e) v jednotlivych hrandch byva ve vétsiné
tiloh omezena na predem dany uzavieny interval f(e) € (I(e),c(e)). Cislo c(e)
nazyvame kapacitou hrany e nebo téz hornim omezenim toku v hrané e. Cislo I(e)
nazyvame dolnim omezenim toku v hrané e. Tok, ktery spliiuje nerovnosti l(e) <
< f(e) < ¢(e) pro vSechny hrany grafu, nazyvdme pripustngm tokem.

V fadé tloh jsou vSechna dolni omezeni I(e) rovna nule. V takovém p¥ipadé je
nulovy tok (kazdou hranou tece nulové mnozstvi) tokem pfipustnym. V fadé dalsich
tloh vsak je nenulové dolni omezeni podstatnou soucasti tlohy, zde pak neni a priori
jasné, zda pfipustny tok vibec existuje. Existenci a hledanim piipustné cirkulace
se budeme zabyvat v

Je-li v siti dan zdroj a spotiebi¢ a jsou-li dolni omezeni toku ve vSech hranach
nulové, nazyvame tuto sit transportni siti.

8.1.3 Velikost toku od zdroje ke spotiebic¢i definujeme jako mnozstvi toku,
které ve zdroji vznika, tj. jako rozdil

Yo fle) = > S

e€Et(z) e€E~(z)

8.1.4 Velikost toku pies Fez. Piipomenime (viz [[.3.1] str. [I6), ze je-li A
mnozina vrchold, pak Fez uréeny mnozinou A (zna¢ime jej W(A)) je mnozina hran,
jejichz jeden vrchol lezi v mnoziné A a druhy nikoli. Pokud mnozina A obsahuje
zdroj a neobsahuje spotfebi¢, fekneme, ze fez W (A) oddéluje zdroj a spotiebid.

Velikost toku pres Tez ur€eny mnozinou A definujeme jako mnozstvi toku, které
hranami fezu tee z mnoziny A ven, zmensSené o mnoZstvi, které se hranami fezu
zpét do mnoziny A vraci, tj.

Fa(f) = f - > fe

eeW+(A eeW—(A)

Poznamenejme, Ze velikost toku od zdroje ke spotfebic¢i jsme vlastné definovali
jako velikost toku pfes specidlni fez urdeny mnozinou A = {z}. Z nésledujiciho
tvrzeni plyne, Ze jsme pro tento cel mohli pouzit jakykoli fez oddélujici zdroj
a spotiebid.

8.1.5 Véta. Necht f je libovolny tok od zdroje z ke spotfebiéi s a necht W (A)
je libovolny Fez, ktery oddéluje zdroj z a spotiebi¢ s. Potom plati Fa(f) = F(f), tj.
velikost F'(f) toku od zdroje ke spot¥ebici (definovana podle[8.1.3) je rovna velikosti
F4(f) toku pies fez W(A) (definované podle [8.1.4).

DUKAZ je pfenechan ¢tenafi jako cviceni[8.1.6 O

DUSLEDEK: Je-li tok f cirkulaci, pak velikost toku f pfes jakykoli fez je nulova.
Cirkulaci totiz mtazeme pokladat za specialni pfipad toku od zdroje ke spotfebici,
pricemz jako zdroj a spotfebi¢ muzeme vzit kterékoli dva vrcholy.
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8.1.6 Cviceni. Dokazte vétu R.1.5

POZNAMKA: Povrchni ¢tenaf by se mohl domnivat, Ze zde neni co dokazovat,
nebot jde o trividlni dusledek ,zékona zachovani“. Matematika (a zde konkrétné
teorie grafii) se ovSem nechce spoléhat na fyzikalni analogie. To jednak ze zésady
(chce byt na fyzice nezavisld), jednak proto, Ze fyzikalni analogie nékdy zakeiné
klamou (vzpomeiite t¥eba na trojihelnikovou nerovnost, viz str. .

NAvoDp: Kazdou mnozinu A, takovou, ze z € A, s € A, lze ziskat z jednoprvkové
mnoziny {z} postupnym pfiddvanim vrchold. Staéi tedy dokézat, ze kdyz v ¢ A
a v # s, pak velikosti tokli pfes Fezy urfené mnozinami A a A’ = A U {v} jsou
stejné.

8.1.7 Uloha o maximalnim toku. Klasicka formulace tilohy je tato: Je dana
transportni sit, tj. orientovany graf G, dva jeho vrcholy, zdroj z a spotiebi¢ s,
a kladné kapacity hran c(e). Ukolem je najit maximalni pfipustny tok od zdroje ke
spotiebidi, tj. pfipustny tok f, ktery ma nejvétsi velikost F(f).

Obecnéjsi formulace pripousti i nenulovd dolni omezeni toku v hranach. Touto
obecnéjsi lohou se budeme zabyvat v oddile str. [141

8.1.8 Kapacita fezu. Kapacitu fezu W(A) definujeme jako ¢islo

CA) = > ce) = D e,

eEW+(A) €W —(A)

Vyznam kapacity fezu je ten, ze zadny pripustny tok od zdroje ke spotfebici ne-
miuze mit vétsi velikost, nez je kapacita kteréhokoli fezu, ktery oddéluje zdroj a spo-
tfebi¢. Kapacita fezu tedy poskytuje dil¢i informaci o moznych velikostech toku.

8.1.9 Véta. Pro libovolny pfipustny tok f a pro libovolny fez W(A) oddélujici
zdroj a spotfebié plati F(f) < C(A).

DUKAZ: Velikost toku od zdroje ke spotfebiéi F(f) je rovna velikosti F4(f) toku
pres fez W (A). Nerovnost Fa(f) < C(A) pak plyne z faktu, ze tok je pfipustny. 0O

8.1.10 Uloha o minimalnim ¥ezu. Je dan orientovany graf G, zdroj, spotiebi¢
a horni a dolni omezeni toku. Hleddme fez, ktery oddéluje zdroj a spotiebic a ktery
ma nejmensi kapacitu.

Uloha o minimalnim Fezu mé své vlastni dilezité aplikace (napt. hledani tizkjch
mist v silni¢ni siti, viz 822.2] nebo uloha o zkracovani ¢innosti v sitovém grafu
. Hlavni vyznam tlohy o minimélnim fezu vsak souvisi s faktem, ze velikost
maximéalniho toku je rovna kapacité minimalniho fezu (viz véta .

Minimalni fez lze najit algoritmem pro maximalni tok

8.1.11 Nejlevnéjsi tok. Piedpokladejme, Ze kazda hrana grafu je kromé ome-
zeni toku [(e) a c(e) ohodnocena také ¢islem a(e), které nazyvame jednotkovou cenou
toku v hrané e.
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Tece-li hranou e tok f(e), pak sou¢in f(e)a(e) nazyvame cenou toku v hrané e.
Konecné cenu toku v siti definujeme jako soucet cen toku v jednotlivych hranach,

tedy
Y. fle)ale).

c€E(Q)

Ukolem je najit nejlevnéjsi piipustnou cirkulaci. Poznamenejme, e jednotkové ceny
toku mohou byt i zdporné.

Tato tiloha je pomérné obecné, zahrnuje v sobé nejen hledéni (jakékoli) pfipustné
cirkulace, ale také hledani maximalniho toku od zdroje ke spotiebici: staci ke grafu
pridat navratovou hranu vedouci ze spotfebice ke zdroji, stanovit jeji kapacitu dost
velkou, aby neomezovala tok, a jednotkovou cenu v této hrané zvolit zApornou (napi.
—1). Ostatni hrany budou mit jednotkové ceny nulové. Pak cirkulace s nejmensi
(zdpornou) cenou bude maximalizovat tok v ndvratové hrané.

Hledanim nejlevnéjsi pripustné cirkulace se budeme zabyvat v a v[8.7

8.1.12 Né&kolik zdroju a spotfebic¢u. Je-li v grafu nékolik zdroju (vrcholu,
kde smi tok vznikat) a spotfebi¢t (kde smi zanikat), lze takovou tlohu pfevést na
standardni tlohu s jedinym zdrojem a jedinym spotfebicem.

K siti pfiddme dva nové vrcholy, umély zdroj z a umély spotiebi¢ s. Ke kaz-
dému z ptivodnich zdroji vedeme novou hranu z umélého zdroje. Podobné z kazdého
ptvodniho spotfebice vedeme novou hranu do umeélého spotiebice. Kapacity pfida-
nych hran pfitom stanovime tak, aby neomezovaly tok (popf. omezovaly, ale ndmi
zamyslenym zpisobem).

8.1.13 Omezena propustnost vrcholiu. Pro nékteré vrcholy miiZe byt v tloze
predepsano maximalni i minimélni mnoZstvi toku, které smi vrcholem protékat.
I takovou tlohu lze pfevést na standardni tlohu, v niz propustnosti vrchold nejsou
omezeny.

Obrazek 8.1: Pfevod omezené propustnosti vrcholii na omezenou propustnost hran.

Nejprve se zabyvejme pripadem, kdy v ptvodni tloze jsou pfipustné pouze
nezdporné toky (tj. pro vSechny hrany plati I(e) > 0). Graf upravime takto:
Kazdy vrchol v, ktery ma omezenou propustnost, nahradime dvojici vrcholid vy, v
a orientovanou hranou e, z v; do vo. Hrany, které dosud kondily ve v, pfesmérujeme,
aby kon¢ily ve v;. Podobné hrany, které ve v zacinaly, nahradime hranami, které
budou za¢inat ve vy (viz obr. [8.1). Omezeni tokl (pfipadné dalsi ohodnoceni)
v téchto hranach ponechame. Tok, ktery dosud protékal vrcholem v, nyni musi
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protékat vrcholy vy, vy a hranou e,. Pivodni omezeni pro tok vrcholem v tedy
muzeme snadno vyjadrit pomoci omezeni pro tok hranou e,,.

Pokud v ptvodni tloze jsou pfipustné i zaporné toky, je tfeba nejprve upravit
graf podle [8.1.15| a pak teprve zdvojit vrcholy uvedenym zptsobem.

8.1.14 Cviceni. Proc¢ nelze vyse uvedeny postup [8.1.13] pouzit i v tlohach, kde
jsou pripustné zaporné toky?

8.1.15 Prfevod na nezaporné toky. Jsou-li v ptivodnim grafu pfipustné i za-
porné toky, tj. jestlize pro nékterou hranu plati I(e) < 0, lze tuto tlohu prevést na
ulohu s nezapornymi toky takto:

Je-li l(e) < ¢(e) < 0, obratime orientaci hrany e, ptivodni dolni omezeni toku
nahradime ¢islem —c(e) a horni omezeni éislem —I(e). Pokud byl ptvodni tok hranou
zaporny, zméni se po Upravé jeho znaménko.

Pokud Il(e) < 0 < c(e), piiddme ke hrané e opa¢né orientovanou hranu e’.
Kapacitu této nové hrany zvolime —I(e) a u obou hran zménime dolni omezeni toku
na nulu. Pokud byl ptivodni tok hranou e zaporny, potece nyni tento tok novou
hranou ¢'.

8.1.16 Toky v neorientovanych grafech. Ulohy o tocich lze samozfejmé
formulovat a FeSit i v neorientovanych grafech. Zde zpravidla byva predepsana jen
kapacita hrany, dolni omezeni toku byvaji nulova. Smér toku hranou je libovolny,
ale musime jej urcit.

Tyto tlohy lze snadno prevést na obdobné ulohy v grafech orientovanych. Jednou
z moznosti je zvolit (jakkoli) orientaci hran a zavést dolni omezeni toku v hranéach
tak, aby l(e) = —c(e). Druhou moZnost{ je nahradit neorientovanou hranu dvojici
opacné orientovanych hran se stejnou kapacitou.

Pokud v piivodni tloze slo o nejlevnéjsi tok a mé-li byt jednotkové cena toku
v hrané v obou smérech stejnd, je vhodny pouze druhy zptsob.

8.1.17 Cviceni. V tloze o nejlevngjsim toku jsme predpokladali, Ze cena
toku v hrané zavisi linedrné na velikosti toku. Mé&-li byt tato zavislost konvexni,
spojita a po ¢astech linearni, lze takovou hranu nahradit nékolika rovnobéznymi
hranami s béznou linearni zavislosti ceny na toku. Nahrada je zalozena na faktu, ze
nejlevnéjsi tok bude prednostné prochéazet nejlevnéjsi hranou, teprve po jejim nasy-
ceni druhou nejlevnéjsi z rovnobéznych hran atd. Promyslete detaily na konkrétnim
piikladé i obecné.

8.1.18 Celociselnost tokiu. Popsané tlohy o tocich a algoritmy pro jejich fe-
Seni maji prijemmnou vlastnost: jsou-li omezeni toku celociselnd, lze cely vypocet
uskutecnit v oboru celych ¢isel. Proto se ve zbytku kapitoly omezime na celoc¢iselné
toky. U praktickych tloh to nevadi: realna cisla lze nahradit vhodnymi zlomky, ty
prevést na spolecného jmenovatele a pak timto jmenovatelem vynasobit. Vysledny
(celociselny) tok pak ovSem musime timto jmenovatelem zase vydélit.
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8.2 Aplikace toku v sitich

Aplikace uvedené v az lze pokladat za standardni. Dalsi aplikace jsou
uvedeny jako ukizky méné trividlnich zpiisobt modelovani rtiznych problémii gra-
fem.

8.2.1 Propustnost silniéni sité mezi danymi misty lze zjistovat trividlni apli-
kaci ilohy o maximalnim toku v siti od zdroje ke spotfebi¢i v neorientovaném grafu

(viz[8.1.16).

8.2.2 Stupné souvislosti. Hranovy stupeii souvislosti (viz str. lze
zjistit opakovanym vypoltem maximéalniho toku od zdroje ke spotiebii, a to
pro vSechny dvojice zdroj—spotfebic, pficemz kapacity vSech hran jsou jednotkové.
Pripomenme, Ze graf je neorientovany, je tedy tfeba postupovat podle

Nalezneme-li tok ze zdroje z do spottebice s o velikosti k, pak hrany s nenulovym
tokem vytvareji celkem k£ hranové disjunktnich cest z vrcholu z do s. Minimélni fez
(ktery najdeme zaroveni s tokem a ktery obsahuje podle véty presné k hran)
pritom tvofi minimalni mnozinu hran, po jejichz odstranéni nebude existovat cesta
ze z do s. Odtud vyplyva dilkaz véty o hranové k-souvislosti.

Podobné lze zjistit 1 vrcholovy stupei souvislosti (viz opakovanym vypo-
¢tem maximalniho toku v grafu, v némz maji jednotkové kapacity nejen vSechny
hrany, ale i v8echny vrcholy (viz .

Také zde bude tok o velikosti k urcovat soustavu k vrcholové disjunktnich cest
ze zdroje do spotiebice. Pomoci miniméalniho fezu i zde ur¢ime minimélni mnozinu
vrcholt, jejichz odstranénim pierusime vSechny cesty mezi zdrojem a spotfebic¢em.
(Pokud ovSem graf byl uplny, pak takovd mnozina neexistuje.) Odtud také vyplyva

ditkaz Mengerovy véty str. 68

8.2.3 Dopravni ulohy. Uvazujme dopravni sit s nékolika dodavateli néjakého
(téhoZ) materidlu a s nékolika spotiebiteli. Sit si miZzeme piedstavit jako orientovany
graf. Hrany grafu odpovidaji tisekdm silnic, Zeleznic, linkam lodni dopravy apod.
Neékteré vrcholy grafu odpovidaji dodavateliim a spotfebiteltm, dalsi vrcholy pak
mohou predstavovat ktizovatky silnic, zelezniéni uzly, prekladisté, pfistavy apod.
Predpokladejme, Ze jsou zndmy propustnosti (kapacity) jednotlivich hran (mohou
byt i neomezené) a také ceny za dopravu jednotkového mnoZstvi materidlu po
trase predstavované hranou. Ukolem je najit nejlevnéjsi pipustny zptisob dopravy
materidlu od dodavateli ke spotiebiteltim.

Jde zfejmé o nalezeni nejlevnéjsiho toku. K siti pfiddme umély zdroj a umély
spotfebi¢ a spojime je hranami se skuteénymi zdroji a spotfebi¢i podobné jako
v Pomoci horniho a dolniho omezeni toku v takto pfidanych hranach lze
snadno vyjadrit velikosti pozadavki spotfebitelil a kapacity dodavateli. Nestaci-li
kapacity dodavatelt k uspokojeni poptavky spotrebiteli a maji-li spotfebitelé rizné
priority, mZeme tyto priority vyjad¥it pomoci jednotkovych cen (i zapornych) toku
v hranach od spotfebiteld k umélému spotiebici. Chceme-li k feSeni pouzit algorit-
mus pro hledani nejlevnéjsi pripustné cirkulace, musime jesté pridat navratovou
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hranu z umélého spotiebi¢e do umélého zdroje (viz obr. |8.2]) anebo (elegantnéji)
muzeme umély zdroj a umély spotfebi¢ ztotoznit.

8.2.4 Klasicka dopravni tloha (téZz Hitchcockova). Je to specidlni pfipad
dopravni tlohy ve smyslu[8.2:3] Graf klasické dopravni tlohy je tplnym bipartitnim
grafem, hrany tedy vedou od kazdého dodavatele pfimo ke vSem spotiebiteltim
a kapacity vSech téchto hran jsou neomezené. Pfiklad takového grafu, doplnéného
o umély zdroj, umély spotfebi¢ a ndvratovou hranu, je na obr.

p1,p1,0

Obrazek 8.2: Sit k feseni dopravni tlohy. Hodnoty jednotlivych hran jsou [, ¢, a, tj.
,dolni omezeni, kapacita, jednotkova cena“.

Zpravidla se pozaduje, aby klasickd dopravni tloha byla tzv. wvyvdZend, coz
znamena, ze soucet kapacit dodavatelii je roven souctu pozadavkt spotiebitelt.
Pak mé kazdy dodavatel i spotfebitel presné predepsanu velikost toku, tj. dolni
omezeni toku je rovno hornimu.

Pro feseni klasické dopravni tlohy existuji specidlni postupy, které vyuzivaji
velmi jednoduché struktury grafu a jsou rychlejsi nez obecny algoritmus pro nejlev-
néjsi tok.

8.2.5 Prtirazovaci uloha. Klasickd formulace je tato: Mame n pracovnikii, kte-
rym je tfeba pridélit n tkold, kazdému jeden. Pro kazdou dvojici pracovnik—tikol
znédme naklady na vykonani tkolu timto pracovnikem. Cilem pfifazovaci tlohy je
prifadit kazdému pracovnikovi kol tak, aby celkové naklady byly minimalni.

Piifazovaci tlohu je mozno chdpat (a fesit) jako specidlni piipad klasické
dopravni ulohy: pracovnici odpovidaji dodavateltiim, pfifazované tkoly odpovidaji
spotiebiteliim, pti¢emz kapacity dodavatelt i spotfebitelt jsou jednotkové (jakoby
jeden kus zbozi).

V kazdé hrané prislusného bipartitniho grafu teée bud nulovy, nebo jednotkovy
tok, pficemz jednotkovy tok mezi urc¢itym dodavatelem a spotiebitelem odpovida
dvojici pracovnik—tkol, ktefi jsou si vzajemné pfifazeni.

Pfifazovaci tilohu ovsem lze chapat také jako tilohou o tzv. parovani, (viz
str. , prislusny algoritmus je uveden v str. m
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8.2.6 Vybér reprezentantu. Tuto tlohu lze pokladat za pfifazovaci tlohu
s dal$im omezenim.

Méjme n gentlemanti, kazdy z nich je ¢lenem jednoho nebo nékolika klubi
k1,...,kq a pfesné jedné politické strany pi,...,p,. Kazdy klub chce vybrat ze
svych ¢lent jednoho reprezentanta. Nikdo vSak nesmi reprezentovat vice nez jeden
klub. Navic je tfeba dodrzet zastoupeni politickych stran: pro kazdou stranu je
stanoven minimélni a maximélni pocet reprezentantii, kteri jsou ¢leny této strany.
Ukolem je najit takovyto vybér reprezentantii anebo prokazat, ze neexistuje.

Tuto tlohu Ize fesit nalezenim pripustného toku v siti, jejiz ptiklad je na obr.
Je snadné nahlédnout, zZe pripustné vybéry reprezentantli vzajemné jednoznacné
odpovidaji pfipustnym celociselnym toktm v této siti.

Obrézek 8.3: Graf k feSeni tllohy o vybéru reprezentantt pro ¢tyti kluby a tii strany.
Hrany jsou ohodnoceny omezenimi toku. Nejsou-li omezeni uvedena, je I(e) = 0
ac(e) = 1.

8.2.7 Zkracovani ¢innosti v sifovém grafu. Mé&jme sifovy graf (viz
str. , v némz pro kazdou ¢innost zndme naklady, které by bylo tfeba vynalozit
(navic), aby se trvani innosti zkrétilo o jednu asovou jednotku. Ukolem je zkratit
trvani celého sitového grafu nejlevnéjsim zptisobem.

M4 smysl zkracovat pouze Cinnosti (hrany), které lezi na tzv. kritické cesté.
Kritickych cest ovsem muze byt v grafu nékolik. Je tieba zkratit takovou mnozinu
kritickych ¢innosti, aby na kazdé kritické cesté byla zkracena néjaka cinnost.
Mnozina zkracenych ¢innosti tedy musi v podgrafu tvoreném kritickymi ¢innostmi
tvorit Tez, ktery oddéluje pocatec¢ni a koncovy vrchol grafu. Hledame takovou
mnozinu s minimalnim souc¢tem naklad.
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Hledame tedy fez s minimalnim souctem ohodnoceni. K tomu lze pouzit algo-
ritmus pro hleddni (maximalniho toku a) minimalniho fezu. V roli kapacit hran
pritom vystupuji ndklady na jednotkové zkraceni ¢innosti.

Zkracenim nékterych kritickych ¢innosti se mohou nékteré dalsi ¢innosti stat
kritickymi. Mame-li tedy zkratit cely projekt o nékolik jednotek, musime vyse
popsany vypocet nékolikrat opakovat, priCemz graf, v némz hleddme minim&lni
fez, bude obsahovat postupné vice a vice kritickych ¢innosti.

Poznamenejme, Ze tlohu o zkracovani sifového grafu lze fesit také jako tzv.
dudlni ulohu k tloze o nejlevnéjsi cirkulaci pomoci algoritmu Out of Kilter [8.7.6
podrobnosti vSak presahuji rdmec této knizky.

8.2.8 Dynamicky tok je tok, ktery méni svou velikost v zavislosti na case.
Ukazeme zptsob, jak lze nékteré tlohy o dynamickém toku pfevést na vhodnou
tlohu o bézném (statickém) toku ve smyslu definice

Ve meéstech aq,...,a, je k dispozici q,...,q, automobill, které maji byt
dopraveny do mésta a,, béhem 7" hodin. Jsou-li mésta a;, a; spojena pfimou silnici,
oznacme d; ; dobu jizdy mezi témito mésty a dale ozna¢me c; ; kapacitu této silnice,
tj. maximalni pocet aut, kterd tudy mohou projet za hodinu. Kone¢né oznacme p;
kapacitu parkovist ve mésté a;. Ukolem je zorganizovat pohyby aut tak, aby jich co
nejvetsi pocet dorazil do mésta a,, béhem T hodin.

Tuto tdlohu lze prevést na hleddni maximalniho toku v nasledujici ,,éasoprosto-
rové* transportni siti. Sit bude mit celkem n(7T + 1) + 1 vrcholt: jeden zdroj z
a pro kazdé mésto i bude mit T + 1 vrchold oznacenych (i,t), kde t = 0,...,T.
Spotiebicem je vrchol s = (n,T). (Viz obr. [8.4])

V siti jsou t¥i druhy hran. Hrany od zdroje do vrchola (i,0) maji kapacitu ¢;
a zajistuji pocatecni stavy aut ve méstech. Hrany z vrcholu (¢,t) do vrcholu (i,t +
+ 1) jsou na obrazku kresleny vodorovné a vyjadfuji moznost parkovani ve mésté
a;; jejich kapacity jsou p;. Koneéné, vede-li z mésta ¢ do mésta j prima silnice, pak
jsou v siti hrany z vrcholu (¢, t) do vrcholu (j, t+d; ;) o kapacité ¢; ;, které vyjadiuji
moznost jizdy, kterd trva d; ; hodin.

(1,00 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)

’o}al

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=>5

Obrazek 8.4: Priklad k tloze o dynamickém toku.
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8.2.9 Planovani ob&hu lokomotiv. Je déna Zelezni¢ni sit a jizdni ¥ad. Jaky
nejmensi pocet lokomotiv je tfeba k zajisténi jizdniho fadu? Jak pfitom musi loko-
motivy pfejizdét? Je-li zndma cena za prejezd lokomotivy bez vlaku a cena prostoje
lokomotivy, jaky je nejlevnéjsi obéh lokomotiv? Pro jednoduchost piredpoklddejme,
7e jizdni 7ad je pro kazdy den stejny, tj. cyklicky se opakuje, a Ze kazda lokomotiva
muze tahnout kterykoli vlak.

Tyto tlohy lze Tesit v siti, kterd je velmi podobnd siti z obr. str.
pro hledani v jizdnim fadu. Za kazdou stanici, ze které jsou vypravovany vlaky
a kde vlaky konci, je v siti fada vrchold, které odpovidaji okamzikim, kdy méa
v této stanici vlak vyjizdét nebo pfijizdét. Vrcholy, které vyjadiuji tutéz stanici
v ruznych okamzicich, jsou pospojovany hranami (na obr. kresleny vodorovné),
které vyjadiuji moznost ¢ekani lokomotivy ve stanici. Dolni omezeni jsou v téchto
hranach nulova, kapacity zalezi na velikosti nddrazi a cena za jednotku toku je rovna
cené prostoje lokomotivy za prislusny casovy tusek. Tyto hrany tvori pro kazdou
stanici 24-hodinovy cyklus.

Dalsi hrany (kresleny Sikmo) odpovidaji vlakim a jsou pfedepsdny jizdnim
fadem. Dolni i horni omezeni toku jsou zde rovna jedné, na cené toku v téchto
hranach tedy nezalezi.

Koneéné treti typ hran (na obr. nejsou nakresleny) vyjadiuje moZnost pre-
jezdu samotné lokomotivy mezi stanicemi. Jednotkova cena zde vyjadiuje naklady
na prejezd, dolni omezeni toku je nulové a kapacita zalezi na tom, kolik lokomotiv
Ize pii takové jizdé spfahnout dohromady.

Nejlevnéjsi pripustna cirkulace v této siti urcuje nejlevnéjsi obéh lokomotiv.
Cyklické trasy jednotlivych lokomotiv tim vSak nemusi byt uréeny jednoznaéné:
Jestlize na nédrazi ceka né€kolik lokomotiv, mtze nejblizsi vlak tdhnout kterdkoli
z nich.

Poznamenejme, Ze prostfednictvim cen prejezdii a ceny prostoje lze vysledny
tok v Sirokych mezich ovladat. Bude-li cena prejezdu kladné a srovnatelnd s cenou
prostoje, bude vysledny tok odpovidat miniméalnimu moznému poctu lokomotiv.
Bude-li cena prostoje zanedbatelna vzhledem k cené prejezdu, lokomotivy nebudou
prejizdét, budou vzdy cekat na svij vlak. Vysledny pocet lokomotiv bude vétsi, ale
usetfime na prejezdech.

JINE RESENT  je podobné jako str. zaloZeno na zcela jiné siti. Pro kazdy
vlak i je v siti jedna hrana e;. Dolni i horni omezeni toku v této hrané je rovno
jedné. Jsou-li 4, j dva vlaky (ne nutné razné), pak z vrcholu Kv(e;) vede hrana
do vrcholu Pv(e;). Tato hrana vyjadfuje moznost, ze lokomotiva, ktera tahla vlak
i1, mize po Cekani a piipadném pfejezdu tdhnout vlak j (pozor, pfejezd a ¢ekani
se mohou protdhnout do dalsiho dne). Dolni omezeni v takové hrané je nulové,
kapacita je rovna jedné a cena za jednotku toku je rovna cené ¢ekani a ptipadného
prejezdu lokomotivy.

Pripustné cirkulace v této siti vytvari cykly, které odpovidaji cyklickym jizdam
lokomotiv, nejlevnéjsi cirkulace pak odpovida nejlevnéjsimu obéhu lokomotiv. Po-
znamenejme, ze cyklickd jizda mize trvat i né€kolik dni. To pak znamena, ze po této
cyklické trase musi obihat nékolik lokomotiv.
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8.2.10 Cvideni. Spise pro zajimavost nez pro praktickou potifebu uvedme, Ze
ulohu najit nejkratsi cestu z vychoziho vrcholu r do cilového vrcholu c lze pfevést
na hledani nejlevnéjsiho pripustného toku. Popiste detaily. Navod: délky hran budou
pouzity jako jednotkové ceny toku.

Co se stane, kdyz graf obsahuje cyklus se zapornou délkou?

8.3 Maximalni tok a minimalni fez

Uvedeme zakladni algoritmus pro feSeni obou uvedenych tloh a odvodime z néj
dilezita tvrzeni o vztahu kapacity fezu a velikosti toku. Dodejme, Ze existuji

vz

i podstatné rychlejsi, ale slozitéjsi algoritmy, které zde neuvadime.

8.3.1 Princip algoritmu pro maximalni tok. Algoritmus je zaloZen na po-
stupném zvétsovani (zlepSovani) toku pii zachovéani jeho pfipustnosti. Vychozim
predpokladem tedy je néjaky (jakykoli) pfipustny tok.

Zmény toku v hranidch nemizeme délat jednotlivé, protoze je treba zachovat
platnost Kirchhoffova zakona: zvysime-li tok v hrané konéici ve vrcholu v, je tieba
soucasné bud zvysit tok v nékteré hrand z E*(v), anebo sniZit tok v hrané z E~ (v).
To ovSem vyvola zménu toku v dalsi hrané atd.

Nejjednodussi zmeéna toku se tedy tyka hran, které tvori bud cestu od zdroje ke
spotiebili (tzv. zlepSujici cestu), anebo kruznici (tzv. zlepsujict kruznici). Velikost
zmény toku (zvySeni nebo snizeni) musi byt ve vSech hranach zlepSujici cesty stejna
(jinak by se cesta musela ,vétvit“). Dodejme, Ze zlepsujici cesta (kruznice) je
neorientovana, nebot miize prochdzet i proti sméru hran.

Algoritmus pro maximdlni tok bude hledat zlepsujici cestu (viz a na
hranach této cesty ménit tok, coz se bude opakovat, dokud to ptijde. To, ze vysledny
tok bude maximalni, neni samo o sobé jasné. Nastésti zaroven s tokem ziskame i fez
a maximélnost toku pak vyplyne z nasledujici véty:

8.3.2 Véta (ovéfeni optimdalnosti toku a Fezu). Pfedpoklddejme, Ze f je
pripustny tok ze zdroje z do spotiebice s a ze W(A) je Fez, ktery oddéluje zdroj
a spottebié. Jestlize velikost toku f je rovna kapacité fezu W(A), tj. F(f) = C(A),
pak tok f je maximélnim tokem ze zdroje do spotiebice a fez W(A) je minimalnim
fezem.

PozNAMKA: Viibec pfitom nezélezi, jak jsme takovou dvojici tok—fez ziskali. P¥i
notné davce Stésti jsme je dokonce mohli i uhodnout a pak uz jen ovérit, ze jsme
hadali spravné.

Vsimnéte si, jak si zde tok f a fez W(A) vzdjemné jeden druhému prokazuji, ze
jsou (kazdy ve svém oboru) nejlepsi.
DUKAZ: Velikost zaddného piipustného toku nemuze byt vétsi nez kapacita fezu
W(A), a tedy ani vétsi nez velikost toku f. Tok f je tedy maximalni. Podobné,
fez W(A) je minimélni, protoZe zadny jiny fez nemtize mit mensi kapacitu, nez je
velikost toku f. O
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8.3.3 Zlepsujici cesta. Nejprve zavedme dva pojmy pro neorientované cesty
a kruznice v orientovanych grafech: Hranu nazveme hranou vpred, je-li orientovana
ve sméru prichodu cestou (pfipomerime, Ze cesta je definovana jako posloupnost).
Naopak hrana vzad je orientovana proti sméru prichodu cestou.

Predpokladejme, ze v siti s omezenimi toku [ a ¢ mame pfipustny tok f.
Zlepsujici cesta vzhledem k toku f je takova neorientovana cesta ze zdroje z do
spotiebiCe s, jejiz kazda hrana e splnuje:

(8.1) je-li e hranou vpied, pak f(e) < c(e),
' je-li e hranou vzad, pak f(e) > I(e).

Jinymi slovy, na hranach vpfed lze tok zvysit a na hranich vzad jej lze snizit

o néjakou hodnotu d > 0.

Kapacitu zlepsujici cesty definujeme jako maximalni hodnotu d, o kterou lze
zménit tok na zlepSujici cesté. Kapacita zlepsujici cesty je tedy rovna minimu
z rozdili c(e) — f(e) na hrandch vpfed a f(e) — I(e) na hranach vzad.

Je tfeba zduraznit, Ze zlepsujici cesta i jeji kapacita se vzdy vztahuje ke
konkrétnimu toku. Kdyz se tok zméni, cesta uz nemusi byt zlepSujici nebo mtize
mit jinou kapacitu.

Na obr. vlevo je silné vyznacena zlepsujici cesta o kapacité 2.

Obrazek 8.5: ZlepsSujici cesta a zména toku. V ,Citateli“ jsou omezeni toku, ve
»jmenovateli“ je velikost toku. Kapacita zlepsujici cesty je rovna 2.

8.3.4 Zména toku podél zlepsujici cesty. Zname-li zlepSujici cestu o kapacité
d vzhledem k pripustnému toku f, pak na hranach vpred tok zvySime o d a na
hranach vzad tok o stejnou hodnotu snizime. Pfipustnost toku i Kirchhoffav zakon
tim zustanou zachovany, ale celkova velikost toku stoupne o hodnotu d.

Takto zvétseny tok mizeme zkusit dale zvétSovat. Je ovSem tieba najit novou
zlepsujici cestu (zlepsujici vzhledem k novému toku). Tu starou nelze pouZit, protoze
alespon v jedné hrané byl tok zménén ,na doraz“.

Na obr. [B.5] vpravo je vysledny tok po provedeni zmény. Ovéite, Ze vzhledem
k tomuto toku uz neexistuje zadna zlepsujici cesta.
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8.3.5 Hledani zlepsujici cesty — znackovaci procedura. K hledédni zlepsujici
cesty lze pouzit bézné postupy z kap. [3| teprve po apravée, kterd zajisti, ze vysledna
cesta bude hranami grafu prochdzet ve spravném sméru s ohledem na stévajici
velikost toku.

1. [Inicializace.] Oznackujeme vrchol z, ostatni vrcholy jsou beze znacek.

2. [Znackovdni vpied.] Existuje-li hrana e takova, ze Pv(e) ma znacku, Kv(e)
nemd znacku a plati f(e) < c¢(e), pak oznackujeme Kv(e).

3. [Znackovdni vzad.] Existuje-li hrana e takovd, Zze Kv(e) mé znacku, Pv(e)
nemd znacku a plati I(e) < f(e), pak oznackujeme Pv(e).

4. [Test ukoncend.] Je-li oznackovan spotfebié s, znackovani konéi — zlepsujici
cesta je nalezena. Neni-li spotfebi¢ oznackovan a nelze-li oznackovat dalsi
vrchol, znackovani konéi — zlepSujici cesta neexistuje.

Aby bylo mozné zlepsujici cestu zpétné zkonstruovat, je vhodné zaznamenavat
ke kazdému oznackovanému vrcholu hranu, kterd oznackovani zptisobila, a pripadné
také to, zda prfi tom byla pouzita jako hrana vpred nebo vzad.

Poznamenejme, Ze pro hledéni zlepsujici cesty lze upravit i ostatni metody

prohledavéani grafu, viz téz[8.3.13

8.3.6 Forduv-Fulkersonuv algoritmus pro maximalni tok.

Vstup: Orientovany graf G, zdroj z, spotfebi¢ s, celociselnd omezeni toku [ a ¢
a celodiselny pripustny tok f.

V¥sTtup: Tok f a mnozina A C V(G), kterd uréuje fez.

UkoL: Zménit tok f tak, aby byl maximalnim tokem od zdroje z ke spotfebici s
a zaroven najit minimalni fez oddélujici z a s.

POMOCNE PROMENNE: Znacky vrchol a hodnoty ODKUD pro konstrukci cest.
ALGORITMUS:

1. [Znackovdni.] Pouzijeme znackovaci proceduru [8.3.5] Pokud dojde k oznacko-
vani spotiebice s, pokrac¢ujeme krokem 2, jinak krokem 3.

2. [Zména toku.] Zjistime kapacitu zlepSujici cesty (viz [8.3.3) a zménime tok
podle Pokrac¢ujeme krokem 1.

3. [Konec vipoctu.] Ozna¢me A mnoZinu oznackovanych vrcholt. Vypocet kondi,
f je maximalni tok a W(A) je minimdlni fez.

8.3.7 Véta. Forduv-Fulkersontuv algoritmus [8.3.6] se po kone¢né mnoha krocich
zastavi. Po zastaveni je f maximalnim tokem ze zdroje z do spotfebice s a fez W (A)
je minimalnim fezem oddélujicim zdroj z a spotiebic s.

DUKAz: Kazdym provedenim kroku 2 se velikost toku zvysi o celo¢iselnou hod-
notu, tedy nejméné o 1. Velikost toku nemtze nabyvat neomezenych hodnot (diky
kapacitdm Fezil), a proto dosdhne maxima po koneéné mnoha zméndch.
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Po zastaveni je fez W(A) tvofen hranami, které nedovoluji dalsi znackovani.
Tyto hrany tedy spliuji

fle)=c(e) pro e€ W'(A),  fle)=l(e) pro e€ W (A),

jinak by bylo moZno znackovat dal. To vSak znamend, Ze velikost toku f je rovna

F= 3 fleg= > flg= > ce— > e,
)

eeW+(A) eeW—(A eeW+(A) eeW—(A)

coz je kapacita fezu W (A). Podle je tedy tok maximalni a fez minimalni. O

PozZNAMKA: Pro neceloéiselnd omezeni toku a necelodiselny tok se algoritmus
nemusi viibec zastavit — tok se miize zvétSovat po stdle mensich krocich a nikdy
nedosdhnout maxima. K tomu ovSem musi byt omezeni toku iracionalni ¢isla (napi.
V/b) a jesté je tieba provadét znackovani dost nesikovnym zptisobem. Z praktického
hlediska je to takova matematickéd schvalnost.

8.3.8 Véta (Fordova-Fulkersonova o maximilnim toku a minimalnim
Fezu). Velikost maximalniho toku od zdroje ke spotfebiéi je rovna kapacité mini-
malniho fezu oddé€lujiciho zdroj a spotfebic.

DUKAZ: Vezméme maximélni tok a pouzijme jej jako vychozi tok ve Fordové-
-Fulkersonové algoritmu Algoritmus se hned po prvém pouziti znackovaci
procedury zastavi (tok uZz nelze zvétSovat) a podle véty najde minimalni fez
W (A), ktery ma kapacitu rovnou velikosti toku. O

8.3.9 Kde vzit vychozi pripustny tok. Nejjednodussi tok, ktery si 1ze vymys-
let, je tok nulovy, nebot spliiuje Kirchhofftiv zdkon automaticky. Mame-li to Stésti,
Ze nulovy tok je pFipustny (napf. v transportni siti), lze jej pouzit jako vychozi.

V ostatnich piipadech mame nékolik moznosti. Casto se vyplati (ponékud
hazardné) zadit z nulového toku a p#i hledani zlepSujicich cest dat pfednost hranam,
v nichz ma byt tok nenulovy. Samoziejmeé je pak nutno pripustnost toku oveérit.

Ve slozitéjsich pripadech, zejména mame-li podezreni, ze pfipustny tok neexis-
tuje, je tfeba pouzit specidlni postupy popsané v oddile

8.3.10 Priklad. Postup hledani maximalniho toku pfedvedeme na siti, kterd je
nakreslena na obr. nahofe. Jako vychozi je zde pouzit tok ziskany zménou
podél dvou snadno nalezenych zlepsujicich cest: jedna prochézi (jedinou) hranou
s nenulovym dolnim omezenim, druhd prochazi hranami podél horniho okraje
obrazku.

Pouzité zlepsujici cesty jsou nakresleny uprostied obrazku, vysledny maximalni
tok je nakreslen dole. Mnozina vrcholti oznackovanych pfi poslednim znackovani je
¢arkované oramovana a hrany tvofici minimalni fez jsou zvyraznény.

Vsimnéte si, ze ¢tyfi hrany minimalniho fezu jsou tokem nasyceny, zatimco
v paté, vzhledem k fezu obracené orientované, je tok roven dolnimu omezeni. Stoji
za, upozornéni, ze ne vsechny nasycené hrany jsou souc¢asti minimalniho fezu.
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|«
i

Vysledny maximalni tok a minimalni fez

Obrazek 8.6: Piiklad vypoctu maximdalniho toku (viz [8.3.10). Hrany jsou oznadeny
stejnym zptsobem jako na obr.

Dale si vSimnéte, ze jsme pfi feSeni museli ve zlepSujici cesté pouzit i hrany
orientované vzad, coz je disledkem volby vychoziho toku.

8.3.11 Rady k ru¢nimu poéitani. Graf o velikosti do cca 15 vrchold a 30
hran obvykle jde ,rozumné“ nakreslit: zdroj vlevo, spotfebi¢ vpravo, vétSinu hran
pokud mozZno zleva doprava a samoziejmé si nechejte spoustu mista pro ohodnoceni
hran. Neékolik prvych zlepsSujicich cest najdete pouhym pohledem. Zmény toku
zaznamenavejte primo do grafu, staré hodnoty toku skrtejte. Teprve kdyz uz zadnou
dalsi zlepsujici cestu nevidite, za¢néte znackovat.
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8.3.12 Cviceni. Najdéte maximalni tok a minimalni fez ve dvou sitich s mno-
Zinou vrcholt {1,2,...,9}, zdrojem 1 a spotfebi¢em 9. Hrany a omezeni toku jsou
dany témito tabulkami:

Gi: Pv Kv [ ¢ f Pv Kv [ ¢ f
1 2 0 6 0 5 1 0 3 0
1 3 0 6 0 5 6 0 6 0
1 6 0 4 0 5 7T 0 5 4
2 3 0 2 0 5 8 0 5 0
2 4 0 3 O 6 9 0 5 0
3 4 0 4 0 7 4 2 6 4
3 5 0 4 0 7 9 0 3 O
4 5 3 5 4 8 9 0 9 0
4 8 0 3 0

Go: Pv Kv [ ¢ f Pv Kv [ ¢ f
1 2 0 6 O 5 4 0 3 O
1 3 0 5 0 5 8 0 6 0
1 6 0 3 0 6 3 0 2 0
2 3 0 3 0 6 9 0 7 0
2 4 0 5 0 7 8 0 2 0
2 5 0 2 0 7 9 0 2 O
3 5 0 4 0 8 6 0 6 O
4 7T 0 3 0 8 9 0 4 0

8.3.13 Rychlost vypoc¢tu maximalniho toku. Znac¢kovaci procedura [8.3.5
umozinuje volit postup znackovani dosti libovolnym zpiisobem. Pfi nesikovném
postupu znackovani pak muze byt vypocet velmi pomaly, tok se mize v krajnim
pripadé zvétsovat i jen po jednotkovych krocich.

Doporucuje se pii znackovani vrcholi pouzivat metodu hledani do sitky (viz
str. , tj. pouzivat zlepsujici cesty s co nejmensim poc¢tem hran. Pak totiz
lze zarudit, Ze maximalni tok bude nalezen v ¢ase O(m?n). Vsimnéte si, Ze tento
¢asovy odhad nezavisi na kapacitich hran ani na celkové velikosti maximalniho
toku.

Existuje fada mnohem rychlejSich postupil, ovSem podstatné slozitéjsich. Al-
goritmus pracujici v ¢ase O(n®) lze najit v knize [Kudera83|. Viz té7z poznamku

B.5.8

8.3.14 Poznamka o hranach vzad. Znac¢kovani proti sméru hran nelze v al-
goritmu vynechat. Jinak by totiz z nékterych vychozich tokt viibec nebylo
mozné dosdhnout toku maximalniho. Ptiklad je na obrazku

Dokonce i kdyz vyjdeme z nulového toku a budeme jej zvétSovat podél zlepsu-
jicich cest o nejmensim poc¢tu hran (podle , miize byt snizeni toku v nékteré
hrané nezbytné. Najdéte priklad takové sité.

Existuji vSak sité, kde se lze bez hran vzad obejit:
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8.3.15 Maximalni tok v rovinné transportni siti. Lze-li transportni sit
nakreslit rovinnym zptasobem tak, ze zdroj je nakreslen nejvice vlevo a spotfebic
nejvice vpravo, pricemz zadna hrana nezasahuje nalevo od zdroje ani napravo od
spotfebiéeEI 1ze pro hledani maximalniho toku pouzit jednodussi a rychlejsi postup:

Vypocet zahdjime s nulovym tokem. Ke zméndm toku pouzivame vzdy ,nej-
horejsi“ zlepsujici cestu, kterd neobsahuje hranu vzad. Zlepsujici cesta tedy bude
cestou orientovanou, tok se bude vzdy jen zvySovat.

K nalezeni zlepsujici cesty lze pouzit orientované hledani do hloubky, pfi kterém
z kazdého vrcholu postupujeme nejprve hranou, kterd neni nasycena a kterd vede
nejvice vlevo. Zjistovani kapacity zlepSujici cesty i zmény toku se provaddji stejné
jako v obecném algoritmu [8:3.6] Vypocet konéi, kdyZ uz neexistuje zadna orien-
tovand zlepsujici cesta. Lze dokazat, ze pak totiz neexistuje ani obecna zlepsujici
cesta, a nalezeny tok je tedy maximalni.

Rychlost tohoto algoritmu je zaloZena na faktu, ze v zadné hrané tok nikdy
neklesne, nebot nepouzivdme hrany vzad. Kazd4 zlepSujici cesta zptisobi nasyceni
alespon jedné hrany, celkovy pocet zmén toku je tedy nejvyse roven poctu hran m.
Casovy odhad tedy je O(m(m + n)), ale diky vété str. to pro prosté
rovinné grafy bez smycek je O(n?).

Pokud jde o minimalni fez, viz téz [14.2.4} str. [230

8.3.16 Priiklad. Pouzijme algoritmus [8.3.15] k nalezeni maximalniho toku v ro-
vinné transportni siti z obr.

Obréazek 8.7: Rovinné transportni sit k ptikladu[8.3.16

Zaciname s nulovym tokem. Tok zvétSujeme podél téchto zlepsujicich cest:

Cesta Kapacita
z,a,b, s 2
z,¢,d,b, s 1
z,c,e h,d,bys 2
z,¢,9,h, s 1
z, f,g,h,s 2

ITj. zdroj i spotiebi¢ jsou na hranici tzv. neomezené stény, viz[14.1.2] str.
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Celkova velikost maximélniho toku je 8. Najdéte minimalni fez (napf. algoritmem
to uz pujde rychle) a ovéite, Ze tok je opravdu maximalni.

8.3.17 CvicCeni. Graf G5 z cviceni [8.3.12] nakreslete rovinnym zptisobem a na-
jdéte maximalni tok algoritmem [8.3.15|

8.4 Pripustna cirkulace

Budeme se zabyvat cirkulacemi, protoze pro né jsou algoritmy i teorie jednodussi.
Ulohy tykajici se pfipustného toku od zdroje ke spotiebici lze snadno pievést na
hledéani pfipustné cirkulace pridanim néavratové hrany, viz

8.4.1 Véta. V siti s omezenimi toku ! a c existuje pripustnéd cirkulace pravé
tehdy, kdyz kazdy fez W(A) mé nezdpornou kapacitu, tj.

C(A) = Z cle) — Z lle) > 0.

e€EW+(A) €W~ (A)

PozNAMKA: Jinak feéeno, pfipustnd cirkulace existuje pravé tehdy, kdyz kazda
mnozina vrchold A méa tu vlastnost, Ze tok, ktery do ni povinné musi vtéci kvuli
dolnimu omezeni | na hrandch z W~ (A), miZe z této mnoZiny také odtéci diky
hornimu omezeni ¢ na hrandch z W (A).

Motivace k této vété je ponékud alibistickd: nemiizeme-li najit pripustnou
cirkulaci, chceme umét alespon jednoduse prokézat, zZe to neni zpiisobeno nasi
neschopnosti nebo nedostateénym usilim. Najdeme-li fez se zapornou kapacitou,
je jasné, ze zadna pripustna cirkulace nemiize existovat.

DUKAz: Existuje-li pfipustnd cirkulace f, pak pro kazdy fez plati:
ClA) = Y cle) = D Ue) = Y fle) = DY fle) =0.
eeWt(A) eeW—(A) eeWt(A) eeW—(A)
Jestlize naopak pfipustnd cirkulace neexistuje, pak existence fezu se zapornou
kapacitou vyplyne z nésledujiciho algoritmu, ktery jej sestroji:
8.4.2 Algoritmus pro hledani pripustné cirkulace.

VsTup: Sit G s omezenimi toku [, ¢ a libovolna cirkulace f (napf. i nulovd).
UkoL: Zménit cirkulaci f na pfipustnou anebo najit fez se zdpornou kapacitou.

1. Najdeme hranu h s nepfipustnym tokem. Pokud takovd hrana neexistuje,
vypocet kondi, cirkulace f je pfipustna.

2. Jestlize f(h) < I(h), polozime z := Kv(h),s := Pv(h), v opa¢ném piipadé,
tj. pokud f(h) > c(h), polozime z := Pv(h), s := Kv(h).
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3. Pouzijeme znackovaci proceduru pro nalezeni zlepsujici cesty z vrcholu
z do vrcholu s. Kdyz je cesta nalezena, pokracujeme krokem 4. Pokud
cesta neexistuje, vypocet konci, pripustna cirkulace neexistuje a mnozina
oznackovanych vrcholtt A uréuje fez W(A), ktery ma zapornou kapacitu.

4. Zlepsujici cestu doplnime o hranu A, ¢imz vznikne zlepsujici kruznice. Vypoc-
teme jeji kapacitu a zménime tok na jejich hranach podle a Pak
pokracujeme krokem 1.

8.4.3 Véta. Algoritmus|8.4.2]se po konec¢né mnoha krocich zastavi. Po zastaveni
v kroku 1 je f p¥ipustnou cirkulaci. Po zastaveni v kroku 3 ur¢uje mnozina A fez
se zapornou kapacitou, a pfipustna cirkulace proto neexistuje.

DUKAz: K dikazu, Ze se algoritmus zastavi, zavedeme pomocny pojem defekt toku
f v hrané e:

f(e) —c(e) pro f(e) > c(e),
defo(f)=4¢ 0 pro I(e) < f(e) < c(e),
I(e) = f(e) pro f(e) <l(e).

Defekt je vzdy nezaporny a vyjadiuje vzdalenost toku f(e) od p¥ipustného intervalu.
Cirkulace je pripustna, je-li soucet defekti vSech hran roven nule.

Volba vrcholu z, s a hledani zlepsujici cesty jsou provadény tak, ze pfi nasledné
zméné toku defekt hrany h klesne (o hodnotu kapacity zlepsujici kruznice) a defekty
ostatnich hran pfitom nevzrostou. Algoritmus tedy muZze vykonat pouze koneény
podet zmén toku (diky celo¢iselnosti).

Zbyvéa dokazat, ze pokud se algoritmus zastavil v kroku 3, mnozina A urcuje fez
se zapornou kapacitou. Z vlastnosti znackovaci procedury plyne:

Q

> c(e) pro hrany e e Wt(A),
f(e) <l(e) prohrany ee W~ (A),

jinak by bylo mozno pokracovat ve znackovani. Tyto nerovnosti plati i pro hranu
h, pro ni je vSak pfislusnd nerovnost ostra, protoze tok f(h) je nepiipustny. Plati

tedy:
Yooele) £ D fle) = > fle) < D> e,
e€W+(A) eeW+(A) e€W=(A) e€EW+(A)

pri¢emz rovnost uprostied plyne z faktu, Ze f je cirkulace. Diky hrané h je vSak zde
alesponl jedna z obou nerovnosti ostra, a tedy

doele) < D0 e,

eeW+(A) eeW+(A)

a kapacita fezu W (A) je tedy zaporné. ]
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Obréazek 8.8: Hledani pfipustné cirkulace (viz|8.4.4)).

8.4.4 Ptiklad. Cinnost algoritmu pfedvedeme na siti z obr. vlevo.
Hrany s nepfipustnym tokem jsou zde dvé, pouzijeme hranu oznacenou h a na-
kreslenou tlusté. Zlepsujici kruznice o kapacité 2 je vyznacena stfedné silnou ¢arou.
Vysledna cirkulace (je nakreslena vpravo) jesté neni piipustnd, ale zlepsujici kruz-
nice, kterd by snizila defekt v hrané h, zde jiz neexistuje. Mnozina oznackovanych
vrcholtt A uréuje fez o kapacité —1.

8.4.5 Jiny algoritmus pro piipustnou cirkulaci. Ulohu najit pifpustnou
cirkulaci v siti G s omezenimi toku [ a ¢ pfevedeme na tlohu o maximéalnim toku
v transportni siti G’ s kapacitami hran ¢’. Transportni sit G’ sestrojime takto:

1. Pro kazdou hranu e € E(G) polozme ¢'(e) := c(e) — I(e).
2. K siti G pridame dva nové vrcholy, umély zdroj z a umély spotiebic s.

3. Pro kazdy vrchol x € V(G) vypoéitdme vyraz

L(z) = Z lle) — Z I(e) .

e€Et(x) ecE~(x)

4. Pro kazdy vrchol = takovy, ze L(x) > 0, pfiddme hranu o kapacité ¢/(e;) =
= L(x) z vrcholu z do spotfebice s.

5. Pro kazdy vrchol z takovy, ze L(x) < 0, pfidame hranu o kapacité ¢'(e;) =
= —L(z) ze zdroje z do vrcholu .

Vtip této konstrukce je v tom, Ze na vSech ptvodnich hranéch intervaly
(I(e),c(e)) pro pfipustny tok posuneme na (0,c'(e)) a chybé&jici nebo pfebyvajici
tok vyrovname v pridanych hranéch.

V takto vytvorené siti G’ najdeme (libovolnym zptisobem) maximalni tok od
zdroje z ke spotiebici s. Lze dokazat, ze plati:

Jestlize maximalni tok f’ v siti G’ nasycuje vSechny ptfidané hrany vychdzejici
ze zdroje z, pak v puvodni siti G existuje pfipustnd cirkulace f dana predpisem
f(e) = f/(€) + ().

Jestlize naopak maximélni tok f’ v siti G’ nenasycuje vSechny hrany vychazejici
ze zdroje z, pak pripustna cirkulace v siti G neexistuje. Oznacime-li v tomto pfipadé
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A mnoZinu oznackovanou procedurou pii hleddni maximalniho toku, pak fez
We(A\ {z}) mé zapornou kapacitu a brani existenci pFipustné cirkulace.

8.4.6 Piiklad. PouZijeme algoritmus k hledani piipustné cirkulace ve
stejné siti jako v piikladé Transportni sif G’ i s maximalnim tokem je na-
kreslena na obr. vpravo. Maximélni tok nenasycuje (jedinou) hranu vychazejici
ze zdroje z, piipustnd cirkulace tedy neexistuje. Miniméalni fez v G’ je nakreslen
¢arkované, jemu odpovidajici fez se zapornou kapacitou v G je tedy stejny jako
v prikladé Obecné to tak byt nemusi, ezl se zapornou kapacitou by mohlo
byt v siti nékolik, pficemz kazdy z nich by byl dostateénym divodem pro neexistenci
pripustné cirkulace.

Obrézek 8.9: Hledani pfipustné cirkulace (viz[8.4.6)).

8.4.7 Cvideni. V siti na obr. [8.9 snizte dolni omezeni toku v hrané oznacené x
z hodnoty 3 na hodnotu 2. K nalezeni pfipustné cirkulace pouzijte oba algoritmy.

8.4.8 Poznamka. Vyhodou algoritmu [8:4.5] je moznost pouzit néktery z rych-
Iych algoritmt pro maximalni tok. Naopak algoritmus mize byt vyhodnéjsi
v situaci, kdy jiz zname néjakou ,skoro pfipustnou“ cirkulaci.

8.4.9 Pripustny tok od zdroje ke spotiebici lze hledat takto: K siti pfiddame
tzv. navratovou hranu ze spotiebice do zdroje. Omezeni toku v navratové hrané
stanovime s dostate¢nou rezervou tak, aby tato hrana neomezovala tok ostatnim
grafem. Ve vysledné siti pak hledame pfipustnou cirkulaci. Pokud ji najdeme,
odstranénim navratové hrany dostavame reSeni ptuvodni tlohy.

8.4.10 Cviéeni. Navrhnéte, jak v zjistit, zda omezeni toku v navratové
hrané jsou stanovena s dostateénou rezervou.

8.5 Obecné vlastnosti toku

V tomto oddile uvedeme nékteré zakladni vlastnosti toki v sitich. Tyto vlastnosti
jednak umozni hlub$i porozuméni pojmim a metoddm pouzitym v predchozich
oddilech, jednak budou podstatnym zptisobem vyuzity v[8.6] kde se budeme zabyvat
nejlevnéjsimi toky v siti.
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8.5.1 Soucet a rozdil toku. Jsou-li f; a fy dva toky v téZe siti, pak ohodnoceni
f3, fa dand piedpisem f3(e) = fi(e) + fa(e) a fi(e) = fi(e) — fa(e) jsou také
toky (spliiuji Kirchoffiv zdkon). Nazgyvame je souctem a rozdilem toki f1 a f.
(O ptipustnosti tokid zde nic nefikdme.)

8.5.2 Pitirustkova sit. Mé&jme sit G, omezeni toki [ a ¢ a néjaky (tieba i nepii-
pustny) tok f.

Hlavni smysl prirustkové sité je ten, ze pomérné komplikované hledani zlepsujici
cesty v puvodni siti prevedeme na jednodussi hledani obycejné orientované cesty
v siti prirustkové.

Prirustkovd sit Gy vzhledem k toku f mé stejnou mnozinu vrchold jako sit G.
Pro kaZzdou hranu e € E(G) definujeme hrany pfirustkové sité takto:

Jestlize f(e) < c(e), pak bude v pfirustkové siti hrana e, orientovand stejné
jako hrana e. Jeji kapacita bude c(e) — f(e). Takovou hranu budeme nazgvat hranou
vpred.

Jestlize f(e) > I(e), pak bude v piirustkové siti hrana e_ orientovand opacéné
nez hrana e. Jeji kapacita bude f(e) —I(e). Takovou hranu budeme nazgvat hranou
vzad.

Ve vSech hranéch pfirustkové sité je dolni omezeni toku nulové. Na obr. je
piiklad cirkulace a pfislusna pfirustkova sit G .

Obrazek 8.10: Cirkulace a pFirustkové sit.

Je tfeba zdidraznit, Ze podobné jako zlepSujici cesta i prirustkova sit se vzdy
vztahuje k néjakému toku a ze po zméné toku bude prirustkova sit vypadat jinak.

Kazdé zlepsujici cesté nebo kruznici v siti G odpovidd (a to jednozna¢né)
orientovand cesta nebo cyklus v prirustkové siti. Na znackovaci proceduru [8.3.5]
se pak muzeme divat tak, jako by hledala orientovanou cestu v prirustkové siti, aniz
by ji ovSem explicite pouzivala.

Vztah mezi toky v prirustkové siti Gy a zménami toku v G je ovSem hlubsi:

8.5.3 Tok v prirustkové siti. Necht f je tok v siti G. Kazdému pfipustnému
toku f, v priirustkové siti Gy odpovida v siti G tok f’, kterj vznikne zménou
ptvodniho toku f o hodnotu toku f, takto:

Je-li hrana ey v pfirustkové siti hranou vpted, pak f'(e) := f(e) + fp(e4). Je-li
e_ hranou vzad, pak f'(e) := f(e) — fp(e—).
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Ze zpusobu konstrukce prirustkové sité plyne, ze pokud puvodni tok f byl
pfipustny v G a pokud f, byl pfipustny v Gy, pak i vysledny tok f’ je pripustny
v G. Plati to i naopak: jsou-li toky f a f’ pfipustné v G, pak existuje ,rozdilovy
tok“ f, pfipustny v piirustkové siti takovy, ze f’ vznikne z f zménou o hodnotu
toku fp.

8.5.4 Cyklicky tok. Tok, ktery ma (stejnou) kladnou velikost  na vSech hra-
nach néjakého cyklu a na ostatnich hranach je nulovy, nazyvame cyklickym tokem
o velikosti x.

8.5.5 Veéta. Kazda nezdporna cirkulace f v siti s m hranami je souc¢tem nejvyse
m cyklickych tok.

DUKAz: Je-li cirkulace f nulovd, véta samoziejmé plati. Je-li v nékteré hrané e
nenulovy (tedy kladny) tok f(e) > 0, pak z vrcholu Kv(e) vychazi néjaka hrana
e1, kterd ma také nenulovy tok (jinak by neplatil Kirchhoffiv zdkon). Z koncového
vrcholu hrany e; vychazi dalsi hrana e, s nenulovym tokem atd. Diky koneénému
poctu vrchola tedy v siti existuje cyklus, v jehoz hranach je nenulovy tok. Ozna¢me
2 minimum z tokd v hranach tohoto cyklu. Vytvorme cyklicky tok fi o velikosti x
na hranach tohoto cyklu a odec¢téme jej od toku f. Tim vynulujeme tok v alespon
jedné hrané — v té, kde byl tok nejmensi.

Vysledny rozdilovy tok je opét nezapornou cirkulaci, mizeme na néj tedy znovu
pouzit stejny postup: bud je cirkulace jiz nulové, nebo obsahuje cyklus s nenulovym
tokem. Vytvofime cyklicky tok fo a odeCteme jej.

Po nejvyse m opakovanich tohoto postupu dostaneme nulovou cirkulaci. To
znamena, ze puvodni cirkulace f byla souctem cyklickych tok. m|

8.5.6 Véta. Jsou-li f; a fo dvé pTfipustné cirkulace, lze cirkulaci fy ziskat z cir-
kulace f; zménami podél kruznic, které jsou zlepsujici vzhledem k cirkulaci f.

DUkAz: Cirkulaci fy mizeme ziskat z cirkulace f; zménou o hodnotu rozdilového
toku f,, ktery je pripustny v pfirustkové siti vzhledem k f;. Tok f, je nezaporny,
a je tedy souctem cyklickych tokt. Kazdy z téchto cyklickych tokt vSak predstavuje
zménu podél zlepsujici kruznice vzhledem k f;. Provedenim vSech téchto zmén
zménime cirkulaci f; na cirkulaci fs. o

8.5.7 Poznamka. 7 vét a vyplyva, ze maximéalni tok v siti lze ziskat
provedenim nejvyse m zmén toku podél zlepsujicich cest, a to dokonce bez pouziti
hran vzad. Potiz ovsem je, ze predem nevime, které zmény a o kolik mame provést.

8.5.8 Poznamka. Vétsina rychlych algoritmti pro vypocet maximalniho toku
nepouziva pro zvétsovani toku jednotlivé zlepsujici cesty. Tyto algoritmy zvétsuji
tok po vétsich davkach takto: Pro stavajici pfipustny tok f sestroji prirustkovou
sit Gy a z této sité pak odstrani vSechny hrany kromé téch, které v G lezi
na ndjaké nejkratsi cesté ze zdroje do spotiebiCe (délka cesty se pfitom mér
jako pocet hran). Tim ziskaji tzv. wvrstvenou sit (vrcholy jsou uspofddany do
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vrstev podle vzdélenosti ze zdroje a do spotfebice, hrany vedou vzdy jen do
bezprostiedné nésledujici vrstvy). Ve vrstvené siti se pak hledd tzv. nasyceny
tok fp, tj. takovy tok, Ze kazd4 cesta ze zdroje do spotiebice obsahuje alespoil
jednu nasycenou hranu. Diky specidlni struktufe vrstvené sité lze takovy tok
najit velmi rychle (jednotlivé algoritmy se lisi ve zpusobu, jak to délaji). Tok f,
se pak pricte k toku f a cely postup se opakuje, dokud v prirustkové siti G
existuje cesta ze zdroje do spotfebic¢e. Podrobnosti lze najit napriklad v knize
[Kucera83].

8.6 Nejlevnéjsi cirkulace

Uvedeme jednoduchou metodu hledani nejlevnéjsi cirkulace. DiimysInéjsi postup
uvedeme v B.71

8.6.1 Cena cirkulace, cena zlepsujici kruznice. Mé&jme sit G s omezenimi
toku [ a ¢ a s jednotkovymi cenami toku a. Dale méjme libovolnou cirkulaci f.
Pfipomenime (viz str. [133)), Ze cena toku v hrané e je rovna soucinu a(e) f(e)
a 7Ze cena celé cirkulace je souctem cen toki ve vSech hranach.

Cenu zlepsujict kruznice definujeme jako soucet jednotkovych cen na hranach
vpred minus soucet jednotkovych cen na hranach vzad. Je-li tedy cena zlepsujici
kruznice p a zménime-li tok podél této kruznice o hodnotu r, pak celkova cena
cirkulace vzroste o hodnotu rp.

Pojem jednotkové ceny toku mizeme definovat i pro pfirustkovou sit Gy vzhle-
dem k toku f. Na hrandch vpred budou v prirustkové siti ceny stejné jako na
odpovidajicich hranach puvodni sité G, na hranach vzad budou ceny stejné jako
v GG, ale s opa¢nym znaménkem. Zlepsujici kruznici v puvodnim grafu G odpovida
cyklus v grafu G, pficemz jejich ceny jsou stejné.

8.6.2 Véta (charakterizace nejlevnéjsich cirkulaci). Pfipustna cirkulace f
je nejlevnéjsi cirkulaci v siti G pravé tehdy, kdyz v siti G neexistuje vzhledem
k cirkulaci f zadna zlepsujici kruznice se zapornou cenou.

DUKkAz: Jedna implikace je snadnd: Kdyby existovala zlep$ujici kruznice se zé-
pornou cenou, bylo by mozno podél ni cirkulaci zménit a tim snizit jeji celkovou
cenu. Cirkulace f by tedy nebyla nejlevnéjsi.

Dokéazeme opacnou implikaci: Necht f je cirkulace, vzhledem ke které neexistuje
zlepsujici kruznice se zapornou cenou. Oznacme fi nejlevnéjsi pfipustnou cirkulaci
v siti G (urcité existuje). Cirkulace fi je dosazitelnd z cirkulace f zménami podél
zlep$ujicich kruznic vzhledem k cirkulaci f. Zadna z téchto kruznic nema zapornou
cenu. Cirkulace f; proto neni levnéjsi nez f. Jinak feGeno, cirkulace f jiz byla (také)

~evs

nejlevnéjsi cirkulaci v siti G. O

8.6.3 Algoritmus pro nalezeni nejlevnéjsi cirkulace. Piedchozi véta dava
jednoduchy navod k hledani nejlevnéjsi cirkulace.
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1. Najdeme p¥ipustnou cirkulaci f (viz[8.4)). Jestlize pfipustna cirkulace neexis-
tuje, vypocet konci.

2. Sestrojime prirustkovou sit Gy vzhledem k cirkulaci f.

3. V prirustkové siti budeme jednotkové ceny toku pokladat za délky hran
a najdeme zde (viz cyklus se zapornou délkou. Jestlize takovy cyklus
neexistuje, vypocet konci, cirkulace f je podle véty nejlevnéjsi.

4. V siti G sestrojime zlepsujici kruznici, kterd odpovidd nalezenému cyklu se
zapornou délkou, vypocitame kapacitu zlepsujici kruznice, zménime cirkulaci
a pokracujeme podle kroku 2.

Prirustkové sité neni nutno explicite sestrojovat, algoritmy pro hledani cyklu se
zapornou délkou lze upravit tak, aby pracovaly pfimo v siti G s cirkulaci f.

8.6.4 Priiklad vypoctu nejlevnéjsi pfipustné cirkulace je znédzornén na obr.
Vlevo je vzdy nakreslena sit s vyznadenou cirkulaci, vpravo je odpovidajici pii-
rustkové sif. Hrany, které jsou nakresleny silné, tvori cyklus se zapornou cenou,
ktery byl pouzit ke zméné cirkulace. Celkova cena cirkulace se snizila z hodnoty
—1 na hodnotu —4. Poznamenejme, Ze pii trose Stésti pri volbé zlepsujici kruznice
jsme mohli ziskat nejlevnéjsi cirkulaci jedinou tpravou. Najdéte tuto kruznici jako
cviceni.

8.7 Algoritmus Out of Kilter

Algoritmus Out of Kiltelﬂ pro vypocet nejlevnéjsi pripustné cirkulace (kromé sa-
moziejmé manipulace s tokem) pfifazuje vrcholim grafu hodnoty, které budeme
nazyvat potencidly. Rozdily potencidltt na hranach (lze si je pfedstavit jako elek-
trické napéti) se v algoritmu vyuzivaji k efektivnimu hledani zlepsujicich kruznic se
zapornou cenou, pripadné k dikazu, ze takova kruznice neexistuje, a ze uz tedy je
dosazeno optima.

Algoritmus Out of Kilter byl pivodné odvozen z teorie duality v linedrnim
programovéniE] Tato teorie hodné souvisi s kombinatorickou optimalizaci, ale jeji
vyklad znacné presahuje rozsah a zaméreni této knizky. Nasledujici vétu lze z duality
linearniho programovani dokéazat elegantnéji, nez je uvedeno zde, totiz bez odkazu

na vétu [R.6.21

8.7.1 Vé&ta. Bud déna sif G s omezenimi toku [, ¢ a s jednotkovymi cenami toku
a. Necht f je cirkulace. JestliZe existuje ohodnoceni vrcholi u : V(G) — R takové,

2Slovo ,kilter“ je keltského ptivodu a znamena potadek.
3Potencialy vypodtené algoritmem Out of Kilter jsou optimalnim fesenim dualni tlohy.
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ze pro kazdou hranu e plati tzv. kilter-podminky

I(e) < fle) < cle),
(K) u(Kv(e)) —u(Pv(e)) > ale) = f(e) = c(e),
u(Kv(e)) —u(Pv(e)) <ale) = fle) =I(e),

pak cirkulace f je nejlevnéjsi pfipustnou cirkulaci.

DUkAzZ: Piedpokladejme, Ze cirkulace f a potencidly u spliiuji kilter-podminky.
Dokazeme, ze zadna zlepsujici kruznice vzhledem k cirkulaci f nemé zapornou cenu.
Odtud jiz podle véty plyne, Ze f je nejlevnéjsi cirkulaci.

Vezméme tedy libovolnou zlepsujici kruznici. Z kilter-podminek a z toho, ze jde

Obrézek 8.11: Vypocet nejlevnéjsi pripustné cirkulace (viz[8.6.4). Hrany jsou ozna-
U(e),c(e),a(e)
7 .

Ceny ©
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o zlepsujici kruznici, pro hrany kruznice vyplyva:

pro hrany vpied u(Kv(e)) —u(Pv(e)) < ale),

pro hrany vzad u(Pv(e)) —u(Kv(e)) < —a(e),

seCtenim dostaneme 0 < cena zlepSujici kruZnice,
nebot suma potencidlovych rozdild podél kruznice se musi rovnat nule. O

8.7.2 Kilter-diagram. Kilter-podminky (K) z pfedchozi véty lze pro kazdou
hranu zndzornit pomoci tzv. kilter-diagramu, viz obr.

Velikost toku v hrané a rozdil potencidlti mezi jejimi vrcholy zde chapeme
jako soufadnice bodu, ktery charakterizuje ,stav hrany“. Hrana pak spliuje kilter-
-podminky pravé tehdy, kdyz zminény bod lezi na silné vyznacené tzv. kilter-care.
V tomto smyslu fikdme, ze hrana je v kiltru nebo mimo kilter.

bu(Kv(e)) — u(Pv(e))

0 I(e) cle)  f(e)
Obrazek 8.12: Kilter-diagram.

Kazda hrana méa samoziejmé svij vlastni kilter-diagram; poloha kilter-cary je
v ném urcena omezenimi [, ¢ a cenou toku a a v pribéhu vypoctu se neméni. Bod,
ktery vyjadiuje ,stav hrany“, se naopak béhem vypoc¢tu pohybuje, a to pri zméné
toku vodorovné a pfi zméné potencialt svisle.

Algoritmus Out of Kilter se snazi pomoci zmén toku a potencialia docilit, aby
vsechny hrany byly v kiltru.

8.7.3 Defekt. Abychom mohli méfit, jak se priblizujeme k optimélnimu FeSeni,
zavedeme pojem defektuﬁ Defekt hrany definujeme jako vodorovnou vzdalenost
bodu, ktery vyjadiuje stav hrany, od kilter-cary. Presnéji, pro hranu e, ktera vede
z vrcholu ¢ do vrcholu j, definujeme defekt takto:

|f(e) —l(e)], kdyz wu(j)—u(i) < ale)

l(e) = fle), kdyz wu(j)—u(i) = a(e)

K(e) = 0, kdyz u(j) —u(i) = a(e)
cle), kdyz wu(j)—u(i) = ale)

|f(e) —c(e)], kdyz wu(j) —u(i) > a(e)

4Jde o zcela jiny defekt nez v
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Defekt hrany je vzdy nezaporny a je roven nule prave tehdy, kdyz hrana je v kiltru.
Algoritmus Out of Kilter bude ménit tok a potencidly vzdy tak, aby defekt v zadné
hrané nevzrostl a aby alespon v jedné hrané klesl.

8.7.4 Znackovaci procedura. K hledéni zlepsujici kruznice se v algoritmu Out
of Kilter pouzivé znackovaci procedura, kterd je podobna jako [8.3.5] ale podminky

vvvvvv

Znackovani vzdy zacina ve vrcholu z a cilem je oznackovat vrchol s. Kdyz se to
podafi, je nalezena cesta ze z do s a tato cesta potom spolu s hranou mezi z a s
vytvori zlepsujici kruznici.

1. [Inicializace.] Oznackujeme vrchol z, ostatni vrcholy jsou beze znacek.

2. [Znackovdni vpted.] Existuje-li hrana e takovd, ze Pv(e) mé znacku a Kv(e)
nikoli, pak, plati-li n€kterd z podminek

(1) fle) <l(e),
(2) l(e) < fle) < c(e) a u(Kv(e)) —u(Pv(e)) > ale),
oznackujeme vrchol Kv(e).

3. [Znackovdni vzad.] Existuje-li hrana e takovd, ze Kv(e) mé znacku a Pv(e)
nikoli, pak, plati-li nékterd z podminek

3) f(e) > cle),
(4) I(e) < fle) <cle) a u(Kv(e)) —u(Pv(e)) <afe),
oznackujeme vrchol Pv(e).

4. [Test ukoncend.] Je-li oznackovan vrchol s nebo nelze-li oznackovat zadny dalsi
vrchol, znackovani kon¢i.

8.7.5 Rez branici znackovéani. Pokud znackovaci procedura nemiuze
oznackovat vrchol s, znamend to, Ze v fezu W (A) uréeném mnozinou oznackovanych
vrcholi A plati pro kazdou hranu jedna z podminek

) cEWH(A) a f(e) = cle),

(2)  eeWT(A) a l(e) < fe) <cle) a u(Kv(e)) —u(Pv(e)) < ale),
(3) eceW™(A) a fle)<l(e),

(4) eeW (A4) a lle) < fle) <cle) a u(Kv(e)) —u(Pv(e)) > ale) .

Algoritmus Out of Kilter se v takovém pripadé bude snaZit zménit potencily
neoznackovanych vrchold tak, aby se vSechny hrany fezu pfiblizily (svislym pohy-
bem) k vodorovné ¢ésti kilter-¢ary a pfitom aby nékterd hrana tuto vodorovnou
¢ast doséhla.
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8.7.6 Algoritmus Out of Kilter.

VsTup: Orientovany graf GG, omezeni toku [, ¢, jednotkové ceny toku a a vychozi
cirkulace f (nemusi byt pfipustnd, musi vSak splitovat Kirchhoffv zdkon) a vychozi
potencidly vrchol u (zcela libovoln4 ¢isla).

UkoL: Bud zménit cirkulaci f a potencidly u tak, aby vechny hrany spliiovaly
kilter-podminky (K) (pak podle véty bude f nejlevnéjsi cirkulaci), anebo
najit fez se zadpornou kapacitou, ktery brani (podle véty existenci pripustné
cirkulace.

1. [Test nalezent optima.] Najdeme hranu h, kterd je mimo kilter. Pokud takova
hrana neexistuje, vypocet kondéi, cirkulace f je pfipustnd a nejlevnéjsi.

2. [Urceni sméru znackovdni.] Jestlize hrana h splituje nékterou z podminek (1),
(2) (viz [8.7.4), pak polozme z := Kv(h) a s := Pv(h). V opaéném piipadé
polozme z := Pv(h) a s := Kv(h).

3. [Znackovdni.] Pouzijeme znackovaci proceduru [8.7.4 Podari-li se oznackovat
vrchol s, pokracujeme podle kroku 4, v opa¢ném ptipadé podle kroku 7.

4. [Zména cirkulace.] ZlepSujici cestu (nalezenou ve znackovaci procedufe) do-
plnime o hranu h, ¢imz vznikne zlepsSujici kruznice. Hranu A v ni budeme
pokladat za hranu vpfed, pokud pro ni plati (1) nebo (2), nebo za hranu
vzad, pokud spliiuje (3) nebo (4).

5. Vypocteme kapacitu d zlepsujici kruznice jako minimum pies vSechny hrany
kruznice z hodnot:
K(e) pro hrany s defektem K (e) > 0,
c(e) — f(e) pro hrany vpred s defektem K (e) =0,
f(e) —l(e) pro hrany vzad s defektem K(e) = 0.

6. Na hranach zlepsujici kruznice zménime cirkulaci:
f(e):= f(e) +d pro hrany vpfed,
f(e) :== f(e) —d pro hrany vzad.
Pokracujeme podle kroku 1.

7. [Pokus o zménu potencidli.] Prozkoumame ez uréeny mnozinou oznackova-
nych vrcholit A. Jestlize v fezu vechny hrany z W+ (A) splitovaly (1°) a sou-
Gasné vSechny hrany z W~ (A) spliiovaly (3’), pak pokracujeme podle kroku
9, jinak podle kroku 8.

8. Vypocteme velikost zmény potencialt § jako minimum z hodnot
[u(Kv(e)) — u(Pv(e)) —a(e)|

pfes vSechny hrany fezu, které spliiovaly (4’) nebo (2’). Pokracujeme podle
kroku 10.
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9. Jestlize f(h) = I(h) nebo f(h) = c(h), vypocteme velikost zmény potencidli
0 takto:
kdyz f(h) =1U(h), pak 0:=u(z)—u(s)— a(h),
kdyz f(h) =c(h), pak 0 :=u(z)—u(s)+ a(h),
a v obou pfipadech pokracujeme podle kroku 10. V ostatnich pfipadech,
tj. kdyz I(h) # f(h) # c(h), vypoclet konéi, pfipustna cirkulace neexistuje
a mnozina A oznackovanych vrcholl urc¢uje fez se zdpornou kapacitou.

10. [Zména potencidli.] U v8ech neoznackovanych vrcholtt zvysime potencidl
o hodnotu §, tj. provedeme pro né u(v) := u(v) + § a pokrac¢ujeme podle
kroku 1.

8.7.7 Piiklad. Vypocet algoritmem Out of Kilter pfedvedeme na siti z pfikladu
B:6.4, obr. Pouzijeme tutéz vychozi cirkulaci, vjchozi potencidly zvolime
nulové: v = (0,0,0,0). Toky a potencidly v jednotlivych fazich vypocétu jsou
znazornény na obr.

Kilter-diagramy jednotlivych hran jsou na obr. Body, které v kilter-
-diagramech predstavuji stav hrany v raznych fazich vypoctu, jsou v diagramech
ocislovany kurzivou. Zmény stavli hran jsou naznaceny Sipkami.

Pribéh vypoctu byl tento:

1. z =2, s = 1; oznackovana mnozina {2}; potencidl zménén na u = (1,0,1,1).
2. z =2, s = 1; oznackovana mnozina {2, 4}; potencidl zménén na v = (2,0,2,1).
3. z =2, s = 1; nalezena zlepsujici kruznice 1-2-4-3-1 o kapacité 1, zménén tok.
4. z =1, s = 3; oznackovdna mnozina {1}; potencidl zménén na v = (2,1, 3,2).
5. VsSechny hrany jsou v kiltru.

Vsimnéte si, Ze nejlevnéjsi cirkulace byla nalezena jiz ve tteti iteraci, ale poten-
cialy jeji optimélnost nepotvrzovaly. To se stalo az po jejich zméné ve ¢tvrté iteraci.
Déle si vSimnéte, Zze v prvych dvou iteracich se diky zménam potencialti mnozina
oznackovanych vrcholi zvétSovala, dokud se ve tfeti iteraci nepodafrilo ,prorazit®
cestu do vrcholu s = 1. Koneéné poznamenejme, Ze hrana (4, 1) se vratila do svého
vychoziho stavu.

8.7.8 Véta. Algoritmus se po konecné mnoha krocich zastavi. Zastavi-li se
v kroku 1, pak f je nejlevnéjsi piipustna cirkulace. Zastavi-li se v kroku 9, pak v siti
pripustné cirkulace neexistuje.

DUkAz: K diikazu, Ze se algoritmus zastavi, staci dokézat, Ze soucet defektt vsech
hran klesne pri kazdé zméné toku i pti kazdé zméné potenciala.

Pro zmény toku provadéné v krocich 4 az 6 to zarucuje znackovaci procedura:
defekt hrany h klesne, defekty ostatnich hran se nezvysi.

Zmeéna potenciald podle kroka 8 a 10 je provadéna tak, aby se alespon jedna
hrana dostala ve svém kilter-diagramu na vodorovnou ¢ast kilter-ary, ale aby zadna
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hrana tuto ¢aru nepfebéhla. (Ovéite!) To znamend, Ze alespoii pro jednu hranu
defekt klesne na nulu a defekty ostatnich hran se nezvysi.

Je-li vykonévan piikaz 9, pak pro vSechny hrany, které jsou v fezu orientovany
vpred (tj. pro Wt (A)), plati f(e) > c(e), pro viechny zbyvajici hrany fezu plati
f(e) <l(e). Soudasti fezu pfitom je i hrana h. Pokud pro ni neplati rovnost (tj. kdyz
neplati ani f(h) = c(h), je-li h hranou vpfed, ani f(h) = I(h), je-li h hranou vzad),
pak ma fez W(A) zapornou kapacitu (srovnejte s dikazem véty , a proto
pripustné cirkulace neexistuje. Vypocet tedy v tomto pripadé konci opravnéne.

Pokud pro hranu h rovnost plati, pak je jesté nadéje, ze pfipustné cirkulace
existuje. V tomto pfipadé ménime potencialy tak, Ze hrany z W+ (A), pro které

Obrazek 8.13: Postup vypoctu nejlevnéjsi pripustné cirkulace algoritmem Out of
i

Kilter (viz . Hrany jsou oznaceny %, vrcholy jsou oznaceny OE
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plati f(e) > c(e), se budou ve svych kilter-diagramech pohybovat nahoru, zatimco
hrany z W~ (A), pro které plati f(e) < c(e), se budou pohybovat doli. Hrana h
se pritom dostane presné na ,roh“ kilter-¢ary. Defekt hrany h tedy klesne na nulu
a defekty ostatnich hran se bud nezméni, nebo klesnou o hodnotu c(e) — I(e).

Po kazdém prichodu algoritmu krokem 2 tedy suma defektii klesne. Po konecné
mnoha priichodech se tedy algoritmus musi zastavit bud v kroku 1, nebo v kroku
9. V prvém piipadé jsou vSechny hrany v kiltru, podle véty je tedy cirkulace
f pfipustnd a nejlevnéjsi. Druhy pfipad (zastaveni v kroku 9) jsme jiz dokézali
vyse. O

8.7.9 Poznamky. Algoritmus Out of Kilter je vyhodny v situacich, kdy fesime
posloupnost jen mirné odlisnych tloh. To se vyskytuje napt. pfi vypoc¢tech metodou
vétvi a mezi (viz a, kdy k tloze postupné pridavame dodateéné omezujici
podminky, které ¢ini dosavadni feSeni nepfipustnym. V takovém piipadé za vychozi
cirkulaci i potencidly bereme vysledky z predchoziho vypoctu.

Dalsi vyhodou algoritmu Out of Kilter je jeho univerzalnost. S jeho pomoci
mizeme Tesit i Glohy o maximélnim toku nebo o nalezeni pfipustné cirkulace, je to
ovsem méné efektivni nez pouziti specialnich algoritm.

A A A
1—2 2—3 2—4
1 N
2 §5
4
5844 3,4,5
I 2,8
“2 ) S 456
— > >
1 1
A A A
3—1 4—1 4—3
4,5
374 3:‘
11273 4
‘ ~ 1,2,5 ~ 1,2 ”
5

Obréazek 8.14: Kilter-diagramy k p¥ikladu [8.7.7]
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Kapitola 9

Parovani

9.1 Zakladni pojmy, ulohy a aplikace

9.1.1 Parovani. Bud déan graf G. Pdrovani v grafu G je takovd mnozina hran
P C E(G), Ze z4dné dvé hrany z mnoziny P nemaji spoleény vrchol. Je zfejmé, zZe
je-li P parovani a P’ C P, pak P’ je také parovani. Dokonce i prdzdnd mnoZina je
parovanim, ale malo zajimavym.

O vrcholech, které jsou incidentni s nékterou hranou parovani P, fikame, ze
jsou parovanim P mnasyceny nebo téz pokryty. O ostatnich vrcholech fikame, Ze
jsou v parovani P volné. Parovani, které nasycuje vSechny vrcholy grafu, nazjvame
perfektnim pdrovdnim.

9.1.2 Ulohy o parovani. V souvislosti s parovanim jsou studovany tii zakladni
ulohy:

1. V daném grafu najit mazimadini pdrovdni, tj. parovani, které obsahuje nejvetsi
pocet hran.

2. V grafu, jehoZz hrany jsou ohodnoceny cenami, najit nejlevnéjsi mazimalni
pdrovdni, tj. nejlevnéjsi parovani ze vSech, kterad jsou maximalni.

3. V grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny cenami, najit nejdrazsi pdrovdni, tj.
parovani s nejvétsim souctem cen.

Uloha o nejdrazsim péarovani je nejobecnéjsi. Ulohu o nejlevnéjsim maximéalnim
parovani lze na ni pfevést zménou cen, viz cvideni

Uloha o nejlevnéjsim maximélnim parovani je ¢asta v aplikacich. Jejim special-
nim pfipadem je tzv. pritazovact uloha. Jde v ni o nalezeni nejlevnéjsiho perfektniho
parovani v iplném bipartitnim grafu, jehoz strany maji stejné pocty vrcholu.

Vsechny uvedené ulohy o parovani lze feSit v polynomidlnim case (viz
str.[30] a str. [I89). Algoritmy i teoretické Gvahy pro parovani v bipartitnich
grafech jsou jednodussi, proto se jimi budeme zabyvat zvlast v oddilech a
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9.1.3 Priiklad: Letecka bitva o Anglii. V letecké bitvé o Anglii v roce 1940
bojovala na strané Anglie fada pilotd rtiznych nérodnosti. Kralovské letectvo mélo
letadla, kterd vyzadovala dva piloty. Néktefi piloti spolu ov§em nemohli letét pro
jazykové potiZze nebo pro rozdilnost vycviku. Kolik letadel (tj. dvojic piloti) muze
za téchto omezeni vzlétnout najednou?

Tento problém by bylo mozno fesit nalezenim maximéalniho parovani v grafu,
jehoz vrcholy jsou piloti a jehoz hrany spojuji piloty, ktefi mohou letét spolu.

9.1.4 Priiklad zahradkarsky. Predstavme si ovocnou zahradu, ve které je 2n
stromkid a jedna hromada hnoje. Nasim tkolem je pfivézt pil kolecka hnoje ke
kazdému stromku. Abychom Set¥ili ¢asem, chceme vzdy vézt k nékterému stromku
plné kolecko, polovinu jeho obsahu slozit a pokracovat s poloprazdnym koleckem
k jinému stromku. Kromé ¢asu chceme Setfit i silami a chceme, aby napt. soucet
drah vykonanych s plnym koleckem byl co nejmensi.

Tuto tlohu lze prevést na hledani nejlevnéjsiho perfektniho parovani v iplném
grafu o 2n vrcholech. Kazdy vrchol odpovida jednomu stromku. Cena hrany bude
amérna namaze spojené s jizdou plného kolecka k bliz§imu z obou stromki, s na-
sledujici jizdou poloprazdného kolecka ke druhému z nich a s navratem prazdného
kolec¢ka k hromadé hnoje. Je zfejmé, ze kazdy stromek (vrchol) musi byt zahrnut
do presné jedné jizdy, hrany odpovidajici témto jizdam musi tedy tvorit perfektni
parovani.

9.1.5 Cviceni. Jak byste fesili pfedchozi tlohu pro lichy pocet stromku?

9.1.6 Priklad: Taneéni. Pfedpokladejme, Ze v tane¢nich mé kazdy hoch presné
k pritelkyn a kazda divka presné k pratel, pficemz k > 0. Je mozno usporadat tanec,
pri kterém kazdy hoch i divka tanéi s nékterym ze svych pratel? (Zde ponékud
nerealisticky pfedpokladame, Ze vztah pratelstvi je symetricky.)

Vztah pratelstvi mizeme znazornit bipartitnim grafem, v némz kazdy vrchol
ma stupen k. V tomto grafu hleddme perfektni parovani. UkaZeme, Ze za uvedenych
podminek lze existenci perfektniho parovani zarucit.

9.1.7 Pfirazovaci tloha. Klasickd formulace pfifazovaci tlohy, totiz pfifazo-
vani pracovnich tukolt pracovnikiim, byla uvedena v [8.2.5] str. Kromé fady
dalsich pfimych aplikaci se pfifazovaci iloha vyskytuje i jako podiloha pfi feseni

niho cestujiciho [12.4.4] str. [208
Resenim piifazovaci tlohy se budeme zabyvat v str. [173]

9.1.8 Cviceni. Ulohu o nejlevnéjsim maximalnim péarovani lze pfevést na tlohu
o nejdrazsim parovani zménou cen hran. Navrhnéte zptsob, jak to udélat.

9.1.9 Poznamka. Ulohy o parovani mtizeme chépat jako hledani soustavy dis-
junktnich dvojic vrchold. Podobné tlohy tykajici se disjunktnich trojic jsou pod-
statné obtiznéjsi (NP-tézké). Znamena to napf., ze kdybychom v zahradkarské tloze
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9.1.4] snizili davku hnoje na tfetinu kolecka, byl by rozvoz hnoje snazsi, ale najit

vvvvvv

9.2 Parovani v obecnych grafech

9.2.1 St¥idavé cesty a kruZnice. Bud dén graf G a v ném pérovéni P. Stiidavd
cesta (nékdy téz alternujici cesta) vzhledem k péarovani P je takova neorientovand
cesta, ze jeji hrany st¥idavé lezi v P a nelezi v P a je-li krajni vrchol cesty nasycen
v parovani P, pak hrana, ktera jej nasycuje, je Casti cesty.

Priklad stfidavé cesty je na obr. vlevo vyznacen carkované. Hrany, které
nalezi k parovani, jsou nakresleny silné. Poznamenejme, Ze cesta spojujici vrcholy
1, 6, 3 neni stfidavou cestou, ale jeji prodlouzeni 1, 6, 3, 2 jiz stfidavou cestou je.

1 2

5 4

Obrazek 9.1: Stiidava cesta a zména parovani.

Stridava kruznice vzhledem k parovani P je kruznice, jejiz hrany stfidavé lezi
a nelezi v parovani P. Stiidava kruznice mé vzdy sudy pocet hran.

Pomoci stiidavych cest a kruznic lze parovani snadno ménit tim, Ze u hran,
které lezi na cesté nebo kruznici, zménime ptislusnost k parovani. Piesnéji, je-li
H mnozina hran tvoricich stfidavou cestu nebo kruznici vzhledem k parovéani P,
vytvorime nové parovani P’ takto:

jestlize e€ H, pak ec P’ e ¢ P,
jestlize e¢ H, pak ec P’ s ec P.

Takovou zménu parovani budeme nazyvat zmeénou podél stridavé cesty nebo kruz-
nice. Vysledek zmény pérovani podél st¥idavé cesty je na obr. vpravo.

9.2.2 Véta. Bud dan prosty graf G a v ném libovolné parovani P;. Pak pro
kazdé parovani P, v grafu G existuje soustava vrcholové disjunktnich st¥idavych
cest a stfidavych kruznic takova, ze zménami podél vSech téchto cest a kruznic lze
z parovani P; ziskat parovani Ps.

PozNAMKA: Ponévadz st¥idavé cesty a kruznice nemaji zadny spoleény vrchol
(jsou vrcholové disjunktni), 1ze zmény provadét v libovolném pofadi.

DUKAZ: Uvazujme faktor G’ grafu G s mnozinou hran (Py\ P2)U(P2\ Py). Graf G’
tedy obsahuje pravé ty hrany grafu G, které lezi presné v jednom z obou parovani
(tj. nikoli v obou).
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Pro kazdy vrchol € V(G') = V(G) nastane jedna ze ¢tyi moznosti:

1. Jestlize z neni nasycen ani v P;, ani v Ps, je izolovanym vrcholem v G'.

2. Je-li vrchol x nasycen jen v jednom z parovani Py, P», ma v grafu G’ stuperi 1.

3. Je-li x nasycen v P; i P, touZ hranou, pak tato hrana nelezi v G’, a vrchol z
je tedy v G’ izolovanym vrcholem.

4. Je-li x nasycen v P; i P, riznymi hranami e; € P; a e5 € P», pak obé tyto
hrany lezi v G’ a stupeii vrcholu z je roven 2.

Kazdy vrchol méa tedy v grafu G’ stupeni nejvyse 2. Z toho plyne, ze graf G’ mé
komponenty souvislosti t¥i typi:

1. izolovany vrchol,

2. kruznice sudé délky, jejiz hrany stfidavé lezi v P, a Ps,

3. cesta, jejiz hrany sttidavé lezi v Py a P, a jejiz krajni vrcholy jsou rtzné,
pric¢emz kazdy z nich je nasycen v jednom z obou parovani Py, Ps.

Komponenty souvislosti grafu G’ pfimo urcuji st¥idavé cesty a kruznice. Provedenim
zmén parovani P; podél vSech téchto cest a kruznic dostaneme parovani Ps. O

9.2.3 Véta. Parovani P v grafu G je maximalni pravé tehdy, kdyz v grafu G
vzhledem k parovani P neexistuje stfidava cesta spojujici dva volné vrcholy.

DUKAzZ: Je-li parovani P maximalni, pak vzhledem k nému nemiize existovat st¥i-
dava cesta spojujici volné vrcholy. Kdyby totiz existovala, mohli bychom péarovani
podél ni zvétsit.

Jestlize naopak parovani P neni maximéalni, vezméme néjaké maximalni paro-
vani (néjaké uréité existuje) a oznacme je P;. Podle véty existuje soustava
stiidavych cest a kruznic takova, ze zménami podél nich ziskdme parovani P; z pa-
rovani P. Ponévadz |P;| > |P|, musi nékterd z téchto zmén zvétSovat parovani,
musi tedy byt zménou podél stiidavé cesty s volnymi krajnimi vrcholy (jiné zmény
nezvétsuji podet hran v parovani). O

9.2.4 Cena stridavé cesty a kruznice. Uvazujme graf GG, jehoz hrany jsou
ohodnoceny cenami ¢ : E(G) — R. Dale m&me v grafu G parovani P a vzhledem
k nému stfidavou cestu, popf. kruznici. Mnozinu hran této cesty, popft. kruZnice,
oznacme H.

Cenu stridavé cesty, popt. kruznice, definujeme jako

C= Y cle)= > cle).

e€H\P e€HNP

Ma-1i stfidava cesta, popf. kruznice, cenu C' a provedeme-li podél ni zménu, pak
cena parovani vzroste o hodnotu C.

9.2.5 Véta. Parovani P v grafu G je nejdrazsi pravé tehdy, kdyz v grafu G
vzhledem k parovani P neexistuje ani stiidava cesta, ani stiidava kruznice s kladnou
cenou.

DUKAZ je podobny ditkazu véty [0.2.3] a je pfenechan ¢tenafi jako cviceni. O
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9.2.6 Algoritmy pro parovani v obecnych grafech. Vseobecné lze k hledani
maximdlniho i nejdrazsiho parovani vyuzit metody zalozené na vétach [0.2:3]a[9.2.5]
Zakladni schéma algoritmt je toto:

Zvolime libovolné vychozi parovani P a hledame, zda vzhledem k nému existuje
stfidava cesta, popi. kruznice, ktera by dovolila parovani zlepsit. Jestlize neexistuje,
pak podle véty [0.2.3] popt. [0.2.5] je parovani P jiz optimdlni. JestliZe existuje,
zménime (tj. zlepSime) parovani a znovu hleddme dalsi st¥idavou cestu, popf.
kruznici.

Bohuzel, hledani potfebnych stf¥idavych cest a kruznic neni tak jednoduché,
jak se na prvni pohled zda. Bézné metody prohledavani grafd popsané v kap.
a zalozené na znackovani vrcholtl lze jednoduse upravit pro hledani stridavych cest
pouze v bipartitnich grafech (viz .

V obecnych grafech sice lze pro hleddni st¥idavych cest pouzit backtracking (viz
11.2 str. , ten vsSak je ve vétsich grafech netnosné pomaly.

Rychlé (polynomidlni) algoritmy pro parovani v obecnych grafech existuji,
pracuji v ¢ase O(n3), ale jsou pomérné komplikované a v piipadé nejdrazsiho
parovani se navic opiraji o tzv. dualitu v linedrnim programovéani. Z tohoto davodu
nastinime pouze hlavni myslenky rychlych algoritmt, a to pouze pro maximalni
parovani (viz . Polynomiélni algoritmy pro maximalni i nejdrazsi parovani
jsou popsany napf. v knihach [Plesnik83], [Chr75] a [Lawler76].

9.2.7 Priklad. Naobr.[0.2)a[0.3jsou piiklady hledani maximalniho a nejdrazsiho

parovani.
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Obrazek 9.2: Vypocet maximéalniho parovani.

Vychozi parovani na obr. vlevo bylo ziskdno ndhodnym pfiddvanim hran.
Vsimnéte si, Ze k tomuto parovani uz nelze pfidat zaddnou dalsi hranu, pfesto méa
dost daleko k maximalnosti. St¥idavé cesty mezi volnymi vrcholy jsou vyznaceny
carkované. Vsimnéte si také, ze vysledné maximéalni parovani neni perfektni.
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Vychozi parovéni na obr.[0.3] vlevo bylo ziskdno ,hladovym® postupem: postupné
jsme pridavali vzdy nejdrazsi pfijatelnou hranu. Stiidavé cesty i kruznice byly
hledany ru¢né s vyuzitim backtrackingu. Vsimnéte si, ze nejdrazsi parovani na obr.
vpravo jsme mohli ziskat také primo z vychoziho parovani, kdybychom zvolili
jinou stiidavou kruznici.

o 20 o o 20 o

16 16
15 17 15 17
11 11
9
10
9 8

6

(e, 6 O

cena parovani = 36 cena parovani = 37 cena parovani = 38

Obrazek 9.3: Vypocet nejdrazsiho parovani.

9.2.8 Rychly algoritmus pro maximalni parovani. Naznac¢ime hlavni mys-
lenky rychlého algoritmu pro hledani stiidavé cesty, jejiz krajni vrcholy jsou
volné v parovani P. Podrobnéjsi popis nebo jiné postupy lze najit v [Kucera83)|,
[Plesnik83|, [Chr75], [Lawler76|, [SwTh81].

Zacindme v nékterém volném vrcholu r, ktery nazveme korenem, a vytvarime
tzv. stridavy strom, ktery ma tu vlastnost, ze kazda cesta v tomto stromé, ktera
zacina v r, je stfidavou cestou. Strom vytvarime pomoci znackovani vrchold, pricemz
pouzivame dva druhy znacek: vrcholy stromu oznacujeme stiidavé jako wvnéjst
a ovnitrnig, pricemz kofen r je vnéjsi. V prikladé na obr. jsou vnéjsi vrcholy
kresleny jako plné tecky.

uriznuty kveét

Obrazek 9.4: Utiznuti kvétu a stfidava cesta prochazejici kvétem.

Jestlize najdeme hranu, kterd spojuje vnéjsi vrchol s néjakym volnym vrcholem
riznym od 7, mame stfidavou cestu s volnymi krajnimi vrcholy a mazeme zvétsit
parovani.
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Jestlize najdeme hranu, kterd spojuje dva vnéjsi vrcholy (a kterd tedy nelezi
v parovéni), nasli jsme kruznici liché délky, kterd byva nazgyvana kvétem. Kvét kazi
vlastnost stfidavého stromu, totiz Ze cesta zacinajici v r je stfidavou cestou. Proto
vSechny vrcholy kvétu nahradime jedinym vrcholem a hrany, které vedly z vnéjsku
do kvétu, vedeme do tohoto vrcholu. Tato operace byva nazyvana uriznutim kvétu.
Lze dokazat, Ze stfidava cesta z r do nékterého volného vrcholu x v ptivodnim grafu
existuje pravé tehdy, kdyz existuje i v upraveném grafu. Déle tedy pokracujeme
s upravenym grafem (viz obr. a dale se snazime st¥idavy strom rozsifit.

Jestlize stiidavy strom nelze déle rozsifit a nenastava zadny z predchozich
pripadt, tj. kdyz z vnéjsich vrcholt vedou hrany pouze do vnitinich vrcholi,
odstranime z grafu cely strom a vSechny hrany s nim incidentni. Lze totiz dokazat,
Ze Cast parovani, kterd lezela ve stromé, je ¢asti nékterého maximéalniho parovani.
To znamend, Zze vynechanou ¢asti grafu se jiz neni tieba dale zabyvat. (Ovéite na
prikladé!)

Tento postup opakujeme, dokud bud nezredukujeme graf na prézdny (pak
stavajici parovani je jiz maximalni), nebo dokud nenalezneme st¥idavou cestu
s volnymi krajnimi vrcholy. V tomto druhém pfipadé lze stavajici parovani zvétsit.
Jestlize vsak stiidava cesta prochézi pfes vrchol, ktery vznikl ufiznutim kvétu,
musime nejprve kvét obnovit a najit v ném chybéjici ¢ast st¥idavé cesty. To se
miuzZe i nékolikrat opakovat, nebof ufiznuty kvét mohl byt soucasti dalsiho kvétu
atd.

Praktické provedeni tohoto algoritmu je relativné komplikované. Ufezavani
kvéti se neprovadi zménami grafu, ale pomoci soustavy odkazii ve vhodné datové
struktufe. Detaily i diikaz spravnosti lze najit v [Plesnik83], [Chr75|, [Lawler76], po-
nékud odlisny algoritmus je uveden v [Kucera83]. Casové naroky téchto algoritmii
jsou O(n?), popt. az O(n?y/n).

Poznamenejme, Ze v grafu, ktery neobsahuje kruznici liché délky (tj. ktery je
bipartitni), se kvét nemize vyskytnout.

9.3 Parovani v bipartitnich grafech

Teorie i algoritmy pro parovani v bipartitnich grafech jsou podstatné jednodussi nez
v obecném pripadeé, a to diky tésnému vztahu bipartitniho parovani k toktm v siti.

9.3.1 Pievod bipartitniho parovani na tok v siti. Mé&me bipartitni graf
G se stranami X, Y. Orientaci hran tohoto grafu zvolme tak, aby vsechny hrany
vedly z X do Y. K takto vzniklému orientovanému grafu pfidejme dva vrcholy,
umély zdroj z a umély spotiebi¢ s (viz obrazek na nasledujici strané). Déle
pro kazdy vrchol x € X pfidejme hranu ze zdroje z do = a pro kazdy vrchol y € YV
pfidejme hranu z y do spotiebice s. Kapacity téchto pfidanych hran jsou jednotkové,
kapacity ptuvodnich hran jsou vétsi nebo rovny jedné. Dolni omezeni toku jsou ve
vsech hranach nulova.

Péarovani v puvodnim grafu vzajemné jednoznacné odpovidaji celociselnym
toktim od zdroje ke spotfebici: parovani je tvofeno témi hranami pivodniho grafu,
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kterymi tece nenulovy (tj. jednotkovy) tok. Maximélni parovani lze tedy hledat
algoritmem pro maximalni tok, nejdrazsi parovani algoritmem pro nejlevnéjsi tok
(po obraceni znamének cen a po eventudlnim p¥idéni navratové hrany).

Obrazek 9.5: Prevod tlohy o parovani v bipartitnim grafu na tlohu o toku v siti.

9.3.2 Specialni algoritmy pro maximalni parovani v bipartitnim grafu
jsou ve své podstaté jen preformulovanim a zjednoduSenim algoritmil uréenych pro
maximalni tok. Zlepsujici cesté, ktera se pouziva ke zménam toku v transportni siti,
odpovidé v puvodnim grafu stfidava cesta s volnymi krajnimi vrcholy.

Pfimym preformulovanim znackovaci procedury dostaneme tento navod:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vSechny volné vrcholy z mnoziny X. Ostatni
vrcholy jsou beze znacek.

2. [Test nalezeni cesty.] Je-li oznackovan néktery volny vrchol z mnoziny Y,
znackovaci procedura konéi. Je nalezena stfidava cesta s volnymi krajnimi
vrcholy a podél ni 1ze zvétsit pocet hran v parovani.

3. [Pokus o znackovdni vpred.] Jestlize existuje hrana e ¢ P vedouci z oznacko-
vaného vrcholu x € X do neoznackovaného vrcholu y € Y, pak oznackujeme
vrchol y a pokracujeme podle kroku 2. Neexistuje-li takova hrana, pokracu-
jeme podle kroku 4.

4. [Pokus o znackovdni vzad.] Jestlize existuje hrana e € P z neoznackovaného
vrcholu x € X do oznackovaného vrcholu y € Y, pak oznackujeme vrchol
z a pokracujeme podle kroku 3. Neexistuje-li takova hrana, znackovaci pro-
cedura kon¢i, stavajici parovani je maximalni.

Tento postup lze jesté dale zjednodusit takto:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vSechny volné vrcholy z mnoziny X. Ostatni
vrcholy jsou beze znacek.

2. [Pokus o znackovdni vpred.] Jestlize existuje hrana e ¢ P vedouci z oznacko-
vaného vrcholu z € X do neoznackovaného vrcholu y € Y, pak oznackujeme
vrchol y a pokracujeme podle kroku 3. Neexistuje-li takova hrana, znackovani
kon¢i, stfidava cesta spojujici volné vrcholy neexistuje.
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3. [Test nalezeni cesty.] Je-li pravé oznackovany vrchol y volny, znackovaci
procedura konci, je nalezena stfidavéd cesta s volnymi krajnimi vrcholy. Je-
-li vrchol y parovanim P nasycen, pokracujeme podle kroku 4.

4. [Znackovani vzad.] Oznackujeme vrchol (lezici v mnoziné X ), ktery je sparovan
s vrcholem y, a pokrac¢ujeme podle kroku 2.

Jestlize takto upravena znackovaci procedura skonéi, aniz nalezla st¥fidavou cestu
s volnymi krajnimi vrcholy, pak stavajici parovani jiz je maximélni. Dtkaz tohoto
dtlezitého tvrzeni vyplyva z véty nebo také z analogie s toky v sitich (véta
8.3.7)).

9.3.3 Konigova véta. Bud dan bipartitni graf G se stranami X a Y. Pocet hran
v maximalnim parovani v grafu G je roven

(9-1) (IX\N A+ [Va(A)]) -

min
ACX
PozZNAMKA: Tato véta mé pro parovani v bipartitnich grafech podobny vyznam

jako Fordova-Fulkersonova véta [8:3.8] pro toky v sitich. Mnozinu A, pro kterou ve
vyraze ([9.1) nastdvd minimum, lze sestrojit pomoci znackovaci procedury.

DUkAz: Ke grafu G sestrojme transportni sit 7' podle [9.3.1

Vezmeéme libovolnou mnozinu A C X a uvazujme fez W(Z) uréeny mnozinou
vrcholtt Z = {2} U AU Vg(A). (Viz obr. [0.6]) Tento iez obsahuje |X \ A| hran
z mnoziny E*(z) a |Vg(A)| hran z mnoziny E~(s). Tyto hrany maji jednotkové
kapacity, ostatni hrany kapacitu Fezu neovliviiuji. Kapacita fezu W (Z) je tedy rovna
| X\ A|+ V& (A)]. Proto zddné parovani nemtize mit vice nez | X \ A|+ |V (A4)| hran.

Obrazek 9.6: K dtkazu Konigovy véty.

Zbyva dokazat, Ze existuje mnozina A C X, pro kterou nastane rovnost. Podle
Fordovy-Fulkersonovy véty je velikost maximalniho toku, tj. velikost parovani,
rovna kapacité miniméalniho fezu. Dokazeme, Ze minimalni fez méa popsany tvar
W(Z), kde Z = {z} U AU Vg(A) pro n&jakou mnozinu A C X.
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Uvazujme tedy néktery maximalni tok f a pouzijme na néj znackovaci proceduru
B35 str. [[43] Vyslednou mnozinu oznackovanych vrcholii ozna¢me Z a dale
ozna¢me A = X N Z. (Viz obr. na predchozi strané.)

Uvazujme libovolny vrchol = € A. Jestlize vrcholem x neprotéka zadny tok, pak
vrchol = byl oznackovan po hrané ze zdroje z a urcité jsou oznackovany vsechny
vrcholy mnoziny Vi (x). Jestlize vrcholem x tok protéka, pak vrchol z nemohl
byt oznackovdn po hrané ze zdroje (nebot je nasycena tokem), musel tedy byt
oznackovan po (jediné) hrané, kterou tok z vrcholu x odtéka. Pak ovSem musel byt
koncovy vrchol této hrany oznackovan dfive nez x. Ostatnimi hranami z ET(x)
tok netece, proto jejich koncové vrcholy jsou jisté oznackovany (kdyby nebyly, bylo
by mozno déle znackovat). Tim je dokdzano, Ze Vg(A) C Y N Z. Zadny vrchol
z mnoziny Y \ Vg (A) nemtize byt oznackovan, nebot do néj nevede zadna hrana
z oznackovaného vrcholu (tj. z mnoziny A). Plat{ tedy

Ve(A)=YNZ a Z={z}UAUVs(4),

a pro mnozinu A tedy nastava rovnost. O

9.3.4 Hallova véta. Necht G je bipartitni graf se stranami X a Y. V grafu G
existuje parovani, které nasycuje mnozinu X pravé tehdy, kdyz

9.2) mnozina X neobsahuje zadny izolovany vrchol a
’ pro kazdou mnozinu A C X plati |A] < [V (4)].
DUKAZ: Pokud existuje parovani nasycujici mnozinu X, pak podminka
trividlné plati. Zajimava je pouze opacné implikace.
Z podminky plyne, Ze pro kazdou mnozinu A C X plati | X\ 4|+ |V (A)| =
= |X|—|A4]+|Ve(A)| > |X|. Podle Konigovy véty je tedy pocet hran v maximélnim
parovani vétsi nebo roven | X|. Vétsi byt ovSem nemtze, proto je roven | X|. O

9.3.5 Véta. Jestlize v bipartitnim grafu G se stranami X, Y pro kazdé z € X
a kazdé y € Y plati d(x) > d(y) a graf G méa alespoii jednu hranu, pak v G existuje
parovani, které nasycuje vsechny vrcholy mnoziny X.

DUKAzZ: Oznaéme

dx = min d(x) a dy = Znea}gd(y) .

Plati tedy dx > dy > 1. Vezméme nyni libovolnou mnozinu A C X. O poc¢tu hran
v fezu W (A) plati
(W(A)| > |A] - dx
a také
(WA < WV (A) < [V(A)-dy .

Odtud |A|-dx < |[V(A)|-dy, a ponévadz dx > dy, plati |A| < |[V(A)|. Toto plati
pro libovolnou mnozinu A C X. Podle Hallovy véty tedy existuje parovani, které
nasycuje mnozinu X. O
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9.3.6 Cviceni. Doka’te, ze z pfedpokladi pfedchozi véty plyne, ze | X| < |Y.
Charakterizujte grafy, pro které jsou splnény pfedpoklady véty a plati | X| = |Y].

9.3.7 Cvi€eni. Pomoci pfedchozi véty dokazte, ze v piikladu (taneéni)
existuje FeSeni, tj. perfektni parovani.

9.3.8 Véta. V kazdém bipartitnim grafu, ktery mé alespon jednu hranu, existuje
parovani, které nasycuje vSechny vrcholy s maximalnim stupném.

DUKAZ: Oznaéme k maximalni stupen vrcholu. Ziejmé k£ > 0. Graf doplnime
novymi hranami a vrcholy tak, aby byl bipartitni a vSechny vrcholy mély stupen
k. V takto vzniklém grafu maji obé strany stejny pocet vrcholi a podle véty
v ném existuje perfektni parovani. Nyni ze zvétSeného grafu vypustime vSechny
pfidané hrany a vrcholy. Tim ziskdme parovani v ptvodnim grafu. Toto parovani
nasycuje vSechny vrcholy stupné k, nebot k témto vrcholtim nebyla pfiddna zadna
hrana. O

9.3.9 Véta. Necht v bipartitnim grafu G se stranami X, Y existuji dvé parovani
Py, P,. Necht parovani P; nasycuje mnozinu vrcholtt X; C X a parovani P, nasycuje
mnozinu Ys C Y. Potom existuje parovani P C P; U Py, které nasycuje obé mnoziny
X1 CXiY, QY.

DUKAZ: Ozna¢me G’ faktor grafu G s mnozinou hran P; U P;. V grafu G’ maji
vSechny vrcholy stupeni 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti grafu G’ jsou tedy
izolované vrcholy, cesty a kruZnice.

Polozme P = P;. Jestlize P nasycuje vSechny vrcholy z Y5, pak P je hledané
parovani. Jestlize P nenasycuje néktery vrchol y € Y5, pak vrchol y je krajnim
vrcholem cesty, kterd je komponentou souvislosti grafu G’. Tuto cestu mulZeme
pokliddat za stiidavou cestu vzhledem k parovani P; provedme zménu P podél této
cesty. Nyni je vrchol y nasycen v P a vSechny vnitini vrcholy cesty také zustavaji
nasyceny v P. Ozna¢me v druhy krajni vrchol cesty. Jestlize v € X, pak je nyni
vrchol y nasycen v P. Jestlize v € Y, pak sice neni nasycen v P, ale neni toho tieba,
nebot v tomto p¥ipadé byl vrchol v nasycen pouze v P;, a tedy v € Y3. Opakovdnim
tohoto postupu budeme ménit parovani P tak, ze bude nasycovat stale vétsi pocet
prvki mnoziny Y; a zaroven celou mnozinu Xj. O

9.4 Prirazovaci uloha

Uvedeme tzv. madarsky algoritmus pro feSeni pfifazovaci tlohy, tj. pro hledani
nejlevnéjsiho perfektniho parovani v Gplném bipartitnim grafu K, ,, jehoz hrany
jsou ohodnoceny cenami. Algoritmus je zaloZen na zménéch cen, které nemaji vliv
na vysledné feseni.

9.4.1 Matice cen a jeji transformace. Bud G uplny bipartitni graf se stra-
nami X, Y takovy, ze |X| = |Y| = n. Pfedpoklddejme, Ze vrcholy obou stran X,
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Y jsou ocislovany ¢isly 1,2,...,n. Hrany grafu G muzeme bez Gjmy na obecnosti
ztotoznit s uspofadanymi dvojicemi vrcholt (x,y) € X X Y. Ceny hran pak miiZzeme
prirozenym zptisobem usporadat do tvaru matice C, jejiz libovolny prvek c(i, j) je
cenou hrany (i, 7).

Vezmeéme libovolné ohodnoceni vrcholt grafu G redlnymi ¢isly p(v) pro v €
€ V(G) a na zakladé tohoto ohodnoceni definujme matici transformovangch cen C,
predpisem

ep(iy5) = (i, g) — p(i) — p(j) -

Transformaci cen se optiméalni feSeni pfifazovaci tlohy nezméni, nebot cena kazdého
perfektniho parovani se snizi o tutéz hodnotu

Do)+ p() = > p(v).

ieX jey vEV(G)

(Ovétte na prikladé!)

Ohodnoceni vrcholl p nazveme pfipustnym ohodnocenim, jsou-li vSechny trans-
formované ceny nezaporné, tj. c,(i,7) = c(i,5) — p(i) — p(j) > 0.

Je-li p pfipustné ohodnoceni vrchold, pak grafem rovnosti G, nazveme faktor
grafu G, ktery obsahuje pravé ty hrany grafu G, jejichz transformovand cena je
nulovd, tj. ¢(i,j) = p(i) + p(j). Poznamenejme, %e vSechny ostatni hrany grafu G
maji transformované ceny kladné. Plati tedy tato véta:

9.4.2 Véta. Jestlize graf rovnosti G, urceny ohodnocenim vrchol@i p obsahuje
perfektni parovani P, pak parovani P je optimalnim feSenim piifazovaci tlohy.

DUKAzZ: Pérovani P ma v transformovanych cenéch C), nulovou cenu. Zadné jiné
parovani nemutze byt levnéjsi, protoze matice C), neobsahuje zdporné prvky. P je
tedy nejlevnéjsim parovanim vzhledem k transformovanym cenam C),. Pak je ovSem
nejlevnéjsi i vzhledem k pivodnim cenam C. O

PozNAMKA: Pii notné dévce $tésti bychom mohli parovani P a ohodnoceni p
uhodnout a pomoci této véty pak uz jen ovérit, ze jsme hadali spravneé.

9.4.3 Madarsky algoritmus pro pfifazovaci tlohu. Hlavni myslenka tzv.
madarského algoritmu spociva v nalezeni takového ptipustného ohodnoceni vrchold,
ze v prislusném grafu rovnosti existuje perfektni parovani.

Vychozi transformovanou matici cen a pripustné ohodnoceni vrcholu ziskame
tim, ze od kazdého fadku puvodni matice cen ode¢teme minimalni cenu. Tim zis-
kame v kazdém rfadku alespon jednu nulu. Tutéz operaci mizeme provést také se
sloupci, pak i kazdy sloupec obsahuje alespon jednu nulu. K takto ziskané trans-
formované matici cen C,, sestrojime graf rovnosti G}, a v ném najdeme maximalni
parovani (viz str. . Ziskame-li takto perfektni parovani, je uloha vyfeSena.

Jestlize v grafu G, perfektni parovani neexistuje, pak v ném podle Hallovy véty
existuje mnozina A C X takova, ze |A| > |V, (A)|. Tuto mnozinu najde znackovaci
procedura[9.3.2) pfi netispésném pokusu o nalezeni stiidavé cesty s volnymi krajnimi
vrcholy: A = Z N X, kde Z je mnozina vSech oznac¢kovanych vrcholu.
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Abychom mohli v grafu rovnosti G, zvétsit parovani, potfebujeme oznackovat
dalsi vrchol. K tomu je tieba pridat ke grafu G, nékterou hranu, kterd vede
z mnoziny A do neoznackovaného vrcholu v mnoziné Y. Potfebujeme tedy zménit
ceny, ale chceme to udélat tak, abychom tuto zménu mohli pokladat za transformaci
cen ve smyslu[9.4.1

Zvysime tedy p(i) na mnoziné A a zaroven snizime p(j) na mnoziné Vi, (A) o tu-
téz hodnotu d takovou, aby se vynulovala transformované cena na nékteré hrané
vedouci z A do Y \ Vi, (A) a pfitom aby vSechny transformované ceny zustaly
nezaporné. Prakticky to vypada tak, Ze hodnota d bude rovna minimu (ze soucas-
nych transformovanych) cen v priseéiku oznackovanych fadka a neoznackovanych
sloupci.

Takto provedend zména ohodnoceni zarucuje, ze v grafu rovnosti zlstanou
vsechny hrany tvofici parovani a také vsechny hrany, které byly pouzity k oznacko-
vani nékterého vrcholu. Navic vSak ke grafu rovnosti pfibude alespon jedna hrana,
po které bude mozno oznackovat alesponi jeden dalsi vrchol. (Pfitom ovSem muze
nékterd nepotfebnd hrana z grafu rovnosti také zmizet.)

V takto upraveném grafu rovnosti opét hleddme maximélni parovani, tj. znovu
pouZijeme znackovaci proceduru a bud zvétsime parovani, nebo znovu ménime
ohodnoceni vrchold, abychom mohli oznackovat dalsi vrchol. Po kone¢ném poctu
krokd nutné ziskdme perfektni parovani, které je podle véty [9.4.2] optimalnim
feSenim prifazovaci tlohy.

Madarsky algoritmus pro reSeni prifazovaci tlohy lze shrnout takto:

1. [Pocdtecni pFipustné ohodnoceni vrcholi.] Pro kazdé i € X polozime p(i) :=
:= minjcy ¢(i, ). Prokazdé j € Y dale polozime p(j) := min;e x (c(7, 7) —p(7)).

2. [Graf rovnosti.] Sestrojime faktor G, grafu G takovy, ze

E(Gp) = {(i,4) € B(G) | c(i,j) — p(i) —p(§) = O} .

3. [Mazimdlni pdrovdnt.] Sestrojime maximalni parovani P v grafu G,. Je-li toto
parovani perfektni, vypocet konéi, vysledné perfektni parovani je nejlevnéjsi.

4. [Zména pripustného ohodnocent vrcholii.] Neni-li parovani P perfektni, nalez-
neme mnozinu A C X takovou, Ze |A| > [V, (A)|, vypocteme

d = min{c(i,j) — p(i) —p(j) [ i € A,j & Ve, (A)}
a zménime pripustné ohodnoceni vrcholt takto:

p(7)
p(J)

(i) +d pro vSechna i € A,
(j) —d pro viechna j € Vg, (A).

p
p
Pokrac¢ujeme podle kroku 2.

CASOVE NAROKY: O(n?).
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9.4.4 Piiklad. Resme piifazovaci tlohu, ktera je ddna touto matici cen:

5 3 7 4 5 4
10 11 10 7 8 3
8 7 6 6 6 2

6 12 2 1 9 8

8 4 4 4 1 1

4 8 1 3 7 4

Odectenim fadkovych minim od jednotlivych fadka ziskdme tuto transformovanou
matici cen a ohodnoceni p(7) vrchold strany X:

(i)
2 0 4 1 2 1] 3
7 8 7 4 5 0| 3
16 5 4 4 4 0| 2
5 11 1 0 8 7| 1
7 3 33 0 0] 1
3 70 2 6 3| 1

Podobné odec¢teme od kazdého sloupce sloupcové minimum. Tim ziskdme vychozi
ohodnoceni p(j) vrcholt strany Y a transformovanou matici cen, kterd jiz obsahuje
v kazdém fadku a v kazdém sloupci alespori jednu nulu. Sestrojime piislusny graf
rovnosti a v ném zvolime (v podstaté libovolnym zpisobem) vychozi parovani.

p(i)

== =N W W

o= ot s oo
—

ol wrR uto o

o|lo w R A =1~

ol w o B

ol © 0 Tt

olw o No o~

p(4)

Znackovanim jsme nasli stfidavou cestu s volnymi krajnimi vrcholy a podél této
cesty zménime (tj. zvétsime) parovani. Matice transformovanych cen ani samotny
graf rovnosti se tim neméni. Ponévadz vysledné parovani jesté neni perfektni,
pokracujeme dal$im znackovanim z volného vrcholu:

p(i)
. ::

U
l

N Ot W = Ot O
—

O W = Ot oo O

OO W B

O WO

OO O 0 TN

OIW O N O O <
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Oznackované vrcholy a jim odpovidajici fadky a sloupce jsou oznaceny Sipkami.
Velikost zmény pripustného ohodnoceni vrchold d = 4 ziskdme jako minimum
z transformovanych cen v priseciku oznacenych fadkt a neoznacenych sloupci, tj.
zde druhého a tietiho fadku a prvniho aZ patého sloupce. Po transformaci matice

dostaneme:
Lol ] e
0 0 4 1 2 5 3 :
N 1 4 3 o0 1 of 7 -
— 10 1 0 0 0 0 6 — —
— 3 11 1 0 8 11 1 N -
— 5 3 3 3 0 4 1
— 1 7 0 2 6 7 1 - —
PGy 2 0 0 0 0 -4 R -

V transformované matici pribylo nékolik nul a v grafu rovnosti pfibylo nékolik
hran. Hrana (5,6) naopak z grafu rovnosti ubyla. Parovani stale jesté nelze zvét-
Sit, ale zvétsil se alespon pocet oznackovanych vrchold. Opét vybirdme minimum
z pruseciku oznackovanych Ffadkt a neoznackovanych sloupcu, tentokrat d = 1:

(i)
0 0 5 2 3 6| 3
0 3 3 o0 1 0| 8
9 0 0 0 0 0| 7
2 10 1 0 8 11| 2
4 2 3 3 0 4| 2
0o 6 0 2 6 7| 2

)| 2 0 -1 -1 -1 -5

Nyni jiz v grafu rovnosti existuje stfidava cesta, podél niz lze parovani zveétsit.
Dokonce jsou zde tfi takové cesty, nakreslena je pro prehlednost pouze jedna z nich.
T¥i vysledna perfektni parovani jsou na obr. Cena kazdého z nich je rovna
sou¢tu ohodnoceni vrchold, tj. 18.

Obrazek 9.7: TFi rovnocennd optimalni feseni prikladu

9.4.5 Cviéeni. Reste tutéz pfifazovaci ulohu, ale volte jinak vychozi piipustné
ohodnoceni vrchold a vychozi graf rovnosti. Vysledné optimalni prifazeni musi mit
samoziejmé stejnou cenu, ale postup vypocétu miize byt hodné odlisny.
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9.4.6 Poznamka. Pfi vypoctu na pocitaci se obvykle graf rovnosti explicite
nesestrojuje, maximalni parovéani lze hledat pomoci nulovych prvki matice C),
znackuji se pritom fadky a sloupce matice.

9.4.7 Jiné algoritmy pro prifazovaci alohu. Piifazovaci Glohu lze pokladat
za specialni piipad klasické dopravni tulohy str. kde X je mnoZina
dodavateli, Y je mnozina spotiebitelti a kapacity vSech dodavatelu i spotfebitelu
jsou jednotkové. Dopravni tilohu pak lze fesit bud specidlnim algoritmem, nebo jako
tlohu o nejlevnéjsi cirkulaci.

Jinou moznost predstavuje pievod pfifazovaci tlohy na dlohu o nejdrazsim
parovani v témze Uplném bipartitnim grafu. Tento pfevod spociva ve zméné cen
hran (viz cviceni . Vyslednou tlohu o nejdrazsim parovani v bipartitnim grafu
pak lze Tesit tak, ze vyjdeme z prazdného parovani, které postupné zvétsujeme, a to
vzdy podél stiidavé cesty, ktera spojuje dva nenasycené vrcholy a ktera ma vzhledem
ke stévajicimu parovani nejvétsi cenu (viz . Lze dokézat, ze takto dostaneme
nejdrazsi parovani, které je zaroven optimalnim feSenim ptitazovaci tlohy.
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Kapitola 10

Eulerovské tahy

10.1 Zakladni pojmy a aplikace

10.1.1 Eulerovsky tah, pokryvani hran. Pfipomenme, Ze tah je sled, ktery
neobsahuje Zzaddnou hranu dvakrét (viz str. . Fulerovsky tah je takovy
tah, ktery obsahuje vSechny hrany grafu (tedy kazdou hranu pfesné jedenkrat).
Eulerovské tahy délime na orientované a neorientované a na uzaviené a neuzauvrene.

Rekneme, Ze soustava tahti pokrijvd hrany grafu, jestlize kazda hrana grafu lezi
presné v jednom z nich. Eulerovsky tah je tedy takovy tah, ktery sam pokryva
vSechny hrany grafu.

V souvislosti s eulerovskymi tahy lze formulovat a fesit tyto tlohy:

1. Rozhodnout, zda v grafu existuje eulerovsky tah.

2. Sestrojit eulerovsky tah.

3. Najit nejmensi pocet tahti, které pokryvaji hrany daného grafu.

4. V daném souvislém grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi ¢isly, najit
nejkratsi uzavieny sled, ktery obsahuje vSechny hrany grafu (kazdou hranu
aspoii jedenkrat).

Pro feSeni téchto dloh jsou zndmy rychlé (polynomialni nebo dokonce linedrni)
algoritmy.

Snadnost feseni téchto tuloh je v pozoruhodném kontrastu s obtiZnosti tzv.
hamiltonovskyjch uloh, které uvedeme v kapitole [12] (viz str. .

10.1.2 Sedm mostu mésta Kralovce. Mésto Kralovec (Kénigsberg, dnesni
Kaliningrad) lezi na bfezich feky Pregel a na dvou ostrovech. Bfehy a ostrovy byly
v 18. stoleti spojeny sedmi mosty zhruba podle obr. na nasledujici strané.
Obyvatelé mésta se tehdy bavili otdzkou, zda je mozno vykonat prochazku, ktera by
vedla pres kazdy most presné jedenkrat. Samoziejmé se pii tom nesmélo plavat pres
feku. Dokonce se o tom uzaviraly a prohravaly sazky, dokud Leonard Euler v roce
1736 nedokéazal, ze takova prochazka neni mozna. Eulertv zptisob feSeni této hricky
byvéa oznacovan za pocéatek teorie grafii (historické podrobnosti viz [Sisma97]).
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Uloha o sedmi mostech je ekvivalentni tiloze najit v grafu, ktery je nakreslen na
obr. [I0.1] vpravo, eulerovsky tah.

GW a

~2
~

4&
Obrazek 10.1: Sedm mostid mésta Kralovce a odpovidajici graf.

10.1.3 Kresleni co nejmensim poc¢tem tahu. Na hledani eulerovského tahu
lze zfejmym zpiisobem pfevést zndmou tlohu, nakreslit néjaky dany obrizek (t¥eba
y,domecek®) jednim tahem, aniz bychom kreslili nékterou ¢aru dvakrat a aniz
bychom zvedli tuzku z papiru. Od této tlohy je zfejmé odvozen termin tah. Kazdy
asi vi, ze na nékteré obrazky jeden tah nestaci.

Vznika tedy prirozena otazka, jaky nejmensi pocet taht je k nakresleni nutny.

Nemusi pfitom jit jen o zabavnou tlohu. Napft. pfi kresleni pomoci pocitace je
ucelné minimalizovat pocet a délku prejezdt pisatka bez kresleni. Ponévadz kazda
¢ara by se méla kreslit presné jedenkrat, je tato tloha piibuzna tloze 4. Pozor,
nikoli totoznd, a to ze dvou divodu: obrazek nemusi byt souvisly a navic mohou
byt prejezdy pisatka pfimocaré a nemusi probihat podél kreslenych ¢ar. Je-li vSak
kresba souvisla, 1ze k FeSeni pouzit postup podobny algoritmu [10.3.2]

10.1.4 TUloha ¢&inského postaka. Postak musi pii roznasce posty projit véechny
ulice svého rajénu. Jak ma postupovat, aby usel co nejméné kilometri?

Tato tloha je pouze slovnim vyjaddfenim tlohy 4, uvedené v Jingm
piikladem ze stejného soudku je optimalizace jizdy kropiciho vozu, ktery mé
pokropit vSechny ulice ve mésté. Regenim se budeme zabjvat v m

10.1.5 De Bruijnova posloupnost je pfikladem démyslné aplikace eulerov-
skych taht:

Méame dano kladné ¢slo k. Ukolem je najit co nejdelsi cyklickou posloupnost nul
a jednicek takovou, ze zadné dvé k-tice po sobé jdoucich cifer nejsou stejné. Takova
posloupnost se nazyva de Bruijnova posloupnost.

Tato tloha souvisi s kédovanim zhruba takto: obvod otacejiciho se kotouce méa
byt oznacen nulami a jednickami tak, aby bylo mozno urcit pfesnou pozici kotouce
prectenim pouze k po sobé jdoucich ¢islic.

RESENi:  Pocet posloupnosti tvofenych k nulami a jedni¢kami je 2. Proto délka
hledané de Bruijnovy posloupnosti nemitize byt vétsi nez 2¥. Pomoci eulerovskych
tahtt dok4Zeme, Ze posloupnost o délce 2% existuje, a ziskdme navod, jak ji sestrojit.
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Vezméme graf, ktery ma 2¢~1 vrcholi, viz piiklad na obr. pro k = 4. Vrcholy
ozna¢ime vemi (k — 1)-ticemi nul a jednicek. Graf bude mit 2 hran oznadenych
vSemi k-ticemi nul a jedniéek, a to tak, Ze hrana oznacend (x1,x9,...,Tp—1,Tk)
povede z vrcholu (x1,zg,...,25_1) do vrcholu (xs,...,25_1,2x). To znameni,
ze z kazdého vrcholu vychazi pfesné dvé hrany; jejich oznaceni se lisi pouze na
poslednim k-tém misté, jedna hrana tam méa jedni¢ku a druhd nulu. Podobné do
kazdého vrcholu vchéazi dvé hrany, jejichz oznaceni se lisi v prvni ¢islici.

c=1100

i = 1101 k = 0100
j =1010

P =1011 m = 0010

g = 0011

Obrazek 10.2: Graf pro konstrukci de Bruijnovy posloupnosti pro & = 4. Na-
priklad eulerovskému tahu abcede fghijklmnpg odpovidd de Bruijnova posloupnost
1111000011010010.

Libovolny sled v takovémto grafu muzeme snadno zakédovat pomoci posloup-
nosti nul a jednicek: kazda ¢islice vyjadruje jednu ze dvou moznosti jak pokracovat
z daného vrcholu, ktery je oznacen predchéazejici (k — 1)-tici.

Ptvodni tloha o de Bruijnové posloupnosti je tedy pfevedena na hledani uza-
vieného orientovaného eulerovského tahu v popsaném grafu. Tento graf je souvisly
a pro kazdy jeho vrchol z plati d¥(z) = d~(z), proto podle véty pozadovany
eulerovsky tah existuje. Dokonce je ziejmé, Ze eulerovskych tahi (a tedy i de Bru-
ijnovych posloupnosti) mize existovat nékolik.

Ve vyse uvedené tloze jsme pouzili abecedu o dvou symbolech, totiz {0,1}.
Vyse popsanou konstrukci lze snadno zobecnit i pro libovolnou vétsi abecedu. Ma-li
abeceda n prvki, bude mit de Bruijnova posloupnost délku n*.

10.1.6 Cviceni. Najdéte de Bruijnovu posloupnost pro k¥ = 3 a n = 2. Kolik
takovych posloupnosti je? Reste tutéz tlohu pro k =2 an = 3.

10.2 Existence a hledani eulerovskych tahu

10.2.1 Véta. (Euler 1736.) Necht graf G je souvisly. Pak v grafu G existuje
neorientovany uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz kazdy vrchol grafu G ma
sudy stupern.

DUKAZ je téméf shodny s dikazem nasledujici véty Proto obé véty doka-
Zeme spolec¢né. O
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10.2.2 Vé&ta. Necht graf G je souvisly. Pak v grafu G existuje orientovany
uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdy# pro kazdy vrchol v plati d™(v) = d~(v).
DUKAz: Dtikaz jedné z implikaci je velmi snadny: Predpokladejme, Ze v grafu
existuje uzavieny eulerovsky tah (orientovany nebo neorientovany). Pfedstavme si
cestovatele, ktery prochazi grafem podél tohoto tahu. Ziejmé plati, ze kolikrat prisel
do néjakého vrcholu v, tolikrat z néj musel i odejit. Ponévadz pri tom projde kazdou
hranou presné jedenkrat, plynou odtud okamzité tvrzeni o stupnich vrchola: d(v)
je sudy pro neorientovany tah a d*(v) = d~(v) pro tah orientovany.

Opacnd implikace je t8z8i, dokdZeme ji tim, Ze popiSeme (a dokéZeme) postup,
jak eulerovsky tah sestrojit, jsou-li splnény predpoklady jeho existence, tj. souvislost
a vlastnosti stupnt.

Zacnéme z libovolného vrcholu xy a prochazejme hranami grafu libovolné, ale
tak, abychom zadnou hranou nesli dvakrat. Takto pokracujeme, dokud je to mozné,
tj. dokud z vrcholu, kam jsme pravé prisli, vychazi jesté néjakd dosud nepouzita
hrana. Tato prochéazka zcela jisté skoné¢i v xg, protoze diky vlastnostem stupmi
nemuze skoncit nikde jinde a diky konecnosti grafu nékde skonéit musi. Nalezli
jsme tedy néjaky uzavieny tah.

Nyni jsou dvé moznosti. Je-li tento tah eulerovsky, jsme hotovi. Neni-li tah
eulerovsky, pak nékde v grafu existuje hrana, kterd v tahu nelezi. Mezi zy a touto
hranou existuje cesta (nebot graf je souvisly) a nékde na této cesté musi existovat
vrchol z7, kterym prochazi tah a z néhoz jesté vychazi néjakd nepouzitd hrana.
Ve vrcholu x; tah pferusime (rozpojime) a za¢neme opét prochézet nepouzitymi
hranami a tim tah (ktery je nyni otevieny) prodluzovat. Diky vlastnostem stupii
toto prodluzovani skon¢i ve vrcholu x;. V tomto vrcholu navazeme novou ¢ast tahu
na ptvodni, ¢imz ziskdme uzavieny tah, ktery ma vice hran.

Tento postup (pferuSovani a prodluzovéni tahu) opakujeme, dokud existuje
hrana, kterd v tahu nelezi. Diky kone¢nému poctu hran v grafu G nakonec jisté
dostaneme tah, ktery je eulerovsky. O

10.2.3 Poznamka. Piedpoklad souvislosti v predchozich dvou vétach je zby-
tecné silny: izolované vrcholy by nevadily.

10.2.4 Cviceni. Dokazte, ze (slabé) souvisly orientovany graf, jehoz kazdy vr-
chol v spliiuje d* (v) = d~ (v), je také silné souvisly.

10.2.5 Algoritmus pro hledani uzavieného eulerovského tahu. Postup
byl jiz vysvétlen v dikaze véty [10.2.2] Zaméfime se na jeho efektivni provedeni.
V algoritmu se stfidaveé provadéji dvé faze:

1. Existujici tah prodluzujeme, dokud se nestane uzavienym.
2. Uzavfeny tah kontrolujeme, zda je eulerovsky.

P1i kontrole prochazime podél tahu a v kazdém vrcholu = testujeme, zda v mno-
7iné F(z), popt. E*(z) existuje hrana h, kterd dosud neni obsaZena v tahu. Pokud
takovou hranu A najdeme, prerusime kontrolu, tah ve vrcholu z rozpojime a zacneme
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jej prodluzovat pocinaje hranou h. Prodluzovani skon¢i ve vrcholu z. Po propojeni
staré a nové ¢asti tahu pokracujeme v kontrole poc¢inaje vrcholem x (pfedchézejici
¢ast tahu je jiz zkontrolovdna) a postupujeme podél nové ¢asti tahu (ta doud neni
zkontrolovana). Tim je zajiSténo, Ze nejen pfi prodluzovani, ale i pfi kontrole postu-
pujeme podél kazdé hrany pouze jedenkrét. Cely postup tedy vyzaduje éas O(n+m).

10.2.6 Priklad. Sestrojme uzavieny orientovany eulerovsky tah v grafu, ktery je
nakreslen na obr. Pouzijeme postup Abychom se vyhnuli nejednoznad-
nosti, budeme k prodluzovani tahu volit vzdy hranu s nejnizs$im ¢islem a zac¢neme
ve vrcholu vy.

Obrézek 10.3: Graf k prikladu [10.2.6

V prvé fazi ziskame tah tvoreny hranami 1, 2, 4, 6. Pfi kontrole zjistime, Ze
ve vrcholu v; jsou vSechny hrany obsaZeny v tahu, ale z vrcholu vy vychazi dosud
nepouzita hrana 5. Tah tedy rozpojime mezi hranami 2 a 4, prodlouzime jej o hrany
5, 3, 8 a znovu spojime. Tim ziskdme uzavieny tah 1, 2, 5, 3, 8, 4, 6. Pokracujeme
v kontrole tam, kde jsme ji pferusili, tj. ve vrcholu ve (ten je jiz v poradku) a dile
ve vs, kde zjistime, Ze z vs vychazi nepouzitd hrana 7. Tah proto rozpojime mezi
hranami 5 a 3 a prodlouzenim ziskame tah 1, 2, 5, 7, 3, 8, 4, 6. Dalsi kontrola ve
vrcholech wvs, v, vy, v2, vy jiz ukazZe, Ze tento tah je eulerovsky.

10.2.7 Véta. Necht graf G je souvisly a obsahuje k vrcholt lichého stupné. Pak
nejmensi pocet neorientovanych tahti pokryvajicich hrany grafu G je roven k/2.

DUKAz: Nejprve si uvédomme, ze éislo k je sudé: Soudet vSech stupiit je roven
2|E(G)|, a je tedy sudy. Kdyby k bylo liché, musel by soucet vSech stupiit byt lichy,
coz by byl spor (soucet lichého poétu lichych ¢isel je vzdy lichy).

Piidejme nyni ke grafu G celkem k/2 hran, které budou spojovat vzdy dva
vrcholy lichého stupné. Tim dostaneme souvisly graf G’, v némZ vSechny vrcholy
budou mit stupné sudé. Podle véty tedy v grafu G’ existuje uzavieny
neorientovany eulerovsky tah.

Nyni odstranime z grafu G’ pfidané hrany. Tim jednak dostaneme ptivodni
graf G, jednak se ndm uzavieny eulerovsky tah v G’ rozpadne na celkem k/2
neuzavienych tahti, které dohromady pokryvaji vSechny hrany grafu G. o

10.2.8 Cviceni. Kolik tahil je nutnych k pokryti vSech hran neorientovaného
grafu, o kterém vime, Ze ma 3 komponenty souvislosti, 2 vrcholy lichého stupné
a zadny izolovany vrchol? Bylo by mozno urcit potiebny pocet tahti, kdyby pocet
vrcholu lichého stupné nebyl 2, ale 47.
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10.2.9 Véta. V orientovaném grafu G bez izolovanych vrcholu existuje orien-
tovany neuzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz graf G je souvisly a existuji
v ném dva vrcholy x,y takové, ze d*(z) = d () +1 a d*(y) = d (y) — 1 a pro
vsechny ostatni vrcholy v plati d* (v) = d~ (v).

DUKAZ je podobny ditkazu véty [10.2.7 O

10.2.10 Cviceni. Najdéte zptisob, jak pro (slabé) souvisly orientovany graf
zjistit na zakladé€ stupni vrcholi nejmensi pocet orientovanych taht, které pokryvaji
jeho hrany. Navod: pro kazdy vrchol vypoctéte éislo R(v) = d* (v) — d ™ (v).

10.3 Uloha ¢inského postaka

10.3.1 Uloha &inského postika. Postak ma projit viechny ulice mésta a vratit
se do vychoziho mista, a to tak, aby uSel co nejméné kilometri. Pfelozeno do feci
grafl, jde o tuto tulohu:

Je dan neorientovany souvisly graf, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi ¢isly.
Ukolem je najit nejkratsi uzavieny sled, ktery obsahuje viechny hrany grafu.

10.3.2 Reseni tilohy ¢inského postika. Je ziejmé, Ze existuje-li v grafu eule-
rovsky tah, je tento tah hledanym optiméalnim feSenim.

Pokud v grafu eulerovsky tah neexistuje, pak sled, ktery obsahuje vS§echny hrany,
musi nékterymi hranami prochazet dvakrat nebo i vicekrat. Lze vSak dokdzat (viz
cviceni , ze nejkratsi sled prochazi kazdou hranou pouze jedenkrat nebo
dvakrat. Hledame tedy sled, v némz je nejmensi soucet délek hran, které jsou
prochézeny opakované (tj. dvakrat).

V nejkratsim sledu, ktery obsahuje vSechny hrany grafu, tvori opakované pro-
chazené hrany soustavu cest, které spojuji vzdy dva vrcholy lichého stupné. Lze
dokazat, Ze tyto cesty jsou navzdjem hranové disjunktni, tj. Ze Zddna hrana grafu
nelezi ve dvou rtznych takovych cestach (viz cviceni .

Klicem k feseni tlohy tedy je rozdélit vrcholy s lichym stupném do dvojic, a to
tak, aby soucet délek nejkratsich cest mezi vrcholy ve dvojicich byl nejmensi. Toto
je vlastné uloha o parovani, v niz je vSak tfeba sparovat pouze vrcholy lichého
stupné. MuZeme se na to divat také tak, Ze hleddme nejlevnéjsi perfektni parovani
v pomocném uplném grafu K, jehoz vrcholy jsou vSechny vrcholy lichého stupné
puvodniho grafu G a délky hran grafu K jsou délky nejkratsich cest v grafu G.

Cely postup feseni lze shrnout takto:

1. V daném grafu G najdeme mnozinu L vrchold s lichym stupném.

2. Pro v8echny dvojice (z,y) vrcholi mnoZiny L vypocéteme délku u(z,y) nej-
krat${ (neorientované) cesty z x do y.

3. Na mnoziné vrchola L definujeme tplny graf K, jehoz hrany jsou ohodnoceny
délkami nejkratsich cest u(z,y).

4. V grafu K najdeme nejlevnéjsi perfektni parovani P (viz kapitola @
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5. Pro kazdou hranu (z,y) grafu K, kterd lezi v parovani P, vezmeme vSechny
hrany ptivodniho grafu G, které tvofi nejkratsi cestu z x do y, a ke grafu G
priddame kopie vSech téchto hran. V grafu G’, ktery takto ziskdme, budou mit
vSechny vrcholy sudy stupei.

6. V grafu G’ sestrojime eulerovsky tah. Tento tah prochézi vSemi pfidanymi
hranami, coZ odpovida opakovanym prichodiim hranami pivodniho grafu.

7. V eulerovském tahu nahradime vSechny piidané hrany jim odpovidajicimi
hranami grafu pivodniho. Tim ziskame hledany nejkratsi sled, ktery prochazi
vSemi hranami grafu G.

Diuikaz spravnosti tohoto algoritmu se opird o fakt, Zze soucet délek opakované
prochézenych hran je roven cené nejlevnéjsiho perfektniho parovani. Vypocet lze

provést v ¢ase O(m + n3).

10.3.3 Piklad. Resme ilohu inského postéka pro graf z obrazku [10.4]

O O
2 3 2 3
f 1 2 2 ¢
2 3 2 3

O O

Obrazek 10.4: Graf k Gloze éinského postéka [10.3.3

V grafu je Sest vrcholf lichého stupné, L = {a,b,c,d,e, f}. Uplny graf K na
mnoziné vrcholi L je na obr. [10.5] vlevo. Hrany tvofici nejlevnéjsi perfektni parovani
jsou v ném nakresleny silné. Na témze obrazku vpravo je nakreslen ptivodni graf
s pfidanymi hranami. Stupné vSech vrcholu jsou v ném jiz sudé, neni tedy problém
najit v ném eulerovsky tah.

e d
Obrézek 10.5: Reseni tlohy ¢inského postaka [10.3.3
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10.3.4 Cviceni. Dokazte, ze sled, ktery je feSenim tlohy ¢inského postaka,
nemuze prochéazet zadnou hranou vice nez dvakrat.

10.3.5 Cvicéeni. Dokazte, Ze zadné dvé cesty, které ke grafu pridavame v kroku
algoritmu nemaji spole¢nou hranu. Jinymi slovy, dokazte, ze v grafu G’
bude ke kazdé hrané grafu G pridana nejvyse jedna kopie. Navod: vyuzijte faktu,
7e parovani P je nejlevnéjsi.

10.3.6 Poznamka. Ulohu &nského postaka jsme pro jednoduchost formulovali
a Fesili pouze pro kladné délky hran. Algoritmus [10.3.2) 1ze pouzit i na graf, ktery
obsahuje hrany o nulové délce. Diikaz spravnosti je v tomto obecnéjsim piipadé
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sledu vyskytovat i vice nez dvakrat. To vSak nevadi, na délku sledu to nemé vliv.

10.3.7 Cviceni. Lze algoritmus [10.3.2] pouzit i na graf, ktery obsahuje hrany
o zaporné délce?
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Kapitola 11

NP-t&7ké tilohy

V pfedchozich kapitoldch jsme se (az na nékolik vyjimek) zabjvali tlohami, pro
které jsou znadmy uspokojivé rychlé algoritmy. Nasledujici dvé kapitoly se naopak
vénuji tlohdm, které jsou (az na vyjimky) ,tézké“. Co to vSak jsou ,té7ké* tlohy?

Prvy oddil této kapitoly obsahuje velmi strucné shrnuti zékladnich pojmt
a poznatkil teorie slozitosti (minéno: slozitosti vypocti), zejména teorie tzv. NP-
-uplnosti. Uvadime je jednak proto, aby nase vyroky o obtiznosti iloh mély alespon
trochu solidni zaklad, jednak proto, zZe se v literatufe lze pomérné casto setkat
s vyroky o NP-tiplnosti nékterych tloh.

Vyklad v tomto prvém oddile je ponékud abstraktnéjsi a vybocuje mimo ra-
mec teorie grafi. Studium tohoto oddilu miizete pfeskocit, smifite-li se s vagnim
vyjadienim, ze ,,NP-tézké tilohy jsou obtizné Fesitelné®.

V oddilech a uvedeme dvé metody, které lze pouzit k feSeni pomérné
riznorodych tloh (i negrafovych). Obé metody se pouzivaji (zejména) k FeSeni
NP-tézkych tloh, obé lze pokladat za inteligentni priizkum vsech myslitelnych
moznosti“ a v obou se prohledava tzv. strom feSeni. Srovnani obou metod je uvedeno

v [11.3.8] Obé metody vyuZijeme v kapitolach [12] a

11.1 Casova slozitost

Teorie slozitosti je ¢ast informatiky, kterd se (zjednoduSené fefeno a mimo jiné)
zabyva zavislosti doby FeSeni tlohy na velikosti instance tlohy.

11.1.1 Typ ulohy a instance alohy. Slovo ,iloha“ se pouziva ve dvou riznych
vyznamech, mezi nimiz zde musime peclivé rozlisovat:

Typ ulohy urcuje, jakym zpisobem je uloha zadana, tj. jakd data a v jakém
usporadani budou tvorit zadani tlohy, co ma byt vysledkem a jaky ma byt vztah
mezi vysledkem a zadanim. Instance tlohy je konkrétni pripad tlohy daného typu.

Zname-li pouze typ tlohy, nemame jesté co pocitat, mizeme vsak premyslet
o algoritmu, kterym bychom fesili instance tohoto typu tulohy, kdybychom néjaké
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méli. Pocitat méa smysl, teprve kdyz mame konkrétni zadani, tj. instanci alohy. Viz
téz [1.11.3] str. kde jsme tyto pojmy zavedli pro optimaliza¢ni tlohy.

11.1.2 Velikost instance tulohy. Data, kterd popisuji instanci daného typu
ulohy, tvori vstup do algoritmu, ktery tlohy daného typu fesi, proto o téchto datech
mluvime jako o vstupnich datech. Velikost instance pak méfime jako objem téchto
vstupnich dat. Obecné se pouziva pocet bitt, ale v grafovych tlohéach, kde zaddnim
ulohy je obvykle graf (a moZna néjaké jeho ohodnoceni), je zvykem vyjadfovat
velikost vstupnich dat poctem vrcholéi nebo poétem vrcholti a poétem hran (tj.
dvéma ¢isly).

11.1.3 Doba prace algoritmu. To je tak trochu potiz. Doba vypoétu na
konkrétnim typu pocitace se pro teoretické ivahy nehodi, protoze pocitace mivaji
ruzné rychlé procesory a jakékoli tvrzeni by mélo velice omezenou platnost. Pocet
instrukci, které je tfeba pfi vypoctu vykonat, je trochu lepsi, ale i on zavisi na typu
procesoru (procesory mivaji rtizné soubory instrukei).

Proto se v teoretickych avahach casto pouziva tzv. asymptoticke vyjddreni doby
prace algoritmu pomoci symbolu O (velké pismeno O). P¥ipomeiime (viz
str. jeho definici:

Necht f, g jsou dvé nezaporné funkce redlné proménné. Existuji-li redlné kon-
stanty k, m takové, ze pro véechna x > m plati g(z) < kf(z), pak piSeme g = O(f).

Zapis g = O(f) se vyslovuje jako ,g je o f“. Vztah g = O(f) je vlastné
odhadem funkce g shora. Nezavisi na chovani obou funkci g a f pro ,, malé“ hodnoty
argumentii (pfesnéji, pro x < m) a nezavisi také na nasobeni jedné z funkci néjakou
konstantou.

Rekneme-li, Ze né&jaky algoritmus pracuje v case O(f(n)), kde n je velikost
instance ulohy, znamena to, Ze doba jeho prace na instancich od urcité velikosti
vySe nepresahuje néjaky nasobek funkce f. Pfitom je vSak mozné, Zze pro mnoho
konkrétnich pfipadt vstupnich dat (tfeba i pro vSechny) bude tentyZz algoritmus
pracovat rychleji. Dokonce i kdyby platil lepsi odhad, napt. O(n?), byl by odhad
O(n?) také pravdivy.

Vyjadreni doby préace algoritmu symbolem O se neziskdvd méfenim doby sku-
tecnych vypoctd na pocitaci, ale teoretickym rozborem ¢innosti algoritmu.

Dodejme, ze je tfeba rozliSovat, zda mame na mysli dobu prace v nejhorsim
ptripadé nebo dobu prace primérnou. Neni vyjimkou, kdyz néjaky algoritmus méa
odhad pramérné doby préce fadové lepsi nez odhad pro nejhorsi pripad. Odhady pro
nejhorsi ptipad jsou jednodussi (snaze odvoditelné). V této knize se téméf vyhradné
zabyvame jen odhady pro nejhorsi pripad.

Asymptotické vyjadieni doby prace pomoci symbolu O mé své vyhody i nevy-
hody. Vyhodou je to, ze se zaméfuje na chovani algoritmu na velikych instancich
aloh. S instancemi malého rozsahu totiz zpravidla nejsou problémy. Dalsi vyhodou
je nezavislost na typu a rychlosti pocitace, na programovacim jazyce, prekladaci,
schopnostech programatora apod.

Nevyhoda je v tom, Ze z asymptotického odhadu neni jasné, ktera instance tlohy
je velkd. Muze se snadno stat, ze algoritmus s horSim asymptotickym odhadem
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bude na grafu o feknéme 5000 vrcholech rychlejsi nez jiny algoritmus, ktery je sice
asymptoticky lepsi, ale jeho rychlost se projevi az na grafech mnohem vétsich.

11.1.4 Rozhodovaci tlohy jsou takové tlohy, jejichz vysledek je bud ,ano“,
nebo ,ne“.

Mnohé (ovSem zdaleka ne vSechny) rozhodovaci lohy jsou odvozeny z optima-
lizacnich tloh jako jejich rozhodovaci verze: k zadani tlohy se prida konstanta K
a ptame se, zda existuje pripustné feseni s hodnotou ucelové funkce, ktera je lepsi
nebo rovna K. Zvlastnim pripadem rozhodovaci verze pak je dotaz, zda existuje
vibec néjaké pFipustné feseni dané tlohy (staci vhodné zvolit konstantu K). Roz-
hodovaci verze tlohy urcité neni tézsi nez sama optimalizac¢ni tloha.

11.1.5 Polynomialné resitelné alohy jsou tulohy, pro néz existuje algoritmus,
ktery danou tlohu fesi, pfi¢emz doba prace je pro nejhorsi pfipad shora omezena
asymptoticky néjakym polynomem, tj. doba prace je O(p(n)), kde n je velikost
vstupnich dat a p je néjaky polynom. Rikdme, ze takovy algoritmus tlohu fesi v
polynomidlnim case nebo ze je polynomidlni.

TtFida tloh P je tvofena polynomialné fesitelnymi rozhodovacimi tilohami.

Polynomialné resitelné ilohy jsou obvykle pokladany za ,,snadno FeSitelné“. Pro
mnoho tloh vSak polynomiélni algoritmus neni znam, a to navzdory dlouhému usili
nejlepsich odbornik.

11.1.6 Tr¥ida dloh NP. Rozhodovaci tloha patii do t¥idy NP, kdyz pro ni
existuje tzv. ovetovact algoritmus V, ktery ma tyto vlastnosti:

e jeho vstupem jsou data d popisujici instanci tlohy a tzv. certifikdt, coz je
jakysi blize neurceny kus dat, jehoz velikost je shora omezena néjakym pevné
danym polynomem vzhledem k délce vstupnich dat d,

e pracuje v polynomialnim ¢ase vzhledem k velikosti vstupnich dat d a dava
vzdy odpovéd ,ano“ nebo ,nevim®,

e pro instanci dané tlohy d, pro kterou je spravna odpovéd ,ano“, existuje
certifikdt ¢ takovy, ze ovéfovaci algoritmus V(d, ¢) d4 odpovéd ,ano“,

e pro instanci tlohy d, pro kterou je sprdvnd odpovéd ,ne“, davi ovéfovaci
algoritmus vzdy (pro vSechny mozné certifikity) odpovéd ,nevim*.

Lidové Feéeno, rozhodovaci tloha patii do tfidy NP, kdyz kladnou odpovéd lze
potvrdit tim, Ze uhodneme vhodny certifikdt a pak v polynomialnim Case ovéfime,
ze jsme hadali spravné. Zaporné odpovéd se nepotvrzuje, pouze se pozaduje, aby
v tomto pripadé neexistoval zadny falesny certifikat, ktery by potvrzoval nespravnou
odpovéd.

V typickych NP-tlohach se ptame, zda existuje néco, co se mozna i tézko hleda,
ale snadno se ovétuje, Ze jsme to nasli.

Konkrétnim ptikladem je tloha, zda v daném grafu existuje kruZnice, kterd
prochézi vSemi vrcholy grafu (tzv. hamiltonovska kruznice, viz kapitola. Certifi-
katem zde je ona kruznice. Ovéfovaci algoritmus ovéfuje, ze to je opravdu kruznice
a ze opravdu prochézi pres vSechny vrcholy grafu.
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Poznamenejme, ze u NP-tloh je velmi dilezité, jak je poloZzena otazka, ktera se
v uloze Tesi. Je to proto, ze certifikdt a potvrzeni pozadujeme pouze pro kladnou
odpovéd. Obricenim otézky u néjaké NP-tulohy tedy dostaneme tlohu zcela jinou,
ktera jiz do t¥idy NP nemusi patfit (mze byt tézsi).

Kazda uloha ze tfidy P je zaroven ve t¥idé NP, nebot polynomialni algoritmus,
ktery tlohu fesi, lze pokladat za algoritmus ovéfovaci, u néhoz na certifikdtu neza-
lezi. Plati tedy P C NP. V soucasné dobé neni zndmo (nikdo neumi matematicky
dokézat), zda plati rovnost, ale vSeobecné se véri, ze P # NP.

vy,

musime umét porovnavat obtiznost tloh.

11.1.7 Porovnavani obtiznosti, P-redukce. Uloha A je P-redukovatelnd (téz
polynomidlné redukovatelnd) na Glohu B, existuje-li polynomiélni algoritmus, ktery
ze vstupnich dat tlohy A vyrobi vstupni data pro ulohu B, a to tak, ze odpovédi
na obé instance jsou stejné. Doba FeSeni tllohy B pii tom nehraje zadnou roli.
Existuje-li P-redukce tlohy A na tlohu B, chapeme to jako doklad, Ze tloha A
je leh¢i nebo stejné obtizna jako tloha B. Pokud existuji P-redukce v obou smérech
(A na B a také B na A), poklddame obé tlohy za stejné obtizné. Diky P-redukcim
existuji ve t¥idé NP skupiny stejné obtiznych iloh. Ttida P je jednou z nich.
Jestlize tloha A je P-redukovatelna na tlohu B a B € P, pak také A € P.
Nékolik piikladt P-redukei je uvedeno v [12.2] str. [201]

11.1.8 NP-aplna dloha (anglicky NP-complete) je takova tuloha, ktera patii
P-redukovatelna. Ttidu vSech NP-tuplnych dloh znac¢ime NP-C.

NP-tplnych tloh je zndmo mnoho (kniha [GJ79] jich uvadi pfes 300), fada
z nich jsou grafové tlohy. V nasi knize se s NP-tiplnymi tlohami setkdme zejména
v kapitolach [12] a

Vsechny NP-tplné tlohy jsou z hlediska P-redukce stejné tézké. Kdyby se
podarilo najit polynomialni algoritmus pro kteroukoli z nich, méli bychom ihned
polynomidlni algoritmy pro vSechny NP-tlohy a platilo by P = NP. V podstaté

vy,

nikdo nevéri, Ze se takovy algoritmus najde, ale dokazat to prozatim nikdo nedovede.

11.1.9 NP-t&8zka tloha (anglicky NP-hard) je takova tloha B, na kterou lze
P-redukovat néjakou NP-tplnou tlohu A.

Na rozdil od NP tuplnosti zde nepozadujeme prislusnost tlohy B ke tiidé NP.
Diky tomu do tfidy NP-tézkych tloh patii i optimalizac¢ni tilohy, jejichz rozhodovaci
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alohy.

11.1.10 Pozor na specialni pfipady. Je bé&iné, Ze néjaka tloha je NP-tézka,
ale nékteré jeji specidlni ptipady jsou snadno (polynomidlné) fesitelné.

Napriklad tloha najit v daném grafu kruznici, ktera prochazi vsemi vrcholy grafu
(tzv. hamiltonovska kruznice, viz kapitola , je notoricky znama jako NP-tézka,
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ale kdybychom se omezili pouze na grafy, které maji stejny pocet vrcholi i hran,
dostali bychom tlohu (typ tlohy), ktera je trivialné fesitelnd v linedrnim case.
Na tuto zaludnost byste méli dat pozor, az se budete vymlouvat, Zze néjakou

ulohu neumite fesit, protoze je NP-tézka.

11.1.11 Prakticky vyznam teorie NP-tplnosti. Celd teorie NP-tplnosti
pusobi dost pesimistickym dojmem: pokud véfime, ze P # NP, pak neni nadéje,
Ze by existovaly polynomidlni (a tedy rychlé) algoritmy pro celou fadu velmi
praktickych tloh.

Reélné vyuziti této teorie je tedy v podstaté alibistické: pokud o néjaké tloze
umime dokazat, ze je NP-tézka, a vérime-li, ze P # NP, pak to, ze pro nasi tlohu
nedovedeme najit polynomidlni algoritmus, neni zaddné ostuda, protoze to neumi
nikdo na svété véetné téch nejchytiejsich odbornikia.

To ovSem vilbec neznamend, ze NP-iiplné a NP-tézké tlohy nelze fesit. Musime
vSak bud slevit z pozadavki na rychlost (algoritmus nebude polynomiélni, ale
stale jesté muze byt prakticky pouZitelny), nebo pouzijeme néjaky heuristicky
algoritmus, ktery sice byva rychly, ale musime se smifit s rizikem, ze nedosdhneme
vzdy poZadovaného vysledku (nap¥. najdeme FeSeni, které neni optiméalni, nebo
nenajdeme ptipustné feseni, i kdyz ve skutecnosti existuje).

Ulohy (instance) malého rozsahu lze téméf vidy Fesit tzv. metodou hrubé sily,
coz je vzneseny nazev pro jednoduché vyzkouseni vSech moznosti, které prichéazeji
v tvahu.

Pro mnoho tloh lze pouzit backtracking nebo metodu vétvi a mezi [11.3
Tyto metody lze pokladat za inteligentni vyzkouSeni vSech moznosti, kdy se dosa-
huje nékdy i znac¢ného zrychleni tim, Ze se nezkoumaji moznosti, které nemohou
prispét k feseni.

11.2 Backtracking

11.2.1 Posloupnosti a strom feSeni. Backtracking lze pouzit v téch situacich,
kdy kazdé feSeni tlohy (tj. kazdy prvek prostoru feSeni) miZzeme povazovat za
kone¢nou posloupnost, pricemz kazdy prvek posloupnosti musi byt vybran z néjaké
pfedem dané kone¢né mnoziny. Pri trose fantazie se na vétsinu kombinatorickych
uloh muzeme divat timto zptisobem.

Kromé posloupnosti, které pfedstavuji (Gplné) feSeni tlohy budeme uvazovat
také vSechny jejich pocatecni tseky. Tyto pocatecni tseky odpovidaji ¢astecnym
(nedplné uréenym) FeSenim. VSechny takovéto posloupnosti miizeme poklddat za
vrcholy orientovaného grafu, v némz kazda Céstecnd posloupnost mé jako své
nasledniky vSechna sva prodlouzeni o jeden prvek. Tento graf je kofenovym stromem
(kofenem je prazdna posloupnost) a nazyvame jej stromem fesend.

11.2.2 Backtracking. Nejjednodussi verze backtrackingu spociva v prohleda-
vani stromu feSeni do hloubky. Vzdy, kdyz se pfi prohledévani dostaneme k posloup-
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nosti, kterd odpovida Gplnému feseni, provedeme test, zda toto feseni je pripustné.
U optimaliza¢ni tlohy navic evidujeme nejlepsi dosud nalezené pripustné feseni.

Takto jednoduchy backtracking bez pouziti dalsich trikti ovSem neni v podstaté
ni¢im jinym nez systematicky provedenou metodou hrubé sily. Triky, kterymi lze
vypocet mnohdy i znac¢né urychlit, spocivaji v tom, ze vynechame prohledavani
nékterych podstromu.

Ma smysl prodluzovat jen ty posloupnosti, u nichz je nadéje, ze mohou byt
prodlouzeny na pripustné reseni. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, ze
zadné prodlouzeni uz nemtize byt pripustné, mizeme usetfit ¢as tim, zZe prohledavani
piislusného podstromu pieskoéime (provedenim névratu).

Resime-li optimalizaéni tlohu, méizeme dosdhnout dalsi Gspory ¢asu, budeme-
-li schopni pro kazdou posloupnost x1,...,x; uréit ¢islo D, které nazveme dolnim,
popf. hornim odhadem (pro minimalizacni, popf. maximaliza¢ni tlohu) a které ma
tu vlastnost, ze prodluzovanim posloupnosti 1, ..., x; nelze dosdhnout pripustného
feSeni lepsiho nez D. Bude-li tedy pro posloupnost x1,...,x; tento odhad horsi
nez néjaké pripustné feseni, které uz v té chvili zndme, nemé dalsi prodluzovani
posloupnosti z1, ..., x; smysl a prohledavani pfislusného podstromu mizeme opét
preskocit.

I pies uvedené moznosti tspor byva backtracking ¢asové hodné narocny.

Piikladem jednoduchého backtrackingu je algoritmus str. dalsi p¥i-
klady uvedeme v kapitolach [12]a Backtracking se vsak bézné pouziva i k feseni
negrafovych uloh.

11.2.3 Priklad. Metodou backtrackingu fesme tuto tlohu: Najdéte maximum
funkce 41 4 3z +2x3 + x4 za podminek 2x; +3xo + 23+ 324 < 6, z1, 29 € {0,1,2},
x3,Tq4 € {0, 1}

Tuto tlohu lze samoziejmé Fesit i mnoha jinymi (a lepsimi) postupy. Zde ndm
vsak jde o ukazku postupu, ktery je ,ve stylu backtrackingu®.

Reseni tlohy, tj. vektor (x1, 2,73, 74) pokladejme za posloupnost celych é&isel.
Diléi posloupnosti budeme prodluzovat zleva doprava a k prodluzovani budeme
pouzivat prednostné nejvyssi povolené hodnoty.

Ponévadz vSsechny proménné mohou nabyvat jen nezapornych hodnot, mizeme
pii prohledavani stromu feseni do hloubky provést navrat, jakmile soucet hodnot
na levé strané nerovnosti presdhne ¢islo 6. Takovou posloupnost totiz nelze doplnit
na pripustné feseni.

Horni odhad budeme pro kazdé ¢astecné reseni pocitat tak, ze Castecné reseni do-
plnime nejvyssimi moznymi hodnotami na délku aplného fesSeni a tuto posloupnost
dosadime do t¢elové funkce (bez ohledu na omezujici podminku). Nap¥. posloup-
nost (1,2) doplnime na (1,2,1,1), odhad tedy je 13. Je zfejmé, Ze vyssi hodnoty
prodluZzovanim posloupnosti (1, 2) nelze dosdhnout, ve skute¢nosti nedoséhneme ani
onéch 13.

Pro strucnost uvedeme jen ty posloupnosti, ze kterych provadime navrat:

(2,2) neptipustné,
(2,1) nepiipustné,
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(2,0,1,1) nepiipustné,

(2,0,1,0) 1plné piipustné feseni s hodnotou 10,
(2,0,0)  odhad 9 < 10,

(1,2) nepfipustné,

(1,1,1,1) nep¥ipustné,

(1,1,1,0) odhad 9 < 10,

(1,1,0) odhad 8 < 10,

(1,0) odhad 7 < 10,

(0) odhad 9 < 10.

Optimalnim feSenim je posloupnost (2,0, 1,0) s hodnotou tcelové funkce 10. V8im-
néte si, ze toto feseni jsme nasli pomérné brzy. Zbytek vypoctu vSak byl nutny pro
ovéfeni, ze neexistuje lepsi Feseni.

11.3 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi se pouziva pouze k feSeni optimalizac¢nich tloh. Podobné jako
u backtrackingu se zde prohledava strom feseni, ten vSak byva definovan jinym,

V tomto oddile poddme obecny vyklad metody vétvi a mezi a uvedeme priklad
pouziti na negrafové tloze. Piiklady pouziti na tlohy teorie grafi jsou uvedeny

v [12.4] str. [205]

11.3.1 Vétveni mnozZiny prFipustnych reSeni. Mnozinu piipustnych feSeni
tlohy U ozna¢me symbolem P#(U).

Méjme optimaliza¢ni tilohu U s tiéelovou funkci f. Ulohu U miizeme fesit (mimo
jiné) tak, ze vytvofime dlohy Uy, ..., U, se stejnou téelovou funkei (tzv. podilohy
tlohy U) takové, ze

P¥(U) =PHU;)U...UPI(U,) .

Optimalni feSeni ulohy U pak lze ziskat tak, ze vybereme nejlepsi ze vSech op-
timélnich feSeni podaloh Uy,...,U,. Samoziejmé se pfi tom snaZime (v tom je
smysl vétveni), aby podilohy Uy, ..., U, byly v n&jakém smyslu snazsi nez ptivodni
uloha U, tj. aby napft. byly mensi. Dodejme, Ze pfi tom je vyhodné, kdyz mnoziny
Pi(U1),...,P¥(U,) jsou navzdjem disjunktni, ale neni to nutné.

Nalezeni optimélniho feSeni tilohy U je snadné, pokud pro kazdou podulohu U;:

1. bud najdeme optimdlni feSeni tlohy U;,

2. nebo prokézeme, ze tloha U; nema zadné pfipustné feseni,

3. nebo prokazeme, Ze zadné pripustné feseni tlohy U; neni lepsi nez néjaké v té
dobé jiz znamé pripustné feseni tlohy U.

Casto se ovsem stava, ze pro nékterou poditlohu (a ¢asto ne jen jednu) nejsme
schopni pfimo zjistit ani jednu z vySe uvedenych t¥i moznosti. V tom pfipadé
pro kazdou takovou podilohu, ozna¢me ji U;, pouzijeme stejny postup jako pro
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tlohu U, tj. rozvétvime ji na podtlohy U;,, ..., U;, a pro takto ziskané podulohy se
opét snazime zjistit nékterou z vyse uvedenych moznosti. Nékteré z takto ziskanych
poduloh mize byt nutno déale vétvit.

11.3.2 Strom feSeni. Jednotlivé podilohy miiZzeme pokladat za vrcholy kofeno-
vého stromu, ktery nazyvame stromem feseni. Kofenem je vychozi iloha U a z kazdé
ulohy, ktera byla vétvena na podilohy, vedou hrany ke vSem jejim poduloham. Bé-
hem vypoétu se strom FeSeni méni (zvétsuje).

Pro vypocet jsou zajimavé pouze listy stromu feSeni. Listy délime na tzv. Zivé
a mrtvé. Za mrtvé pokladame ty listy (podilohy), u nichz se jiz podafilo prokazat
nékterou ze t¥i moznosti uvedenych v Témito podilohami se jiz neni tieba
déle zabyvat. Ostatni listy (podilohy) jsou zivé.

Zivou podilohu je tfeba bud umrtvit (zjisténim nékteré ze t¥i moznosti z ,
anebo rozvétvit. Rozvétvenim podualoha prestava byt listem, ve stromé feseni se vSak
misto ni objevi nékolik novych listd. Vypocet konéi v okamziku, kdy vsechny listy
stromu TfeSeni jsou mrtvé.

11.3.3 Odhady a meze. Pokud pro nékterou podilohu U; zjistime, ze plati
moznost 3, tj. pokud prokézeme, ze zddné pripustné feseni tlohy U; neni lepsi nez
néjaké v té dobé jiz zndmé feSeni tlohy U, je to pfi feSeni dobra zprava, protoze
tuto podialohu neni tfeba vétvit. Nejlepsi dosud znamé feseni tlohy U se vsak béhem
vypoétu obvykle méni (zlepSuje), a tak se snadno stane, Ze moznost 3 se o né&jaké
podiloze podaii prokazat, teprve az najdeme dostatecné dobré feseni celé tlohy U.

Proto byva vypocet uspordadan tak, ze jednak evidujeme nejlepsi dosud znadmé
feSeni a hodnotu jeho ucelové funkce, jednak pro kazdou podilohu U; vypocteme
¢islo Odh(U;) takové, 7Ze zadné pFipustné feSeni ulohy U; neni lepsi nez Odh(U;).

Cislo Odh(U;) byva v literatufe nazjvdno u minimaliza¢nich tloh dolnim od-
hadem a u maximaliza¢nich tloh hornim odhadem. Cim je odhad blize skuteéné
snaze jeho pomoci prokazeme, ze pro podulohu plati moznost 3. Odhad je tedy tim
lepsi, ¢im je méné optimisticky. Nékdy lze volit mezi nékolika metodami vypoctu
odhadu, které davaji rtizné kvalitni vysledky.

Zpisob vypoc¢tu odhadu samoziejmé velice zavisi na fesené illoze a na zptisobu
vytvatreni poduloh. Jako odhad pro podilohu U; se ¢asto pouziva hodnota optimél-
niho feseni tzv. relaxované podulohy:

11.3.4 Relaxace neprijemnych omezujicich podminek. Ponévadz mnoZina
piipustngch feSeni ulohy je vzdy popséna (zaddna) pomoci omezujicich podminek,
provadi se i vétveni tlohy na jeji podalohy pomoci dodateénych omezujicich pod-
minek, které se k vétvené tlloze pridavaji.

Obvykla situace je tato: Omezujici podminky vychozi tlohy U lze rozlozit na dveé
skupiny, nazvéme je prijemné a nepiijemné. Vynechdme-li (takzvané relazujeme)
nepiijemné omezujici podminky, dostaneme tzv. relaxovanou tlohu, kterd ma jiz
jenom pF{jemné omezujici podminky a kterou dovedeme (pokud mozno rychle) fesit.
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Najdeme-li optimalni feseni r tlohy, ktera vznikla relaxaci z U, jsou dvé moz-
nosti: bud FeSeni r spliiuje, nebo nespliiuje nepiijemné omezujici podminky. Pokud
splnuje, pak mame $tésti, protoze feseni r je zaroven optimalnim fesenim i samotné
ulohy U, a tlohu U tedy neni tfeba vétvit. Obvykle vSak Stésti nemame a feseni
r nepfijemné omezujici podminky nespliiuje. V takové situaci udélame dvé véci:
za prvé, hodnotu optimalniho feseni relaxované tlohy muzeme pouzit jako odhad,
a za druhé, platnost onéch nepfijemnych podminek si snazime vynutit pfidavanim
podminek pFijemnych, a to i za cenu toho, Ze se ndm tloha rozpadne (rozvétvi) na
nékolik poduloh.

Podstatné je, ze pfi vétveni tdlohy priddévame vzdy jen piijemné omezujici
podminky. Tim je totiz zaruceno, ze takto vzniklé podilohy jsou stejného typu jako
vétvena tloha, a muzeme tedy opét pouzit onen trik s relaxaci a feSenim relaxované
podlohy.

Které omezujici podminky mizeme pokladat za pfijemné, je ddno nasi schop-
nosti rozumneé rychle fesit prislusné relaxované podulohy. Zpravidla pro danou tlohu
existuje nékolik moznosti, jak zvolit prostor feSeni a jak preformulovat omezujici
podminky, pfitom oboji mé zna¢ny vliv na pracnost feSeni metodou vétvi a mezi.

Priklady uvedeme v [12.4]

11.3.5 Volba podulohy k vétveni by mohla byt zaloZena na prohledavéni
stromu FeSeni napf. do $iiky nebo do hloubky. Castéji se vSak pro kazdou pod-
ulohu vypocte hodnota, nazvéme ji prioritou, a mezi zivymi podalohami vybirame
k vétveni tu, kterd méa prioritu nejlepsi. B&zné se v roli priority pouziva (dolni nebo
horni) odhad. Vybirdme pak podulohu, kterd mé odhad nejlepsi (nejnadéjnéjsi),
nebot u této podilohy lze odekavat, Ze zlepsime nejlepsi dosud nalezené feseni a po-
moci odhadt pak umrtvime nékteré dosud zivé podulohy.

11.3.6 Shrnuti metody vétvi a mezi. Pii vypocétu udrzujeme nejlepsi dosud
nalezené pripustné feSeni 7 dané dlohy U a jeho hodnotu ucelové funkce L. Na
zaCatku 7 neni definovdno a jako hodnotu L pouzijeme nejhor$i moznou hodnotu
(400 nebo —o0).

Doporucuje se vsak jesté pred zahajenim vypoctu metodou vétvi a mezi ziskat
néjakym heuristickym postupem (viz co nejlepsi pripustné feSeni 7 a jeho
hodnotu L, nebot to mtize nasledujici vypocet urychlit.

Dale pfi vypoctu udrzujeme seznam zivych poduloh.

Obvykle jesté pred zafazenim do seznamu pro kazdou podilohu vypoéteme od-
had, nejcasté€ji feSenim relaxované verze prislusné podulohy. Pokud pfitom dosta-
neme pripustné feseni, porovname je s feSenim 7 a dale uchovavame lepsi z nich.
Pokud bylo feseni 7 nahrazeno lepsim, tj. pokud se zlepsila hodnota L, projdeme
seznam zivych poduloh a vyfadime ty, které jsou diky nové hodnoté L umrtveny.

Pokud poduloha nemé zadné piipustné feSeni nebo pokud pro ni dostaneme
odhad, ktery je horsi nez L, pak tuto podalohu okamzité umrtvime a do seznamu
zivych poduloh ji viibec nezapisujeme.

Ze seznamu zivych poduloh vybirame zpravidla tu, kterd ma nejlepsi odhad.
Tuto podilohu ze seznamu odstranime, rozvétvime ji na podualohy, pro kazdou z nich
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ihned vypocteme odhad a pfipadné ji zafadime do seznamu zivych poduloh, jak bylo
popsano vyse.

Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu néjaké zivad poduiloha. Vysledné
feSeni 7 pak je optimalnim fesenim tlohy.

11.3.7 Priklad. Postup vypoc¢tu metodou vétvi a mezi predvedeme na problému
batohu (viz str. , tj. na negrafové tloze, aby vynikla obecnad pouzitelnost
metody. Dalsi piiklady viz str.
Me¢jme batoh o kapacité 40 a pét pfedmétt s témito vahami a cenami:
predmét i: ‘ A B C D E
cena c¢;: 50 107 31 31 69
vaha v;: 14 30 9 10 27

Jako prostor feSeni vezmeme RS, jeho prvky jsou uspotfadané pétice cisel
T1,...,T5, Kterd urcuji, kolikrat zabalime do batohu jednotlivé predméty. Ome-
zujici podminky urcuji, 7ze 0 < z; < 1 a Z?Zl vix; < 40. Neprijemnou omezujici
podminkou zde je, ze vSechna z; musi byt navic celociselna.

Pro tcely snadného feseni relaxované tilohy si predméty sefadime sestupné podle
jejich ,mérné ceny“, tj. podle podilu cena/vaha. Ve vyse uvedeném zadani je toto
sefazeni jiz provedeno.

Optimalni feseni relaxované tulohy pak ziskdme velmi jednoduse tak, ze do
batohu budeme ukladat celé pfedméty v poradi klesajici mérné ceny, pricemz
posledni z takto zafazenych pfedmétt mozna nebude zafazen cely. Pro na$i tlohu
tak dostaneme FeSeni o hodnoté 142,73 tvofené celym pfedmétem A a asti 26/30
predmétu B. Jako horni odhad pouzijeme celou ¢ast této hodnoty, tj. zde 142, nebot
v8echna piipustnd feSeni pivodni (nerelaxované) tlohy U maji hodnotu tcelové
funkce celociselnou, a ta tedy nemuze presahnout 142.

Vétveni budeme provadét vzdy na dvé podulohy, a to tak, Ze si vybereme néktery
predmét, o némz v dané poduloze neni jesté rozhodnuto, a v jedné z poduloh
jej pevné zafadime, zatimco ve druhé jej zakdzeme. V obou podulohéch se tedy
rozhoduje o mensim poctu pfedmétti. Pridané omezujici podminky, tj. piikazy
a zakazy, budeme zkracené oznacCovat symboly + a - tak, Ze napf. -+-.. bude
znamenat, ze 1. a 3. pfedmét jsou zakazany, 2. pfedmét je pfikdzan a o ostatnich
predmétech neni v poduloze rozhodnuto.

Pribéh feseni je zaznamenan v néasledujici tabulce. Podulohy jsou ocislovany
potadovymi ¢isly v poradi, jak byly vytvofeny vétvenim. K vétveni byla vybirdna
vzdy podiloha s nejlepsim odhadem, a to v poradi 1, 2, 3, 6, 8, 11.

¢islo pridand  horni komentar
podulohy omezeni odhad
) 142 vétveno podle A na podulohy 2 a 3

2 +.o... 142 vétveno podle B na podilohy 4 a 5
3 - ... 141 vétveno podle B na podulohy 6 a 7
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4 ++... —  pretizeno
5 +-... 129 umrtveno po zpracovani podilohy 9
6 -+ 141  vétveno podle C na podulohy 8 a 9
7 -—... 115 umrtveno po zpracovani podulohy 9
8 s 141 vétveno podle D na podulohy 10 a 11
9 —+-.. 138 (optimum) viz komentaf v textu
10 —+++. —  pretizeno
11 —++-, 140 vétveno podle E na podilohy 12 a 13
12 —++-+ —  pretizeno
13 —++--— 138  dalsi optimum

Strom feSeni je na obrazku

1: 142
/
2: 142 3: 141
4: pretizeno 5: 129 6: 141 7: 115
/ \\
8: 141 9: 138 opt

10: pretizeno 11: 140

e

12: pfetizeno 13: 138 (opt)

Obrazek 11.1: Strom feseni k pfikladu U vrchold jsou napsana ¢isla podiloh
a hodnoty hornich odhadi.

Podtloha 9 vyzaduje podrobnéjsi komentaf: ReSenim relaxované verze podiilohy
9 jsme zde (ndhodou) dostali celoéiselné FeSeni. Ziskali jsme tedy pFipustné FeSeni
celé tlohy, aniz by bylo nutno podulohu vétvit. V té dobé to bylo prvni pripustné
feSeni, které jsme nalezli. Pouzili jsme je ihned k umrtveni podiloh 5 a 7, které v té
dobé byly jesté zivé, ale mély ve srovnéani s podilohou 9 horsi odhad.

Stoji za zminku, Ze v této chvili jsme jiz méli feseni, o kterém se pozdéji ukazalo,
ze je optimalni, ale v té dobé jsme to jeSté nevédeéli, protoze stale jesté zbyvala
ziva poduloha 8 s odhadem, ktery daval nadéji na zlepSeni. Bylo tedy nutno ve
vypoctu pokracovat a teprve po rozvétveni podiloh 8 a 11 se ukazalo, ze lepsi
feSeni neexistuje.

11.3.8 Backtracking versus vétve a meze. Obé metody maji né€které rysy

spolecné a u nékterych algoritmu je tézké fici, o kterou z obou metod jde.
Backtracking pouzity k feseni optimalizac¢ni tlohy lze pokladat za specialni pfi-

pad metody vétvi a mezi. Na posloupnost, kterd v backtrackingu tvori ¢astecéné
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feSeni, se totiz muzeme divat jako na podulohu, v niz nékolik prvych ¢lend po-
sloupnosti je pomoci pfidanych omezujicich podminek pevné urceno. Prodlouzeni
posloupnosti pak znamené pridani nové omezujici podminky.

Pii backtrackingu vSak prohledédvame strom FeSeni vzdy do hloubky (jinak by
to nebyl backtracking), zatimco v metod& vétvi a mezi lze daldi postup FeSeni
volit svobodnéji, a tedy zpravidla vyhodnéji (napf. pomoci priorit, viz [11.3.5)).
V backtrackingu lze k zamezeni zbytecného vétveni pouzit i jiné triky nez dolni,
popf. horni odhady. A kone¢né, backtracking lze pouzit také k feSeni tloh, které
nemaji optimaliza¢ni charakter (viz napf. .

11.4 Heuristické algoritmy

V praxi mnohdy vystac¢ime s feSenim, které je ,dostatecné dobré“, které vsak
ziskdme rychle. Algoritmy, které poskytuji takovato feSeni, nazyvame heuristicke.
Tyto algoritmy byvaji zalozeny na nejriiznéjSich principech.

Mnohé heuristické algoritmy pracuji tzv. hladovym zpusobem: FeSeni vytvari
(konstruuji) postupné a v kazdém kroku se snazi o co nejvétsi zlepSeni tcelové
funkce, popf. o co nejvétsi tsporu. Samoziejmé se muze stat, ze se ,chamtivost
nevyplati“ a vysledkem je feSeni, které neni optimalni. Ulohy, v nichz hladovy
postup zarucené vede k optimalnimu feSeni, jsou spiSe vyjimecné, viz poznamka
u algoritmu [4.3.7] str. pro minimalni kostru.

Nékteré heuristické algoritmy feSeni mmnohokrat opakuji s vyuzitim nahody
a z takto ziskanych feSeni vybiraji nejlepsi.

Dalsi heuristické algoritmy vyuzivaji tzv. lokdini prizkum: vezmou néjaké stava-
jici FeSeni (zpravidla ziskané néjakou jinou heuristikou) a systematicky je pozménuj,
tj. v jistém smyslu prozkoumavaji okoli stavajiciho feSeni. Pokud nékteré z pozmé-
nénych feseni je lepsi nez feSeni stavajici, prohlasi toto lepSi feSeni za stavajici
a pokracuji prizkumem okoli tohoto nového feseni. Toto se opakuje, dokud se dafi
feseni zlepsSovat. Samoziejmé miizeme skoncit i dfive, pokud najdeme feSeni, jehoz
kvalita ndm postacuje nebo pokud uz nemame cas na dalsi zlepSovani.

Metodu lokédlniho prizkumu lze dale zdokonalit s vyuzitim ndhody. Jednak mu-
zeme s néjakou pravdépodobnosti akceptovat i zhorSeni uc¢elové funkce v nadéji, ze
takto pozdéji objevime celkové lepsi feseni, jednak muzeme cely postup mnohokrat
opakovat z jiného, ndhodné zvoleného vychoziho feseni.
metody vétvi a mezi, v nichZz pouZivime nepiesné (ne zcela spolehlivé) odhady.
Prohleddvame pak mensi strom feSeni a vypocet se mize podstatné urychlit, ale
miuZe se stat, ze diky nepfesnému odhadu presko¢ime prohledavani podstromu, ktery
obsahuje optimalni feSeni.

Obecné plati, ze heuristické algoritmy byvaji ,Sity na miru“ pro uréity typ tlohy,
jejich Gspésnost zavisi na tom, jak se podafi vyuzit specifickych rysi daného typu
ulohy i specifickych ryst instanci, které chceme fesit. Pfi jejich navrhu hodné zalezi
i na zkuSenosti a citu pro feSeny problém.
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Kapitola 12

Hamiltonovské cesty
a kruzZnice

12.1 Zakladni pojmy a aplikace

12.1.1 Definice. Hamiltonovskd cesta v grafu G je takova cesta, kterda obsahuje
vsechny vrcholy grafu G.

Podobné definujeme hamiltonovskou kruznici a hamiltonovsky cyklus jako kruz-
nici nebo cyklus prochazejici pies vSechny vrcholy grafu.

12.1.2 Hamiltonova hadanka. VjSe uvedené pojmy jsou nazvany podle ir-
ského matematika W. R. Hamiltona, ktery v poloviné 19. stoleti zvefejnil v zemé-
pisném casopise hadanku, v niz §lo o nalezeni uzaviené trasy vedouci pfes dvacet
mést, kterd byla rozmisténa ve vrcholech pravidelného dvanactisténu, pricemz se
pres zadné mésto nesmélo cestovat dvakrat. Piislusny graf je na obr.

Obrazek 12.1: Dvé nakresleni grafu pravidelného dvanéctisténu s vyznacenou ha-
miltonovskou kruznici. Obréazek vpravo lze chapat jako ,Sirokouhly* pohled dovnit#
skrz predni sténu dvanactisténu.

12.1.3 Typy hamiltonovskych tiloh. Ulohy, ve kterjch jde o hamiltonovské
pojmy, maji mnoho variant a lze je tridit z nékolika rtznych hledisek.
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Predevsim je tfeba odlisit tlohy existencni a optimalizacni. V existen¢nich
ulohach jde o zjisténi existence nebo dokonce o nalezeni hamiltonovské cesty,
kruznice nebo cyklu v daném grafu.

V optimaliza¢nich tlohéch jsou hrany grafu ohodnoceny délkami a poZaduje
se nalezeni hamiltonovské cesty, kruznice nebo cyklu o nejmensi délce. Optimélni
feSeni se pritom casto hledd v aplném grafu, protoze obecnéjsi tlohy lze na tento
speciélni p¥ipad velmi snadno pievést (viz[12.2.2).

Dale tlohy délime na orientované a neorientované podle toho, zda hledame
orientovanou nebo neorientovanou hamiltonovskou cestu, pfipadné zda hledame
hamiltonovsky cyklus nebo kruznici.

V pripadé hamiltonovskych cest musime navic rozlisit t¥i az ¢tyfi varianty podle
toho, zda je v zadani tlohy pfedepsan vrchol, ve kterém musi hamiltonovska cesta
zaCinat, a vrchol, kde musi kondit.

Ve v8ech téchto tlohach se muZzeme omezit na prosté grafy bez smycek.

12.1.4 ObtiZnost hamiltonovskych aloh. Vsechny vyse uvedené typy hamil-
tonovskych tloh jsou pro obecné grafy NP-tézké.

Stoji za zminku, Ze kdybychom tyto tlohy ,mali¢ko“ pozménili a namisto sledu,
ktery obsahuje presné jedenkrat kazdy vrchol, pozadovali sled, ktery obsahuje presné
jedenkrat kazdou hranu, dostali bychom snadno fesitelné tlohy, kterymi jsme se
zabyvali v kapitole [10] o eulerovskych tazich.

12.1.5 Problém obchodniho cestujiciho. Jde o nalezeni nejkratsi hamilto-
novské kruznice v Gplném neorientovaném grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny dél-
kami.

Nézev (a popularita) této tlohy je zaloZen na nésledujici predstavé: obchodni
cestujici ma za tkol navstivit v libovolném potradi n mést a vratit se zpét tak,
aby jeho trasa byla co nejkratsi. Pritom se pfedpoklada, ze vzdéalenosti mezi vSemi
dvojicemi mést jsou pfedem zndmé a symetrické (v obou smérech je vzdélenost
stejnd).

Casto se mluvi také o orientované varianté problému obchodniho cestujiciho —
hled& se nejkratsi hamiltonovsky cyklus v iplném orientovaném grafu.

12.1.6 Priklad: Dopravni ulohy. Problém obchodniho cestujiciho méa cetné
aplikace, v nichz jde o optimalizaci pohybu dopravniho prostfedku, napf. pfi rozvozu
zbozi, vybirani postovnich schranek apod. Stejny problém se vsak vyskytuje napf.
pii vrtani velkého poctu dér do desky s ploSnymi spoji pomoci ¢islicové tizené
vrtacky (minimalizace pfesunt).

V nékterych ptipadech jde o nalezeni (neuzaviené) hamiltonovské cesty. Napt.
pfi rozvozu pracovniki na roztrouSena pracovisté mizeme pozadovat, aby se do-
pravni prostfedek nevracel prazdny, ale aby po skonceni praci opét nalozil v obra-
ceném potadi vSechny pracovniky. Vychozi vrchol je pfitom pevné urcen, zatimco
koncovy obvykle nikoli.

Mnohé praktické alohy jsou obecnéjsi a zahrnuji problém obchodniho cestujicitho
jako Castecny pripad: jestlize se pfi rozvozu zbozi nevejde vSechno do jednoho auta,
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je tfeba vykonat nékolik jizd (lhostejno, zda postupné nebo nékolika auty najednou).
Optimalni rozvoz by pak mél mit tu vlastnost, ze kazda jizda je optimalnim fesenim
problému obchodniho cestujiciho pro podmnozinu téch mist, ktera jsou touto jizdou
zésobovana.

12.1.7 Priklad: Planovani procestu. Méjme néjaké vyrobni zafizeni (tfeba
chemicky reaktor), kterym méme periodicky vyrabét n produktt pi,pe,...,Dn.
M4-1i po vyrobé produktu p; bezprostiedné nésledovat vyroba produktu p;, pak
v zavislosti na téchto dvou produktech bud je, anebo neni tfeba zafizeni vydcistit,
nastavit nebo sefidit, coz stoji néjaky ¢as nebo penize. Ukolem je najit cyklicky
pldn vyroby vSech produktii (tj. cyklické pofadi produkti) bez ztratovych Gast.

Tuto tlohu lze snadno prevést na hledani hamiltonovského cyklu v grafu, jehoz
n vrchold odpovidéa produktiim p1, ps, . .., pn a jehoz hrany vyjadiuji moznost zmén
vyrabénych produkti bez ¢asovych nebo penéznich ztrat.

Jestlize v této tloze hamiltonovsky cyklus neexistuje, cyklickd vyroba bez ztrato-
vych ¢asti neni mozna. V takovém pripadé se muzeme snazit alesporn o minimalizaci
ztrat, coz vede na orientovanou variantu problému obchodniho cestujiciho.

M4-1i byt vyroba jednordzova (kazdy produkt se mé vyrdbét jen jedenkrét),
pak odpadnou naklady na uvedeni vyrobniho zarizeni do vychoziho stavu, coz vede
k hledani nejkratsi orientované hamiltonovské cesty.

12.2 Vzajemné prevody tuloh

Situace, kdy méame fesit néjakou ulohu, ale nemame k dispozici vhodnou metodu
FeSeni (nebo poéitacovy program), je bohuzel ¢asta. Mnohdy si vSak lze pomoci tim,
ze danou tlohu prevedeme (transformujeme) na tlohu jinou, kterou fesit dovedeme,
a z nalezeného feSeni této druhé ulohy pak odvodime feseni tllohy ptvodni. Doved-
nost prevadét jednu tlohu na druhou je obecné velice uziteéna. V pripadé hamilto-

Souhrnné lze konstatovat, Ze vSechny existenc¢ni hamiltonovské tlohy lze vza-
jemné prevadét (kazdou na kazdou) a totéz plati i o tlohach optimaliza¢nich. Navic
lze kazdou existenc¢ni tlohu pfevést na analogickou tlohu optimalizacni. VSechny

tyto pfevody jsou P-redukcemi, viz str. 190
Uvedeme zde jen nékteré prevody, ostatni prenechame ¢tenafi jako cviceni.

12.2.1 Prevod existenéni tlohy na optimalizaéni je snadny: Dany graf
(prosty a bez smycek) doplnime na tplny graf. Délky pivodnich hran zvolime
nulové, pridané hrany budou mit délku 1. Nyni plati, Ze v puvodnim grafu existuje
hamiltonovska cesta (kruznice, cyklus) pravé tehdy, kdyz v odpovidajicim tGplném
grafu existuje hamiltonovska cesta (kruznice, cyklus) o nulové délce. Zadné cesta
(kruZnice, cyklus) nemtze mit délku zdpornou, proto nejkratsi cesta, ma-li nulovou
délku, je feSenim puvodni existencni tlohy. Pokud nejkratsi cesta v iiplném grafu ma
délku kladnou, pak v puvodnim grafu cesta s pozadovanymi vlastnostmi neexistuje:
kdyby existovala, musela by mit nulovou délku.
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12.2.2 Prevod optimaliza¢ni lohy na tplny graf. Podobny trik se pouziva
k pfevodu optimaliza¢ni tlohy v obecném grafu na analogickou optimaliza¢ni tlohu
v grafu Uplném. Pavodni graf doplnime na Gplny, pfic¢emz jako délku nové pridanych
hran zvolime néjaké dost velké kladné ¢islo M. Jako M lze pouzit napi. soucet
absolutnich hodnot délek vSech hran. Potom najdeme optimalni feSeni v uplném
grafu. Pokud toto feSeni neobsahuje zadnou z pridanych hran, je toto feSeni
i optimalnim feSsenim ulohy pro puvodni graf. Pokud naopak néjakou pfidanou
hranu obsahuje, pak v ptuvodnim grafu pfipustné feseni neexistuje.

12.2.3 Fixovany pocateéni vrchol. Hleddame-li hamiltonovskou cestu, jejiz po-
¢atecni vrchol x v grafu G je pevné dan, mizeme takovou tlohu prevést na obdob-
nou tlohu ve vétsim grafu G, kde jiz poc¢ateéni vrchol neni predepsan. Trik spoéivéa
v tom, Ze ke grafu G pfidame kopii 2’ vrcholu z a hranu z vrcholu 2’ do z (viz obr.
12.2p). Ponévadz z vrcholu o’ vychézi v G’ jen jedind hrana, nemiize 7z4dné hamil-
tonovska cesta v grafu G’ zacéinat jinde neZ v tomto pfidaném vrcholu a odtud musi
pokracovat pfidanou hranou do vrcholu z. VSechny hamiltonovské cesty v G zaci-
najici v z a vSechny hamiltonovské cesty v G’ si vzdjemné jednozna¢né odpovidaji,
lis{ se pouze v hrané (z, z'). Postupujeme tedy tak, ze v G’ najdeme hamiltonovskou
cestu (napf. nejkratsi), pak vynechanim pfidané hrany dostaneme (stejné dlouhou)
hamiltonovskou cestu v G, ktera zacind tam, kde to bylo predepsano, tj. v x.

Stejny trik lze pouzit, je-li pfedepsan koncovy vrchol hamiltonovské cesty.

Pro optimaliza¢ni tlohu by bylo moZno postupovat stejné (délka pfidané hrany
by byla nulovd), existuje vSak lepsi moznost. PopiSeme ji pro orientovanou verzi
ulohy: graf ponechdme beze zmény, ale viem hrandm z mnoZiny E7T(x) zvétsime
jejich délku o dostateéné velké ¢islo M a hrandm z mnoziny E~ (z) zvétsime jejich
délku o hodnotu 2M. Tim vSechny orientované hamiltonovské cesty, které zacinaji
ve vrcholu x, prodlouzime o hodnotu M, zatimco vSechny ostatni hamiltonovské
cesty prodlouzime o 3M nebo 2M podle toho, zda vrcholem z prochazi nebo
v ném konci. Cesty, které nezacinaji v x, jsou tim natolik znevyhodnény, Ze
nejkratsi hamiltonovskd cesta pfi zménénych délkach bude zadinat v z (pokud
takova existuje).

12.2.4 Pfevod neorientované cesty na kruznici. Ulohu najit neorientovanou
hamiltonovskou cestu s libovolnymi krajnimi vrcholy v grafu G lze pfevést na tlohu

T

G G G

(Y z

Obrazek 12.2: Ilustrace pfevodd hamiltonovskych tloh.
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najit hamiltonovskou kruznici ve vétsim grafu G’, ktery ziskdme tak, Ze ke grafu
G pridame jeden novy vrchol v a spojime jej hranami se vSemi vrcholy grafu
G. V optimalizacni tloze zvolime délky novych hran nulové. V grafu G’ existuje
hamiltonovska kruznice pravé tehdy, kdyz v G existuje hamiltonovska cesta. Viz

obr. 12.2b.

12.2.5 Prevod hamiltonovské kruZnice na neorientovanou cestu. Ulohu
najit hamiltonovskou kruznici v grafu G lze naopak pfevést na hledani hamiltonov-
ské cesty s libovolnymi krajnimi vrcholy ve vétsim grafu G’, ktery ziskdme takto:
Ke grafu G pridame tfi nové vrcholy x,y, z a v grafu G zvolime libovolné vrchol v.
Ke kazdé hrané mezi vrcholem v a jeho sousedem a v grafu G pridame v grafu
G’ stejné dlouhou hranu mezi a a y. Navic spojime vrcholy y a z a vrcholy v a z
hranami o nulové délce. V takto sestrojeném grafu G’ existuje hamiltonovska cesta
(z z do z) pravé tehdy, kdyz v G existuje (stejné dlouha) hamiltonovska kruZnice.

Viz obr. [[2.2k.

12.2.6 Prevod orientované verze na neorientovanou. Jako posledni uka-
zeme pfevod orientovanych verzi hamiltonovskych tloh na verze neorientované. Kaz-
dému vrcholu z; puvodniho orientovaného grafu pfifadime trojici vrcholt z}, z7,
z}’. Kazdy vrchol z!/ spojime neorientovanymi hranami o nulové délce s vrcholy
a 2. Kazdé orientované hrané z x; do z; v grafu G pfifadime v grafu G’ stejné
dlouhou neorientovanou hranu spojujici vrcholy z;” a z. Viz obr.

Vtip této konstrukce je v tom, Ze vSechny dvoucarkované vrcholy musi hamil-
tonovska cesta prochdzet stejnym smérem, tj. bud vSechny od jednocarkované ke
tricarkované, nebo vSechny naopak. Orientované hamiltonovské cesty a cykly v pi-
vodnim grafu G tedy vzadjemné jednoznac¢né odpovidaji stejné dlouhym neoriento-
vanym hamiltonovskym cestdm a kruznicim v grafu G’.

X1 mll o Ty €Ty
T2 ) 'y zy’
3 Ty 'y g’
o\ o 'y xy xy’

Obrazek 12.3: Prevod orientované verze hamiltonovskych tloh na neorientovanou.

12.2.7 Cviceni. Promyslete detaily pievodu tlohy najit nejkrat$i neorientova-
nou cestu s fixovanym pocateénim i koncovym vrcholem na tdlohu bez fixovanych
vrcholii. Pouzijte analogii k [12.2.3]
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12.2.8 Cviceni. Jak velké musi byt ¢islo M, které je pouzito v prevodech [12.2.2
a[12.2.3

12.2.9 Cviceni. Najdéte pfiklad ohodnoceného grafu, v némz nejkratsi neorien-
tovand hamiltonovska cesta neni ¢asti nejkratsi hamiltonovské kruznice.

Jinak feceno, najdéte priklad, ktery ukazuje, ze nejkratsi hamiltonovskou cestu
nelze hledat tak, ze vezmeme feseni problému obchodniho cestujiciho a vynechame
z néj nejdelsi hranu.

12.2.10 Spravnost prevodu je tfeba dokazat. Piedchozi cviceni ukazuje, zZe
ne kazdy nadéjné vypadajici ,,pfevod“ jedné tlohy na druhou je korektni a skuteéné
pouzitelny. Chcete-li néjaky prevod pouzit bez rizika chyby, méli byste o tomto
prevodu dokdzat dvé véci:

e pokud puvodni tloha ma Feseni, pak pomoci pfevodu takové Feseni najdeme,
e pokud puvodni tloha FeSeni nem4, pak to pomoci prevodu spolehlivé zjistime.

12.3 Existencéni hamiltonovské ulohy

Existenéni hamiltonovské tlohy obecné patii k NP-tézkym tloham. V nékterych
specialnich pfipadech vSak presto lze rychle prokazat, Ze feSeni existuje nebo naopak
neexistuje.

12.3.1 Cvi€eni. Graf, ktery obsahuje most (viz m str. , nemiize obsaho-
vat hamiltonovskou kruznici. Najdéte graf, ktery zadny most neobsahuje a piesto
v ném hamiltonovské kruznice také neexistuje.

12.3.2 Vé&ta. (Chvatal 1972.) Necht G je prosty graf bez smycek s n > 3 vrcholy.
Jestlize d; < ds < ... < d, je soubor stupnu jeho vrchold a jestlize

(12.1) dp, <k = dp_p>n—Fk pro 1<k<n/2,

pak graf G obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Jestlize naopak posloupnost ¢isel d; < dy < ... < d, nespliiuje podminku

, pak existuje graf o n vrcholech, ktery neobsahuje hamiltonovskou kruznici
a pro jehoz vSechny vrcholy v; plati d(v;) > d;.
PozZNAMKA: Prva ast véty zarucuje existenci hamiltonovské kruznice, jsou-li
stupné vrchold ,dost velké“. Druhé c¢ast vlastné fika, ze lepsi podminka zaloZena
pouze na stupnich vrcholi jiz neexistuje. Dodejme, Ze pokud neni splnéna pod-
minka (12.1)) (a takovych grafii je spousta), hamiltonovskd kruznice mize a nemusi
existovat, véta o tom nic nerika.

Dikaz této véty neni jednoduchy, lze jej najit napt. v knize [NesSetiil79]. Po-
znamenejme pouze, ze dikaz je proveden sporem a nedava zadny navod k hledani
hamiltonovské kruznice, a to ani v pripadé, kdyz véta jeji existenci zarucuje.
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12.3.3 Véta. (Ghouilla-Houri 1960.) Necht G je silné souvisly prosty orientovany
graf s n vrcholy a nechf pro kazdy vrchol z plati d*(z) +d~ (z) > n. Potom graf G
obsahuje hamiltonovsky cyklus.

PozNAMKA: Také tato véta nedava navod, jak hamiltonovsky cyklus hledat, a to
ani v pripadé, kdy jeho existenci zarucuje.

12.3.4 Cviceni. Zjistéte, zda existuje hamiltonovska kruZnice v Gplném bipar-
titnim grafu K g?

12.3.5 Hledani hamiltonovskych cest, cyklu a kruZnic. MiZeme pouzit
backtracking (viz str. , ktery v tomto pripadé bude modifikaci algoritmu
k prozkouméni vsech cest, které zacinaji ve zvoleném vrcholu. Algoritmus
lze snadno doplnit o test, zda pravé nalezend cesta je hamiltonovskou
cestou, kruznici, popt. cyklem. Takto miiZzeme ziskat dokonce tplny seznam vsech
hamiltonovskych cest, kruznic ¢ cykld v daném grafu, je to vSak Casové velice
naroc¢né i pro neptilis velké grafy.

Cely postup 1ze ponékud zrychlit tim, ze se v kazdém kroku snazime rozpoznat
hrany, které musime nebo naopak nesmime pridavat ke stavajici cesté, aby ji bylo
mozno doplnit na hamiltonovskou. Dosazitelné zrychleni vSak je fddové jen asi
dvojnésobné. Detaily lze najit v [Chr75].

Dalsi moznosti je pfevod na optimaliza¢ni tlohu, viz [12.2.1

12.3.6 Heuristické postupy. Pro feSeni hamiltonovskych tloh byla vypraco-
véana také fada pomeérné rychlych algoritmi, u nichz vSak neni zaruceno, ze feSeni na-
jdou vzdy, kdyz existuje. V jednom z nich napt. prodluzujeme stavajici cestu, dokud
je to mozné. Nelze-li jiz cestu prodlouzit, pokousime se zavérec¢nou ¢ast cesty odpojit
a pFipojit obrécené (viz obr. a pokracovat v prodluzovani z jiného vrcholu.

—t =

Obrazek 12.4: Pfepojovani cest.

Pro zvyseni nadéje na tispéch se doporucuje tyto algoritmy pouzit opakované
na tyz graf s ndhodné precislovanymi vrcholy. Podrobnosti lze najit v [Chr75]
a [Kucera83].

12.4 Optimaliza¢ni hamiltonovské ulohy

Optimaliza¢ni hamiltonovské tlohy jsou prinejmensim stejné obtizné jako tulohy
existencni, nebot kaZzdou existencni ilohu lze velmi jednoduSe prevést na Feseni
tlohy optimalizacni (viz [12.2.1)). VSechny tyto tlohy jsou pro obecné grafy NP-
-tézké.
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Problém obchodniho cestujictho 1ze asi nejjednoduseji fesit takzvanou me-
todou hrubé sily, tedy jednoduchym, ale pracnym vyzkouSenim vSech pfipust-
nych FeSeni, tj. vSech permutaci (pofadi) vrcholt: pro kazdou permutaci vypoc-
teme délku odpovidajici hamiltonovské kruznice a vybereme z nich nejkratsi. Po-
Cet vSech pripustnych FeSeni vSak roste jako faktoridl poctu vrcholi, proto pii-
dani i jen jediného vrcholu prodlouzi vypocet mnohonasobné. Tento primitivni
zpisob TesSeni je prakticky pouzitelny jen na grafy s nejvyse asi tak tuctem vr-
chold.

Pro obecnéjsi hamiltonovské optimalizac¢ni tilohy l1ze podobné pouzit jednoduchy
backtracking (napf. podle str. k nalezeni vSech hamiltonovskych cest,
kruznic nebo cykld a z nich pak opét vybrat nejkratsi. Pokud vsak pii tom
nepouzijeme néjaké triky pro urychleni vypoctu, je to jen jina forma metody hrubé
sily. V grafech, které maji hodné hran (zejména pak v tplnych grafech), to neni
o mnoho rychlejsi nez vyse zminéné vyzkouseni vSech permutaci.

Dale uvedeme nékolik algoritmt, které lze pouzit na tlohy o néco rozsédhlejsi
(nékolik desitek vrchold).

12.4.1 Hledani nejkratsi neorientované hamiltonovské cesty. PopiSeme
algoritmus, ktery je jednoduchym pouzitim metody vétvi a mezi (viz str.[193).
Ulohu pieformulujeme takto:

Hledame nejlevnéjsi podgraf H daného grafu G takovy, ze:

1. podgraf H je kostrou grafu G,
2. v8echny vrcholy podgrafu H maji stupen dy(x) < 2.

Prva z uvedenych omezujicich podminek je pifjemna ve smyslu relaxovanim
(uvolnénim) druhé (nepfijemné) podminky totiz dostaneme znadmou tlohu o mini-
malni kostie, kterou lze snadno fesit, viz [4.3] str.

Pokud v nejlevnéjsi kostte, kterou dostaneme feSenim relaxované tlohy, maji
vS8echny vrcholy stupen nejvyse 2, pak tato kostra je nejlevnéjsi nejen mezi kostrami,
ale i mezi vSemi hamiltonovskymi cestami, mame tedy optiméalni feseni.

Pokud mé néktery vrchol x v kostte H stupeii dg(z) > 2, pak tlohu rozvétvime
na podulohy. Nejjednodussi verze vétveni je zaloZena na faktu, ze hrany z mnoziny
Ep(x) nemohou byt vSechny obsazeny v téZe hamiltonovské cesté. Proto pro kazdou
hranu e € Ey(z) vytvofime podtlohu, v niZ je hrana e zakdzéna. Tim dostaneme
dp(x) podiloh, které pak FeSime stejnym postupem jako ptvodni tlohu: hleddme
nejlevnéjsi kostru a testujeme stupné vrcholt v této kostfe. Je-li tfeba, podulohu
dale vétvime zakazovanim dalsich hran.

Dodejme, ze po zdkazu hrany neni nutno opakovat cely vypocet nejlevnéjsi
kostry. Zakazem hrany se dosavadni minimalni kostra rozpadla na dvé komponenty
a tyto komponenty staci spojit nejlevnéjsi dosud nezakazanou hranou. Vyplyva to
z véty str.

Pravé popsany postup Feseni je predveden v ptikladé [12.4.2]

Dodejme dale, ze vySe uvedeny zpusob vétveni na podulohy je sice jednoduchy,
ale neefektivni, ponévadz vytvorené podulohy nemaji disjunktni mnoziny pripust-
nych FeSeni. Snadno se pak stane, ze totéz feseni se zbytecné vyskytuje v nékolika
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vétvich stromu FeSeni, strom se prili§ rozrista a vypocet je zbytecné pomaly. Plati
to zejména v pripadé, kdy stupen vrcholu v kostfe je vetsi nez tii.

Efektivnéjsi zptisob vétveni vyuziva nejen zékazy, ale i vynucenou pritomnost
hrany v kostfe:

— zakdzeme hranu e; € Ey(z),

— vynutime hranu e; a zakdZzeme e; € Ep(z),

— vynutime hrany e;,es a zakdZeme vSechny ostatni hrany z mnoziny Eg(x)
(pozor, nikoli pouze z Ey(x)).

Vsimnéte si, ze u tieti z téchto podiloh vyuzivame fakt, Ze nejvyse dvé hrany
z mnoziny E¢(x) mohou byt obsazeny v hamiltonovské cesté. Déle si vSimnéte, ze
timto zptisobem dostaneme vzdy jen tfi podilohy nezévisle na stupni vrcholu x
v kostre.

12.4.2 Priklad. Hledejme nejkratsi hamiltonovskou cestu v uplném grafu, ve
kterém jsou délky hran dany matici

co 7 2 3 11 17
7 oo 10 13 8 10
2 10 oo 10 19 15
3 13 10 oo 16 15

11 8 19 16 oo 13

17 10 15 15 13 oo

K feSeni pouzijeme pravé popsany algoritmus [12.4.1] K vétveni budeme vybirat
délat prvym a jednodussim z obou popsanych zptlisobt (tj. pouze zakazujeme
jednotlivé hrany). Pribéh vypoctu je patrny z nasledujici tabulky a z obr.
na nasledujici strané.

podiloha zakdzané hrany odhad komentar
1 — 30 vétveno na podilohy 2, 3, 4
2 (1, 3) 38 umrtveno diky odhadu
3 (1, 2) 33 vétveno na podulohy 5, 6, 7
4 (1, 4) 37 umrtveno diky odhadu
5 (1, 2), (2, 5) 36 umrtveno diky odhadu
6 (1, 2), (2, 3) 34 vétveno na podulohy 8, 9, 10
7 (1, 2), (2, 6) 36 optiméalni feSeni
8 (1, 2), (2, 3), (1, 3) 42 umrtveno diky odhadu
9 (1, 2), (2, 3), (1, 4) 41 umrtveno diky odhadu
10 (1, 2), (2, 3), (1, 5) 36 umrtveno diky odhadu

12.4.3 Cviceni. Reste znovu priklad [12.4.2) ale pouzijte efektivnéjsi zptisob
vétveni, popsany v[12.4.1] Vysledek bude tyz, ale doséhnete jej s mensim stromem
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2 1 2
6 03
5 4
Odhad = 38 Odhad = 33 Odhad = 37
umrtveno diky odhadu l umrtveno diky odhadu
5: 6: 1. .2 o1 2
6 ©3 6%3
5 4 5 4
Odhad = 36 Odhad = 34 Odhad = 36
umrtveno diky odhadu l \ optimalni feseni
8 1, s2 9 0. 1_,....2
6 o3 607 X [Yo3
5 4 5 4
Odhad = 42 Odhad = 41 Odhad = 36
hamilt. cesta hamilt. cesta umrtveno diky odhadu

Obrazek 12.5: Strom feseni k prikladu [12.4.2

feSeni. (Obecné by vysledkem nemusela byt stejnd hamiltonovska cesta, ale délka
vysledné cesty samoziejmé stejnd byt musi.)

12.4.4 Nejkratsi hamiltonovsky cyklus lze hledat rovnéz metodou vétvi
a mezi. Ulohu pfeformulujeme takto:
Hledame nejlevnéjsi podgraf H daného grafu G takovy, ze:

1. hrany podgrafu H tvori soustavu vrcholové disjunktnich cykla, které procha-
zeji vSemi vrcholy grafu G,
2. podgraf H je souvisly.
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Prvou z podminek opét pokldaddme ve smyslu za piijemnou, druhou za
nepifjemnou. Relaxovanou tlohu, v niZ je uvolnéna (relaxovina) podminka 2, lze
fesit pfevodem na pfifazovaci tlohu str. |173

KaZdému vrcholu pivodniho grafu je tfeba pfiradit vrchol, ktery po ném v cyklu
nasleduje, kazdy vrchol zaroven musi byt pfifazen jako néaslednik presné jednomu
vrcholu, totiz svému predchidci. Toto prifazeni miuZzeme chapat jako perfektni
parovani v bipartitnim grafu, ktery dostaneme tak, ze kazdy vrchol ptivodniho grafu
zdvojime.

Jinou moznosti, jak hledat zminénou soustavu cykll, je pomoci tokl v siti.
Hledame nejlevnéjsi cirkulaci takovou, Ze tok kazdym vrcholem mé jednotkovou
velikost. Tuto tlohu nejprve trikem podle str.[I34] prevedeme na standardni
tlohu hledani nejlevnéjsi pripustné cirkulace a tu pak fesime algoritmem [8.7}

Pokud nejkratsi soustava cykli nesplniuje podminku 2, tj. pokud jde o soustavu
vice nez jednoho cyklu, je zfejmé, ze hrany nékterého (libovolného) z téchto cyklu
nemohou byt vSechny obsazeny v cyklu hamiltonovském. Proto mizeme tlohu
rozvétvit na podilohy nejjednoduseji tak, ze vybereme jeden z cykla (doporuduje
se, aby mél co nejméné hran) a pro kazdou jeho hranu e; vytvorime podalohu U;,
v niz je hrana e; zakazana.

V ptitazovaci tloze lze zédkaz hrany e; docilit zvysenim jeji ceny na dostatecné
vysokou hodnotu (tzv. prohibitivni cena). P¥itom neni nutno opakovat cely vypodet
prifazovaci tlohy, staci zménit cenu zakazované hrany a pokracovat od posledni faze
vypoctu. PTi pouziti toku v siti docilime zakazu zménou kapacity hrany e;. Viz téz
poznamku [8:7.9) k algoritmu Out of Kilter.

Vyise popsany jednoduchy zptisob vétveni na podilohy je neefektivni, nebot pod-
ulohy nemaji disjunktni mnoziny pfipustnych feseni. Disjunktnosti lze dosdhnout
vynucovanim hran podobné jako v

Lepsi vysledky (mensi strom feSeni) vSak dévd nésledujici zptsob vétveni:
Zvolme néktery cyklus a ozna¢me M mnozinu vSech jeho vrcholi. Ve vysledném
hamiltonovském cyklu musi zcela jisté byt zahrnuta alespon jedna hrana z mnoziny
W+ (M), jinymi slovy, je tieba ,donutit cyklus, aby opustil mnoZinu M*. Toho lze
docilit tim, ze vytvofime podilohu pro kazdy vrchol v; € M, a to tak, ze zakdzeme
vSechny hrany, které z vrcholu v; vedou do mnoziny M.

Uvedenym postupem lze Fesit orientovanou verzi problému obchodniho cestuji-
ciho. Lze jej samoziejmé pouzit i pro feSeni verze neorientované (kde matice délek
hran je symetrickd).

12.4.5 Priklad. Pouzijeme privé popsanou metodu k nalezeni nejkratsiho ha-
miltonovského cyklu v Gplném grafu s matici délek hran z piikladu

Prubéh feseni je patrny z nasledujici tabulky a obrazku na nasledujici
strané. K vétveni byla pouzita posledni z uvedenych metod.

poduloha  zakazané hrany odhad komentar
1 - 46 vétveno na podulohy 2, 3, 4
2 (1, 3), (1, 4) 55 hamilt. cyklus

3 (3,1), (3, 4) 51 optimalni Feseni



210

Kapitola 12. Hamiltonovské cesty a kruznice

(4, 1), (4, 3) 50 vétveno na podulohy 5, 6
(4, 1), (4, 3), (1, 3) 51 umrtveno diky odhadu
(4, 1), (4, 3), (3, 1) 55 hamilt. cyklus

1 1 2
6 3
5 4
Odhad = 46
2: 1 2 31 2 4: 1 2
[e] O
5 4 5 4 5 4
Odhad = 55 Odhad = 51 Odhad = 50
hamilt. cyklus optimalni feSeni / l
5 1 o2 6: 1 2
o W
(@)
5 4 5 4
Odhad = 51 Odhad = 55

umrtveno diky odhadu hamilt. cyklus

Obrazek 12.6: Strom Feseni k piikladu[12.4.5

12.4.6 1-strom a metoda penalizace. Jde o docela poucny trik, ktery lze
pouzit k hledani nejkrat$i hamiltonovské kruznice, a tedy i k feSeni problému
obchodniho cestujiciho. Mé&jme graf s mnozinou vrcholt V(G) = {1,...,n}.

1-strom je faktor H daného grafu G, ktery ma stejny pocet vrcholi a hran

a vrchol 1 v ném mé stupeii dy(1) = 2. Jinak feeno, libovolny 1-strom daného
grafu o n vrcholech dostaneme tak, Ze vezmeme podgraf indukovany mnoZinou
{2,...,n}, najdeme né&jakou kostru tohoto podgrafu a pfiddme k ni vrchol 1 spolu
s néjakymi dvéma hranami z tohoto vrcholu. Kazdy 1-strom tedy obsahuje pfesné
jednu kruznici a tato kruznice prochazi vrcholem 1.

Nyni mutzeme ulohu najit nejkratsi hamiltonovskou kruzmici pfeformulovat

takto: hledame podgraf H daného grafu G takovy, ze

1. podgraf H je 1-stromem,
2. kazdy vrchol z podgrafu H mé stupen dy(z) = 2.
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Opét plati, Ze prva z obou podminek je pfijemné, protoze nejlevnéjsi 1-strom lze
snadno najit pomoci algoritmu pro nejlevnéjsi kostru (viz : najdeme nejlevnéjsi
kostru na mnoziné {2,...,n} a pfiddme dvé nejlevnéjsi hrany z mnoZiny Fg(1).

Pokud nejlevnéjsi 1-strom nahodou spliiuje i druhou podminku, pak tento
1-strom je zaroven hledanou nejkratsi hamiltonovskou kruznici.

Druhéd z podminek je vsak neprijemna a ¢ini tlohu obtiznou. Platnost této
podminky samoziejmé lze vynucovat metodou vétvi a mezi podobné jako pti hledani
nejkratsi hamiltonovské cesty v Na tuto metodu zpravidla stejné dojde, ale
napied je vhodné na podulohu zkusit trik, kterému se tika penalizace vrcholi.

Kazdému vrcholu « grafu G pfifadime éislo p(z), tzv. pendle. Kazdé hrané grafu,
ktera spojuje vrcholy 4 a j, nyni zménime délku z hodnoty a(4, j) na hodnotu a(i, j)+
+ p(2) + p(j) a v takto ohodnoceném grafu znovu vyhleddme nejlevnéjsi 1-strom.

Vtip penalizace spociva v tom, ze délky vSech hamiltonovskych kruznic se vli-
vem pendle zvétsily o stejnou hodnotu, totiz o dvojnisobek sumy vSech penadle,
tj. o hodnotu 23" | p(i). Délky ostatnich 1-stromil se pfitom mohly zménit ji-
nymi zpusoby, nékteré mohly stoupnout, jiné klesnout. Proto, podafi-li se vhodné
zvolenym penéale docilit toho, Ze nejlevnéjsi 1-strom bude zaroven hamiltonovskou
kruZnici, budeme mit jistotu, Ze tento l-strom (tj. kruznice) je také nejkratsi ze
vS$ech hamiltonovskych kruznic.

Penale, popf. jeho zména, se zpravidla odvozuje ze stupnii vrcholt v 1-stromu.
M34-1i vrchol vysoky stupen, dostane kladné pendle, tim se prodrazi hrany z jeho
okoli a je nadéje, ze se stupen snizi. Ma-li naopak vrchol stupen 1, dostane zaporné
penale, ceny hran v jeho okoli klesnou a stupen vrcholu se mtze zvétsit. Nejjedno-
dussi pravidlo radi zvétsovat dosavadni penéle vrcholu v o hodnotu k(d(v) — 2), kde
konstanta k& nema byt pfili§ velkd, mtze byt i rovna jedné. Rizné zptisoby volby
pendle a vypodetni zkuSenosti jsou podrobné popsany v knize [Chr75|.

Vypocet obvykle zacina s nulovym penadle, tj. s pivodnimi délkami hran tim,
ze vypocteme nejlevnéjsi 1-strom. Pokud neni nalezena hamiltonovska kruznice, tj.
pokud néktery vrchol m4 jiny stupen nez 2, vypoéteme zmény (pFirustky) pendle
pro jednotlivé vrcholy, zménime délky hran a znovu hleddme nejlevnéjsi 1-strom.

Metoda penalizace bohuzel nevede vzdy k cili. Existuji grafy, kde sebedimysl-
néjsi volba penale nevynuti vznik hamiltonovské kruznice. VySe popsany vypocet
by pak nikdy neskoncil. Proto je nutno netspé&sny vypodet ukondéit bud kdyz zjis-
time, Ze se opakuje stejna situace, nebo prosté po pfiméfeném poctu netspésnych
penalizaci.

Ovsem i netispésna penalizace neni zbytecna, 1ze ji pouzit v metodé vétvi a mezi
k ziskani lepsiho dolniho odhadu. Jestlize jsme pti pouziti pendle p dostali 1-strom
o cené C, pak ¢islo C — 23" | p(i) lze pouzit jako dolni odhad: délka zadné
hamiltonovska kruznice (méfend v ptvodnich, tj. nepenalizovanych cendch) nemutize
byt kratsi nez toto ¢islo. V pribéhu netspésné penalizace takovychto odhadd
ziskdme nékolik a jako odhad pro celou podilohu pouzijeme nejlepsi (tj. zde nejvétsi)
z nich.

12.4.7 Cviceni. Metodu penalizace lze snadno upravit pro hledani nejkratsi
neorientované hamiltonovské cesty z daného pocateéniho vrcholu z do daného
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koncového vrcholu y. V takovém piipadé namisto nejlevnéjsiho 1-stromu hledame
minimalni kostru takovou, ze vrcholy = a y v ni maji stupeni 1. Takovou minimélni
kostru lze snadno najit bud tak, ze najdeme miniméalni kostru na mnoziné vrcholt
V(G) \ {z,y} a pfiddme nejlevn&jsi hrany z vrcholi z a y, nebo (jednoduseji)
vrcholim x a y ddme velmi vysoké pocatecni penale.

Jak se zméni délky vSech hamiltonovskych cest z x do y pii pouziti pendle p?
Jakou hodnotu lze pouzit jako dolni odhad v metodé vétvi a mezi?

12.4.8 Heuristické algoritmy pro problém obchodniho cestujiciho. Po-
mérné dobré vysledky dava metoda nejvzddlenéjsiho vkladdni:

Zacéneme s trividlni kruznici v néjakém vrcholu a do této kruznice postupné
zarazujeme dalsi vrcholy, dokud nedostaneme kruznici hamiltonovskou. K zarazeni
do kruZnice vybirdme vrchol, ktery je od kruznice nejvice vzdalen (odtud nazev
metody). Pfesnéji, mame-li kruznici K, kterd prochézi vrcholy wvy,...,vg, pak
vybereme vrchol v, pro ktery je vyraz min{a(v,v;) | ¢ = 1,...,k} nejvétsi. Vrchol
v pak zafadime do kruznice mezi takové dva sousedni vrcholy, aby se tim kruznice
prodlouzila co nejméné.

Stoji za zminku, Ze o néco ,hladovéjsi“ postup, pfi némz se vklada vrchol, ktery
je ke kruznici nejblize, dava v primeéru o néco horsi vysledky. Je vidét, ze chamtivost
se vzdycky nevyplaci.

Dobré vysledky déava také lokdlni prazkum (viz str. , v némz se
stévajici feSeni snazime vylepSovat provadénim ,drobnych zmén“. Osvédcilo se
kombinovat dva typy zmén. Jedna spociva v tom, Ze ze stavajici hamiltonovské
kruznice odstranime dvé hrany a zbyvajici ¢asti kruznice propojime ,do kiize“ tak,
aby znovu vznikla hamiltonovska kruznice. Druhy typ spociva v odstranéni vrcholu
a jeho zafazeni na jiné misto kruznice.
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Kapitola 13

Barevnost, nezavislost, kliky

Pojmy uvedené v nadpise byvaji nékdy oznacovany jako kombinatorické. Ttebaze
maji dilezité aplikace, jsou tilohy s nimi spojené vétsinou NP-tézké. Algoritmy pro
barveni grafu a pro hledani nejpocetnéjsich nezavislych mnozin, které zde uvedeme,
jsou zaloZeny na backtrackingu.

Vsechny pojmy studované v této kapitole jsou nezavislé na orientaci a na nasob-
nosti hran. MuzZeme se tedy omezit na prosté neorientované grafy. Navic se
omezime na grafy bez smycek.

13.1 Definice a zakladni fakta

13.1.1 Obarveni grafu G (nebo téz obarveni vrcholt grafu) je ohodnoceni
vrcholt hodnotami z mnoziny B (takzvanymi barvami), a to takové, Zze Zadné
dva sousedni vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou. V roli barev
miizeme brat libovolné prvky z libovolné mnoziny, ¢asto pouzivame napft. ¢isla.
Graf nazyvame r-barevnym, jestlize existuje jeho obarveni r barvami. Barevnost
grafu (nékdy téz chromatické ¢islo grafu nebo vrcholovd barevnost) je nejmensi pocet
barev, ktery je potifebny k obarveni grafu. Barevnost grafu G zna¢ime x(G).

13.1.2 Cviceni. Najdéte obarveni grafu z obrazku tfemi barvami. Ovérte,
zZe toto obarveni je az na zaménu barev jediné. Lze obarvit graf, ktery ma smycky?

| M W
2 4 6 8 C D C D

Obrazek 13.1: Graf a jeho obarveni ¢tyfmi barvami A, B, C, D.
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13.1.3 Nezavisla mnozina vrcholi v grafu G je takovd mnozina, jejiz zddné
dva vrcholy nejsou spojeny hranou. Podgraf indukovany touto mnozinou je tedy
diskrétni. Mazrimdini nezdvisld mnoZina je nezavisla mnozina, kterd je maximalni
vzhledem k inkluzi, tj. nezdvislda mnozina, ke které jiz nelze pridat zadny vrchol,
aniz by prestala byt nezévislou.

Nejpocetnéjsi nezdavisld mnozina je nezavisld mnozina, kterd ma nejvétsi pocet
prvki (mezi vemi nezdvislymi mnozinami v grafu ). Kazd4 nejpocetnéjsi nezavisla
mnozina je samoziejmé i maximalni nezavislou mnozinou, ale naopak to neplati.
Jak nejpocetnéjsich, tak i maximalnich nezévislych mnozin mutze byt v témze
grafu nékolik. Pocet vrcholi v nejpocetnéjsi nezavislé mnoziné grafu G nazyvame
nezavislosti grafu G. Nezévislost grafu G zna¢ime «(G). V aplikacich se setkdvame
také s tlohou najit nejdrazsi nezavislou mnozinu ve smyslu souc¢tu ohodnoceni
vrchold cenami.

Graf na obr. vlevo mé tyto maximalni nezdvislé mnoziny: {1,4,5,8},
{1,4,7}, {1,6}, {2,5,8}, {2,6}, {2,7}, {3,7} a {3,8}. Nejpoletnéjsi nezdvisld
mnozina byla uvedena jako prvni, nezavislost tohoto grafu je rovna 4. Mnozina
{1,4,5} je pfikladem mnoziny, ktera je nezavisla, ale neni maximalni nezévisla.

Vsimnéte si, ze mnozina vrcholi, které mohou byt obarveny stejnou barvou, je
vzdy nezavisla.

13.1.4 Klika v grafu G je maximdlni podgraf grafu G, ktery je Gplnym (neorien-
tovanym) grafem. Pocet vrcholl v nejvétsi klice nazyvame klikovosti grafu. Klikovost
grafu budeme znacit w(G).

V grafu na obr. je kazd4 klika trojuhelnikem, klikovost tohoto grafu je tedy
rovna 3, v grafu je celkem Sest klik.

Kliky a maximdlni nezavislé mnozZiny spolu velmi tzce souvisi. Abychom to
ukazali, sestrojme k danému grafu G tzv. dopliikovy graf —G takto: Oba grafy budou
mit stejné vrcholy. V dopliikovém grafu —G budou dva vrcholy spojeny hranou pravé
tehdy, kdyz nejsou spojeny hranou v ptivodnim grafu G. Je zfejmé, ze doplikovy
graf —(—@G) k dopliikovému grafu —G je shodny s ptvodnim grafem G. Stejné
tak je zfejmé, ze kliky v grafu G odpovidaji vzajemné jednoznac¢né maximalnim
nezavislym mnozinam v doplitkovém grafu —G. Plati tedy a(G) = w(—G) aw(G) =

= a(—G).

13.1.5 Priklad: Skladovani nebezpeénych latek. Mé&me n nebezpecénych
latek. Bezpecnostni predpisy zakazuji skladovat nékteré dvojice latek ve stejné
mistnosti (skfini, polici). Kolik nejméné mistnosti (sk¥ini, polic) je nezbytné t¥eba
k uskladnéni vSech n latek?

Reseni lze nalézt pomoci barevnosti: Sestrojme graf G, jehoz vrcholy odpovidaji
zminénym latkdm a v némz jsou dva vrcholy spojeny hranou, jestlize odpovidajici
latky nesmi byt skladovany spole¢né. Pfipustné umisténi latek do mistnosti pak
odpovida obarveni grafu G. Roli barev zde hraji mistnosti. Potfebujeme tedy
nejméné x(G) mistnosti.

Podivejme se nyni na jinou tlohu: Mame za kol prepravit najednou, napf.
v jednom auté, co nejvétsi pocet vzorku téchto latek. Prepravované vzorky musi
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tvoFit nezdvislou mnozinu v grafu G, mizeme tedy najednou piepravit nejvyse a(G)
vzork.

Pokud by kazdy ze vzorkti mél danou cenu, mohli bychom pozadovat prepravu
mnoziny vzorku, kterd bude mit co nejvétsi cenu. To by odpovidalo nejdrazsi
nezavislé mnoziné v grafu G. Srovnejte tuto posledni variantu s problémem batohu

[2.4.2 str.[d6]

13.1.6 Priklad: Planovani procesi. Mame za ukol uskutecnit n procest
D1,D2, ..., Pn, DPFiCemZ nékteré dvojice procestt nesméji (nebo nemohou) probihat
soucasné napft. proto, ze vyzaduji pouziti stejnych stroji. Kolik ¢asovych jedno-
tek je tfeba k uskutecnéni vSech procesti, trva-li kazdy proces stejné dlouho (napi.
jednotku ¢asu)? Jaky nejvétsi poéet procestt miize probihat najednou?

Sestrojme graf G, jehoz vrcholy odpovidaji procestim. Dva vrcholy spojime
hranou pravé tehdy, kdyz odpovidajici procesy nesméji probihat soucasné. Kazdé
obarveni vrcholi grafu G rozdéluje procesy na skupiny, které mohou probihat
najednou (odpovidajici vrcholy jsou obarveny stejnou barvou). Nejkrat$i mozné
provedeni vSech procesti tedy trvd x(G). Procesy, které mohou probihat najednou,
vzdy tvorl nezavislou mnozinu. Maximalni moZzny pocet soucasné probihajicich
procesu tedy je roven a(G).

13.1.7 Cvicéeni. Na gkole se vyucuji predméty p1,po,...,p, ve studijnich sku-
pinach s1, S2,...,s,. Na skole uci ucitelé ui,us,...,u,. Predpokladejme, ze pro
kazdou studijni skupinu a pfedmét je pfedem pevné urcen ucitel. Ucebni plan je
tedy dén jako seznam trojic (s;,p;,ur), které vyjadiuji, ze ve studijni skupiné s;
bude pfedmét p; ucit ucitel uy. Kolik nejméné vyucovacich hodin bude nezbytnych
pro splnéni ucebniho planu?

NAvoD: Vyudovaci hodinu vyjadienou trojici (s;, p;, ur) pokladejte za proces (viz
13.1.6)). Dva procesy nemohou probihat soucasné, vyzaduji-li stejného ucitele nebo
stejnou studijni skupinu.

13.1.8 Véta. V prostém grafu G bez smycek plati:

X(G) < max{d(z)|[x e V(G)} +1.

DUKAz: Uvedeme jednoduchy algoritmus, ktery vrcholy grafu G obarvi h + 1
barvami, kde h = max{d(x)|z € V(G)}. V roli barev pouZijeme ¢isla 1,2,...,h+ 1.

Sefadme vrcholy do posloupnosti x1, zo, ..., %,. Vrchol x; obarvime barvou 1.
Pak postupné vrcholim xs, x3, . . ., x,, pfifadime barvy podle tohoto pravidla: vrchol
x; obarvime nejnizsi barvou, ktera se nevyskytuje mezi dosud obarvenymi sousedy
vrcholu x;.

Ponévadz kazdy vrchol x mé nejvyse h sousedli, musi mezi h + 1 barvami vzdy
existovat alespon jedna barva b, kterou neni obarven zadny soused vrcholu x. Vrchol
x tedy lze obarvit barvou b. Takto lze postupné obarvit vSechny vrcholy grafu
s pouzitim nejvyse h + 1 barev. O
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PozZNAMKA: Pravé uvedeny algoritmus je rychly a je vhodny pro prvni odhad
barevnosti. Algoritmus [[3.2.1] pro obarveni grafu nejmensim poétem barev vychazi
z obarveni ziskaného touto metodou. Viz také [[3.2.7

13.1.9 Véta. Pro graf G bez smycek o n vrcholech plati:

1. x(G) <n.

2. X(G) > w(G)

3. X(G)a(G) > n

4. x(@)+a(G)<n+1

DUKAzZ: Prvni tvrzeni je ziejmé. Druhé tvrzeni vyplyva z faktu, ze vSechny vrcholy
kliky je nutno obarvit rliznymi barvami. K diikazu tfetiho tvrzeni si sta¢i uvédomit,
ze vrcholy obarvené stejnou barvou tvori nezévislou mnozinu. Obarvime-li tedy graf
X(G) barvami, ziskdme x(G) nezavislych mnozin, z nichZ kazd4 obsahuje nejvyse
a(G) vrcholti. Odtud pak plyne nerovnost x(G)a(G) > n.

K dtkazu ¢tvrtého tvrzeni obarvéme nejpocetnéjsi nezavislou mnozinu prvni
barvou. K obarveni zbyvajicich n — a(G) vrcholu zcela jisté staci n — a(G) barev.
Plati tedy n — a(G) + 1 > x(G), coz je jen jiny zapis dokazované nerovnosti. O

13.1.10 Vé&ta. Necht G je prosty graf bez smycek. Oznacme n pocet vrcholt, m
pocet hran a h maximalni stupeii vrcholu v grafu G. Déle ozna¢me |z | a [z] dolni
a horni celou ¢ast ¢isla x, tj. nejblizsi celé ¢islo takové, Ze |z] < z a [z] > z. Potom
o nezavislosti (@) a barevnosti x(G) plati:

1. a(G) > (2n — m)/3, pFi¢emz rovnost plati pouze pro Gplny graf K.

2. a(G) > n?/(2m + n), pficem# rovnost plati pouze tehdy, kdyz souvislé

komponenty grafu G jsou uplné grafy téze velikosti.

a(G) > [n/(h+1)].

X(G) +x(~G) <n+1.

5. x(G) > n?/(n? — 2m), pficemz rovnost nastava pravé tehdy, je-li G' tiplnym
X (G)-partitnim grafem se stejné velkymi stranami.

6. Vrcholy grafu G lze rozlozit na h+ 1 disjunktnich nezavislych mnozin, z nichz
kazda ma bud [n/(h +1)|, nebo [n/(h+ 1)] vrcholt.

= o

DUKAZ lze najit v knize [Berge73]. O

13.1.11 Véta. Pro libovolny graf G bez smycek plati:

1. x(G) =1 pravé tehdy, kdyz graf G je diskrétni.
2. x(G) < 2 pravé tehdy, kdyz graf G neobsahuje kruznici liché délky.
3. x(G) < 2 pravé tehdy, kdyz graf G je bipartitni.

DUKAzZ: Prvni tvrzeni je zfejmé. Dokdzeme druhé tvrzeni. K obarveni kruznice
liché délky potfebujeme nejméné 3 barvy. Je-li tedy x(G) < 2, nemulze graf
G takovou kruznici obsahovat. Naopak, necht graf G neobsahuje kruznici liché
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délky. Popiseme, jak lze graf obarvit nejvyse dvéma barvami. (Je-1i graf nesouvisly,
obarvime takto kazdou komponentu zv1ast.)

Zvolme pevné vrchol x. Vrcholy, které maji od vrcholu z lichou vzdélenost (ve
smyslu po¢tu hran v nejkratsi cesté), obarvime barvou 1, vrcholy, které maji sudou
vzdélenost (véetné vrcholu x) obarvime barvou 2. Musime dokazat, ze takto ziskdme
skutecné obarveni, tj. ze zadné dva stejné€ obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou.

Vezméme tedy dva libovolné vrcholy w,v, které maji oba lichou (oba sudou)
vzdalenost od x. Mezi vrcholy u,v vede cesta sudé délky, kterd je tvorena ¢astmi
nejkratsich cest z vrcholu w do x a z vrcholu = do v. Kdyby byly vrcholy u, v spojeny
hranou, tvorila by tato hrana spolu s cestou z u do v kruznici liché délky. Sestrojili
jsme tedy skutecné obarveni dvéma barvami.

Tteti tvrzeni je snadné. Kazdé obarveni dvéma barvami urcuje rozklad mnoziny
V(G) na mnoziny A, B takové, ze W(A) = W(B) = E(G), graf je tedy bipartitni.
Naopak, je-li graf bipartitni, stac¢i obarvit kazdou z jeho stran jednou barvou. O

13.1.12 Cviceni. Jakou barevnost mé strom?

13.1.13 Véta. Rovinny graf bez smycek Ize obarvit ¢tyfmi barvami.

PozNAMKA: Tato véta je feSenim kdysi slavného tzv. problému étyr barev: Staci
¢tyti barvy k obarveni libovolné politické mapy tak, aby zadné dva sousedni staty
nebyly vybarveny stejnou barvou?

O feseni tohoto problému se marné pokousely fady matematik i laikti pfes 100
let. Od roku 1890 byl znam dikaz, ze stac¢i pét barev. Dilkaz pro ¢tyfi barvy vSak
byl nesmirné komplikovany (pomoci poéitace bylo nalezeno a vySetfeno asi 1900
diléich pt¥ipadl) a byl nalezen az v roce 1976.

DUSLEDEK: Rovinny graf G bez smyéek o n vrcholech mé nezavislost a(G) > n/4.

13.1.14 Véta. Pro kazda dveé cela kladna cisla k a r existuje graf G, ktery ma
barevnost x(G) = k a neobsahuje kruznici délky mensi nebo rovné r.

PozNAMKA: Tato véta vlastné ¥ika, Ze existuji grafy s vysokou barevnosti, které
jsou lokalné Fidké“. Specidlnim pripadem této véty je tvrzeni, ze grafy, které
neobsahuji trojihelniky, mohou mit libovolné vysokou barevnost. Dukaz tohoto
specidlniho pFipadu lze najit v knize [Nesetfil79].

13.1.15 Hranova barevnost. V nékterych aplikacich je vhodnéjsi nebarvit
vrcholy, ale hrany. U obarveni hran pak pozadujeme, aby kazdé dvé hrany, které
maji spole¢ny vrchol, byly obarveny rliznymi barvami. Hranovd barevnost (téz
chromaticky indez) je nejmensi pocet barev, které sta¢i k obarveni hran. Hranovou
barevnost budeme znagit x'(G).

VySetfovani hranové barevnosti grafu G lze pfevést na vySetfovani (vrcholové)
barevnosti v tzv. hranovém grafu: Hranovy graf 0G ziskdme takto: Za vrcholy grafu
O0G prohlasime hrany puvodniho grafu G. Dva vrcholy v hranovém grafu G jsou
spojeny hranou, jestlize jim odpovidajici hrany ptvodniho grafu G' mély spolecny
vrchol.
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Obarveni hran grafu G a obarveni vrcholii hranového grafu 0G si vzdjemné
jednoznacéné odpovidaji, plati tedy x'(G) = x(9G). Navic vSak plati:

13.1.16 Véta. (Vizing 1964.) Necht G je prosty neorientovany graf bez smydéek
a oznaéme d maximdlni stupen vrcholu. Pak hranovd barevnost je rovna bud d,
nebo d + 1.

PozNAMKA: Navzdory této vété je pfesné uréeni hranové barevnosti (pfesnéji,
rozhodnuti, zda hranové barevnost je rovna d) v obecném piipadé NP-uplnou
tlohou.

13.2 Zjistovani barevnosti

Véta (a jeji dukaz) spolu s [3.2.7} str. déava dobry navod ke snadnému
ovéreni, zda dany graf je jedno- ¢i dvoubarevny. Pro tfi a vice barev jiz zadny tak
efektivni postup neni znam. Naopak, rozhodnuti, zda graf je vrcholové r-barevny
pro r > 3, je NP-uplnou ulohou.

Déle uvedeny algoritmus pro barveni grafu nejmensim moznym poctem barev je
klasickym pfikladem backtrackingu (viz [11.2] str. [191)).

13.2.1 Algoritmus pro zjistovani barevnosti.

Vstup: graf GG, jehoz vrcholy jsou ocislovany ¢isly 1,2, ..., n. Pro kazdy vrchol x
je ddna mnozina P(z) = V(z) N {1,2,...,z — 1}.

POMOCNE PROMENNE: Pravé zkoumané ¢asteéné obarveni budeme uchovavat
v hodnotéch B(z). Hodnoty BARVA(x) budou obsahovat nejlepsi dosud nalezené
obarveni. Proménnad OMEZ bude obsahovat ¢islo barvy, kterou jiz nechceme pouzit
ve snaze ziskat obarveni méné nez OMEZ barvami. S vyjimkou pocatecni faze bude
proménnad OMEZ rovna poctu barev v nejlepsim dosud nalezeném obarveni BARVA.
VYSTUP: vySe popsané proménné BARVA a OMEZ.

METODA: Vzhledem k pevnému ocislovani vrcholi mtizeme kazdé obarveni po-
kladat za posloupnost barev. Tyto posloupnosti budeme systematicky prodluzovat
a zkracovat v duchu backtrackingu.

Pii postupu vpred, tj. pfi prodluzovani casteéné posloupnosti barev, dame
nésledujicimu vrcholu z jako vychozi vzdy nejnizsi barvu, kterd (momentalné) neni
pouzita u vrchol z mnoziny P(z). Niz§i barvu nelze pouzit (pfi stavajicich barvach
pfedchozich vrchollt), vy$si barvy budou zkouSeny v dalsim pritbéhu backtrackingu
(po provedeni navratu).

Prvé iplné obarveni tedy bude stejné jako v diikaze véty

Navraty v backtrackingu budeme provadét jednak p¥i dosazeni iplného obarveni,
jednak v situaci, kdy néktery vrchol y dostal barvu OMEZ nebo vyssi. Pfidélenim
této barvy jsme totiz dostali ¢asteéné obarveni, jehoz prodluzovani jiz nema smysl,
nebotf nemiize vylepsit nejlepsi dosud zndmé obarveni BARVA.

Cilem navratu je snizit barvu ve vrcholu y. Ponévadz vsak nizsi barvy v y jiz jsou
vyzkouSeny, je tfeba zménit (a tedy zvysit) barvu v nékterém pfedchozim vrcholu
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x < y. Aby to v8ak mélo vliv na vrchol y, musi byt © € P(y), proto provedeme prvy
navrat az do vrcholu z = max(P(y)) a v tomto vrcholu se pokusime zvysit barvu.

Nelze-li barvu ve vrcholu = zvysit (byla by pouzita barva OMEZ), provedeme
dalsi, tentokrat jiz prosty navrat do vrcholu z — 1, x — 2 atd.

Barvu vrcholu 1 nezvySujeme, nemé to smysl. (Pro¢? Zvazte zaménu barev.)
Z podobného diivodu nemé smysl barvit vrchol z barvou b > =z.

Na pocatku volime OMEZ := n+ 1, aby hodnota OMEZ nebranila nalezeni prvého
obarveni.

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] x := 1; B(x) := 1; OMEZ :=n + 1.

2. [Postup vpied — obarveni dalsiho vrcholu.] PoloZime x := x+ 1. Jestlize x > n,
pokrac¢ujeme podle kroku 3. V opa¢ném piipadé polozime B(z) := minimum
ze vBech barev nevyskytujicich se v mnoziné P(z). Jestlize B(z) > OMEZ,
polozime y := x a pokracujeme podle kroku 4, jinak zopakujeme krok 2.

3. [Vsechny wvrcholy obarveny, pocet barev je mensi neZ OMEZ.] Pro vSechny
vrcholy x grafu G provedeme BARVA(z) := B(x) a déle polozime OMEZ :=
:= maximum z hodnot BARVA. Ozna¢me y prvni vrchol, ktery ma barvu
OMEZ, a pokracujme krokem 4.

4. [Ndvrat — pokus o sniZeni barvy ve vrcholu y.] Ozna¢me x posledni vrchol
z mnoziny P(y) a pokrac¢ujme krokem 5.

5. [Pokradovdni ndvratu — pokus o zvyseni barvy ve vrcholu x.] Jestlize x = 1,
vypocet konci. V opa¢ném pripadé polozime b := minimum ze vSech barev,
které jsou vétsi nez B(z) a nevyskytuji se v mnoZiné P(x). Pokud b < OMEZ
a zérovell b < z, polozime B(x) := b a pokrac¢ujeme podle kroku 2, v opa¢ném
pfipad€ polozime x := xz — 1 a zopakujeme krok 5.

13.2.2 Piiklad. Cinnost algoritmu [13.2.1| pfedvedeme na grafu z obrizku m
Postup vypoctu je patrny z nasledujici tabulky, kde kazdy fadek zachycuje hodnoty
B po vykonani kroku 4.

1 5 2
9
10 |6
8] 12
11
4° 7 °3

Obrazek 13.2: Graf k prikladu [13.2.2
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Ctvereckem je zde vzdy vyznaden vrchol y, v ném# chceme sniZit barvu. Névraty
v backtrackingu jsou vyznaceny Sipkami a prvy vrchol, v némz se po navratu zvysila
barva, je v krouzku.

Dodejme, ze v tomto prikladé jsme zvolili o¢islovani vrchol imyslné trochu ne-
sikovné, abychom na del$im vypoctu mohli demonstrovat jeho postup. Kdybychom
ocislovali vrcholy podle obrazku probéhl by vypocet velmi rychle. Ovéite!

& O

10 11 12
Obrazek 13.3: Jiné ocislovani vrchola k prikladu [13.2.2)

13.2.3 Poznamka. Rychlost algoritmu[I3.2.T] velice zaleZi na o¢islovani vrcholi.
Doporucuje se nejnizsimi ¢isly o€islovat co nejvétsi kliku a vrcholy s velkym stupném
Cislovat nizsimi ¢isly. Také je vhodné, aby sousedni vrcholy byly ¢islovany pokud
mozno sousednimi ¢isly.

13.2.4 Cviceni. Vezméte kofenovy strom, ktery ma jeden list v hloubce 2
a ostatni listy v hloubce 1. Urcité vite, ze barevnost kazdého stromu je rovna 2.
Presto tento strom obarvéte algoritmem Pii kterém uspotadani (oéislovani)
vrchold probéhne vypocet nejrychleji a pfi kterém nejpomaleji?

13.2.5 Test k-barevnosti. Potfebujeme-li pouze pro dané k zjistit, zda dany
graf lze obarvit k barvami, Ize algoritmus zrychlit: pfi inicializaci poloZime
OMEZ := k + 1 a v kroku 3, kde je nalezeno obarveni k barvami, mizeme vypocet
ukonéit. Pokud vypocet skonc¢i v kroku 5, pak obarveni k barvami neexistuje.
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13.2.6 Cviceni. Snazime-li se jednoduchy backtracking urychlit podobné jako
v algoritmu je tfeba peclivé ovérit (dokdzat), Ze urychlenim nevynechime
optimalni feSeni.

Zjistéte, co je $patné na nasledujicim ,vylepSeni“ algoritmu a najdéte
priklad grafu, kde takto ,vylepSeny* postup selze:

Snazime-li se snizit barvu vrcholu y a nelze-li barvu zvysit u vrcholu
x = max(P(y)), pak neprovedeme dalsi navrat do vrcholu z — 1, ale
rovnou aZ do druhého nejvyssiho vrcholu z mnoziny P(y), nebot pouze
vrcholy z mnozZiny P(y) ovliviiuji barvu vrcholu y.

13.2.7 Heuristické postupy. Algoritmus uvedeny v dtikaze véty lze
pouzit pro hruby odhad barevnosti. Jeho vyhodu je fakt, ze pfi vhodném usporadéani
vrcholit méme Sanci ziskat pfimo optimélni obarveni. Doporucuje se volit poradi
vrchola tak, aby vrcholy s velkym stupném byly pouzity dfive. Dalsi moznosti
je opakovat vypocet s ndhodné zménénym potradim vrcholt. Pfi dostatecném
poc¢tu opakovani pak pomérné rychle roste i pravdépodobnost, Ze se strefime do
optimalniho obarveni.

13.3 Hledani maximalnich nezavislych mnozin

Uvedeme relativné rychly algoritmus pro vyhledani vSech maximélnich nezéavislych
mnozin zaloZzeny na backtrackingu. Po jednoduchych tpravach jej lze pouzit k hle-
dani nejpocetnéjsi nebo nejdrazsi nezavislé mnoziny.

13.3.1 Algoritmus pro hledani maximalnich nezavislych mnozin.

Vstup: Graf G zadany pomoci seznamu vrcholii a seznamt soused V (z).
VYsTUP: Posloupnost seznamt maximdlnich nezéavislych mnozin.
POMOCNE PROMENNE: V proménné R budeme udrzovat posloupnost vrcholit
r1,T2,...,Tk, priCemz jeji prvky budou tvofit k-prvkovou nezavislou mnozinu. Pro
i <k oznatme R; = {ry,ro,..., 7}

Dale budeme udrzovat dva systémy mnozin vrcholi N; a S; pro vSechna i =
=0,1,...,k, pficemz bude platit:

1. Mnoziny S;, N; a R; jsou po dvou disjunktni.

2. (S;UN;) = mnozina vSech vrcholti v takovych, ze R;U{v} je nezdvisla mnozina,
tj. vrchol v by bylo mozno pridat k R;.

3. N; = mnozina vSech vrcholi, které dosud k mnoziné R; nebyly pridany, tj.
zadna nezavisld mnozina obsahujici R; U {v} dosud nebyla zkoumana.

4. S; = mnozina vSech vrcholl v, jejichz pfidani k mnoziné R; jiz bylo vyzkou-
Seno, tj. v8echny maximalni nezavislé mnoziny obsahujici R; U {v} jiz byly
prozkoumany.



222 Kapitola 13. Barevnost, nezavislost, kliky

METODA: Backtracking spo¢iva v systematickém prodluzovani a zkracovani po-
sloupnosti R a v odpovidajici adrzbé mnozin S;, N;, R;.

Méme-li posloupnost R o délce k, pak k jejimu prodlouzeni vybereme néjaky
vrchol © € Ni. Mnoziny Nj a Sy uschovame, budeme je potfebovat pozdéji, az
se posloupnost R opét zkrati na délku k. Nyni vSak posloupnost R prodlouzime
o vrchol z tim, Ze polozime 741 := z, vytvofime mnoziny Niy1 a Siy1 tak, aby
spliiovaly vyse uvedené podminky, a polozime k := k + 1.

Z podminek 1-4 vyplyva, ze posloupnost R obsahuje maximalni nezavislou
mnozinu pravé tehdy, kdyz N, = Si = 0.

Nelze-li posloupnost R prodlouZit, tj. je-li N = 0, provedeme v backtrackingu
navrat, tj. posloupnost zkratime o jeji posledni prvek 7, polozime k := k — 1
a upravime mnoziny Ny a Sj.

Névrat provedeme také tehdy, existuje-li vrchol y € Sy, takovy, ze V (y) NNy = 0.
V této situaci je totiz jakékoli dalsi prodluzovani posloupnosti R zbytecné, protoze
kazdé nezavislé mnoziné, kterd by R obsahovala, by k maximélnosti schazel vrchol y.

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] Polozime k := 0, Sy := 0 a Ny := V. Pokra¢ujeme krokem 2.

2. [Rozsireni nezdvislé mnoziny.] Vybereme libovolny vrchol z € Nj a polozime
Tht1 = T, Sp41 := S \ V(2), Npt1 = N\ (V(z) U {z}) a k := k + 1.
Pokracujeme krokem 3.

3. [Test mazimdlnosti mnoZiny Ry.] Jestlize Ny = Sj, = (), vytiskneme posloup-
nost R = (rq,r9,...,7;) a pokracujeme podle kroku 6, jinak pokracujeme
krokem 4.

4. [Test moznosti zvétsovdnd.] Jestlize Ny = @), pokrac¢ujeme podle kroku 6, jinak
pokracujeme krokem 5.

5. [Test, lze-li Ry doplnit na mazimdlni nezdvislou mnoZinu.] Jestlize existuje
vrchol y € Sy takovy, ze V(y) N Ny = 0, pokracujeme podle kroku 6, jinak
pokracujeme krokem 2.

6. [Ndvrat, zkrdceni posloupnosti R.] Jestlize k = 0, vypocet konéi. V ostatnich
pfipadech polozime = := ry, k := k — 1, N, := Ni \ {z} a S := Sx U {z}.
Pokracujeme krokem 4.

13.3.2 Poznamky. Pfi vypocétu na podéitadi lze systém mnozin S;, N; a R;
uchovavat v jediné matici o n sloupcich, kde n je pocet vrchola. Pro i > 0 mohou
byt v i-tém fadku zakédovany vSechny t¥i zminéné mnoziny, nebot jsou disjunktni.
Posloupnost R je vhodné udrzovat zv1ast. Vime-li, Ze nezévislost grafu a(G) < K,
pak staci, aby matice méla pouze K fFadki.

Jinou moznosti je reprezentovat mnoziny S;, N; jako pole bitu a vyuzit toho pii
provadéni mnozinovych operaci.

Rychlost prace tohoto algoritmu lze podstatné ovlivnit strategii pro volbu
vrcholu x v kroku 2.
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13.3.3 Priklad. Pomoci algoritmu [I3.3.1] vyhledejme vSechny maximélni nezé-
vislé mnoziny v grafu z obr.

6 5 4

1 2 3
Obrazek 13.4: Graf k prikladu [13.3.3

Priabéh prace algoritmu je patrny z nasledujici tabulky. Obsah mnozin Ny, Sk
a Ry je vyznacCen pismeny N, S a R. Znak — znamena, Ze pfislusny vrchol nepatii
do zadné z téchto mnozin. Situace, kdy Ry byla maximalni nezavisla mnozina, jsou
oznadeny hvézdickou (x). Znak / upozorniuje, Ze byl proveden navrat vyvolany
testem v kroku 5.

k; Rk NO,SO,RO N17517R1 N27SQ,R2 N3,537R3
123456 123456 123456 123456
] NNNNNN
1

13
135%
13

1
14x

0 SNNNNN

2
] SSNNNN

OFFRF NF NFRFOFNRFNWNRFRFOFNRFEFNDWNRFRO
[\]
N
[=2)
*

3
0 SSSNNN [/

13.3.4 Heuristické postupy. Pro hledani nejpocetnéjsich nebo nejdrazsich ne-
zavislych mnozin se pouzivaji také heuristické algoritmy, které byvaji rychlejsi, ale
,bez zaruky“. Nejjednodussi je zvolit néktery vrchol a k nému pridavat dalsi tak
dlouho, dokud nedostaneme maximalni nezavislou mnozinu. Pravidlo pro volbu pfi-
davaného vrcholu ma zasadni vliv na kvalitu vysledného feseni. Volba muze byt
i ndhodna, ale doporucuje se preferovat vrcholy s malym stupném nebo s velkou ce-
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nou. Vypocet je vhodné nékolikrat opakovat s vyuzitim nahody a nakonec si vybrat
nejlepsi z dosazenych feseni.

Také 1ze pouzit metodu lokdlniho prizkumu (viz str. k postupnému
vylepSovani dosazeného feSeni napf. tak, Ze jeden vrchol z nezavislé mnoziny
odstranime a pokousime se misto néj zaradit jeden nebo i nékolik vrchold jinych.
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Kapitola 14

Rovinné grafy

Rovinné grafy, tj. grafy, které 1ze nakreslit v roviné bez kiizeni hran, jsou dilezité
zejména v pocitacové grafice, kde se vyuziva faktu, ze struktura vrchold a hran
t¥irozmérnych hranatych téles odpovida rovinnym grafiim, a také v elektrotechnice
pri navrhu integrovanych obvodu a tisténych spojia. Dalsi vyznam rovinnych graf
vyplyva z jejich specialnich vlastnosti. Pro rovinné grafy lze naptiklad zjednodusit
nékteré algoritmy (maximdlni tok v siti, prohledédvani bludisté).

14.1 Nakresleni grafu a topologicky rovinny graf

14.1.1 Nakresleni grafu. Formalni definice ¥k, ze nakreslent grafu G v roviné
p je dvojice prostych zobrazeni ¢, takovych, ze ¢ pfifazuje vrcholim grafu rtzné
body roviny p a zobrazeni v pfifazuje kazdé hrané spojujici napf¥. vrcholy {z,y}
jednoduchou kifivku v roviné p s krajnimi body ¢(x) a ¢(y). Pfitom pozadujeme,
aby zadna kfivka, ktera je obrazem hrany, neobsahovala obraz zadného vrcholu jako
svaj vnitini bod.

Jednoduché kiivky mohou mit rozliény tvar a mohou se vzajemné protinat,
pfic¢emz je nutno rozliSovat obrazy vrchol od priisecikil kiivek. Proto pii praktickém
kresleni znazornujeme vrcholy pomoci krouzkt, puntikti a podobné, abychom je
odlisili od prusecika.

Rovinné nakreslent je takové nakresleni, v némz libovolné dvé kiivky, prifazené
riznym hrandm, maji spoleéné nejvyse dva — a to své krajni — body. Graf, ke
kterému existuje rovinné nakresleni, nazyvame rovinngm grafem nebo také grafem
plandrnim.

14.1.2 Topologicky rovinny graf je rovinny graf chépany spolecné se svym
nakreslenim. Form4lné tedy topologicky rovinny graf je Sestice (V| E, e, p, ¢, %), v niz
(V,E,¢) je graf a (¢,) je jeho nakresleni v roviné p. Rovinny graf (bez piivlastku
topologicky) je formélné pouze graf (tj. trojice (V, E,€)), pro ktery existuje né&jaké
rovinné nakresleni.
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Vlastnosti rovinného grafu se netykaji konkrétniho nakresleni, ale pouze jeho
existence nebo dokonce jen moznosti néjaké rovinné nakresleni vytvorit. Vlastnosti
topologického rovinného grafu zahrnuji navic vSechny vlastnosti jeho konkrétniho
nakresleni.

Stena topologického rovinného grafu je ¢ast roviny ohranicend kiivkami, které
jsou obrazy hran. Jedna ze stén je vzdy neomezena, ostatni jsou omezené. Dvé stény
nazyvame sousednimi, jestlize spole¢né cast jejich hranice je tvorena jednou nebo
nékolika kiivkami, které jsou obrazy hran.

Rekneme, Ze sténa je incidentni s hranou, jestlize kiivka, ktera je obrazem hrany,
tvofi ¢ast hranice (nebo celou hranici) stény. Stuperi stény definujeme jako podet
hran, s nimiz je sténa incidentni, pricemz kazdou hranu, ktera je mostem, pocitame
dvakrat. Naptiklad v grafu na obr. [[4.1] ma sténa B stupeii 6 a sténa C' stupen 8.
Dvé stény jsou sousedni, jsou-li obé incidentni s touz hranou.

Obrazek 14.1: Stény topologického rovinného grafu.

14.1.3 Kresleni grafu na kouli, stereograficka projekce. Definice nakres-
leni grafu uvedend v [14.1.1) miZe byt snadno zobecnéna i na jiné plochy nez roviny.
Kresleni grafu na povrch koule ma tésny vztah ke kresleni v roviné: graf lze nakreslit
bez kiizeni hran na povrch koule pravé tehdy, kdyz je rovinny.

S

[ e, AR

J
Obrazek 14.2: Stereograficka projekce.

Nakresleni na kouli a nakresleni v rovin€ lze vzajemné prevadét mnoha zpisoby,
jednim z nich je tzv. stereografickd projekce: Na povrchu koule zvolime dva soumeérné
sdruzené body S a J (,severni a jizni p6l*) a zvolime rovinu p, ktera se dotyka koule
v bodé J (viz obr. . Nyni kazdému bodu x # S z povrchu koule pfifadime bod
z' v roviné takto: body S a x vedeme piimku a ta protne rovinu p v bodé z’. Toto
zobrazeni je prosté a zobrazuje cely povrch koule kromé bodu S na celou rovinu,
existuje tedy inverzni zobrazeni. Obé tato zobrazeni jsou spojita, obrazem kiivky
je tedy opét kiivka.
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Prevadime-li nakresleni z koule na rovinu, musime samoziejmé zvolit ,severni
pol¢ S tak, aby nelezel v obraze zadné hrany nebo vrcholu.

Je-li graf nakreslen na povrchu koule tak, Ze se jeho hrany (pfesnéji kiivky
odpovidajici hrandm) nekfizi, miZzeme i zde definovat pojmy sténa, incidence
stény s hranou, stupen stény a sousedni sténa. Na povrchu koule jsou vSechny
stény omezené, sténé obsahujici ,severni p6l“ S odpovida v rovinném nakresleni
neomezend sténa.

PozNAMKA: Kazdy graf lze nakreslit na povrch néjakého télesa tak, aby se obrazy
hran nekfizily. Mnohdy k tomu vSak potfebujeme slozité téleso s mnoha ,dirami®

nebo ,uchy“. Rovinné grafy jsou ty, které lze nakreslit bez kfizeni na télesa bez
»,dér a bez ,uch®, tj. na télesa, ktera lze ziskat spojitou deformaci z koule.

14.1.4 Silné ekvivalentni nakresleni. Je-li ddno rovinné nakresleni grafu G,
pak je tim pro kazdy jeho vrchol v definovano cyklické uspordddni hran z mnoziny
E(v), a to tak, Ze budeme kolem vrcholu v obihat ve sméru hodinovych rucicek.
Dvé rovinnad nakresleni nazyvame silne ekvivalentni, urcuji-li obé stejna cyklicka
uspotradani hran.

Cyklickd uspofadani hran i silnou ekvivalenci lze definovat také pro grafy
nakreslené na povrch koule. Lze dokazat, Ze jsou-li ddna dvé silné ekvivalentni
nakresleni, lze jedno z druhého ziskat spojitou transformaci.

Pomoci cyklickych usporadéni hran lze snadno a Gsporné reprezentovat v poci-
taci to, co je na rovinném nakresleni z grafového hlediska podstatné.

14.1.5 Véta. Necht A je libovolnd sténa topologického rovinného grafu G. Pak
existuje silné ekvivalentni nakresleni grafu G takové, Ze sténa odpovidajici A je
neomezena.

DUKAz: Graf G pfeneseme stereografickou projekci na povrch koule, pootocime jej
tak, aby ,severni pdl* S byl uvnitf pozadované stény a toto nakresleni promitneme
zpét do roviny. O

Dukazy ti{ nasledujicich vét lze najit v knize [Plesnik83].

14.1.6 Véta. Ke kazdému rovinnému nakresleni prostého grafu bez smycek exis-
tuje silné ekvivalentni nakresleni takové, ze kazda hrana je reprezentovana tiseckou.

14.1.7 Véta. Bud dan prosty topologicky rovinny graf bez smycek s vrcholy
V1, ..., U,. Déale necht je v téZe roviné dédno n riznych bodi py, ..., p,. Pak existuje
silné ekvivalentni rovinné nakresleni takové, v némz kazdy vrchol v; je nakreslen
jako bod p;.

14.1.8 Vé&ta. Kazda dvé rovinna nakresleni vrcholové 3-souvislého grafu bud
jsou silné ekvivalentni, nebo se takovymi stanou zrcadlovym pfevracenim jednoho
z nich.
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14.1.9 Mnohostény. Vypuklé mnohostény, tj. vypukléE] télesa, jejichz stény
jsou mnohothelniky, pfirozenym zpusobem urcuji graf: vrcholy mnohosténu po-
kladame za vrcholy grafu a hrany mnohosténu pokladdme za hrany grafu. Ostatné,
odtud pochézi nase grafové terminologie.

Je zfejmé, ze je-li mnohostén vypukly, je jeho graf rovinny.

Lze dokazat, ze graf je grafem néjakého vypuklého mnohosténu pravé tehdy,
kdyz je rovinny a vrcholové 3-souvisly.

Pravidelny mnohostén je takovy mnohostén, jehoz vSechny stény jsou shodné
mnohothelniky a vSechny vrcholy maji stejny stupen. Graf pravidelného mno-
hosténu je reguldrni (vrcholy maji stejny stupeil) a navic také vSechny jeho stény
maji stejny stupen. Pomoci tzv. Eulerovy formule (viz[14.3.1) 1ze dokazat, Ze existuje
(az na izomorfismus) pouze pét grafl s témito vlastnostmi, existuje tedy pouze pét
pravidelnych mnohosténti. Tyto mnohostény znali jiz staii Rekové, iika se jim také
Platonova télesa. Grafové teoreticky dilkaz, Ze je pouze pét Platonovych téles, lze
najit v knize [MN96], zde uvedeme pouze ¢iselné charakteristiky Platonovych téles:

pocet stupen
stén ‘ vrchold ‘ hran || vrcholu ‘ stény
4 6 3 3
6 8 12 3 4
8 6 12 4 3
12 20 30 3 5
20 12 30 5 3

Pravidelny dvanactistén je nakreslen na obr. str. Pravidelny Sestistén
asi znate pod nazvem krychle.

14.2 Dualni grafy

14.2.1 Dualita neorientovanych rovinnych grafa. Méjme souvisly neorien-
tovany topologicky rovinny graf G. Dudlni graf GP sestrojime takto: Do kazdé
stény s grafu G umistime jeden vrchol s” grafu GP. Pro kazdou hranu e grafu G
sestrojime hranu e”, ktera bude spojovat ty vrcholy grafu G, které odpovidaji
sténdm grafu G incidentnim s hranou e. Viz priklad na obr. Plati:

1. Duélni graf je také souvisly a rovinny.

Dualni graf k dudlnimu grafu je ptvodni graf, tj. (GP)P = G.

Dualita pievadi vrcholy grafu G na stény grafu GP.

Smyéce v grafu G odpovida most v grafu G a naopak.

Kruznici v grafu G odpovidd v dudlnim grafu fez Wgo (A) uréeny mnozinou
vrcholi A dudlniho grafu, pricemz vrcholy mnoziny A odpovidaji sténam grafu
G lezicim uvnitf kruznice.

CU 0N

Ovéfte si to alespon nakreslenim obrazku, lépe vSak tvahou.

1Téleso je vypuklé (téz konvezni), jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i celou tsecku, kterd
tyto dva body spojuje.



14.2. Dualni grafy 229

Obréazek 14.3: Dualni graf ke grafu z obr.

14.2.2 Cviceni. Nakreslete si rovinné grafy vSech Platonovych téles (viz[14.1.9)
a sestrojte k nim grafy dualni. Ziskate tim opét grafy mnohosténu — kterych?

14.2.3 Dualita orientovanych grafa. Dudlni graf k orientovanému souvislému
topologickému grafu je definovan stejné jako pro graf neorientovany, navic je vSak
tfeba uréit orientaci hran. Orientaci hrany e” volime tak, aby protinala hranu e
zleva doprava. Jinymi slovy, orientaci hrany e” ziskdme pooto¢enim hrany e ve
sméru hodinovych ruéicek. Viz piiklad na obr. [I4.4]

Obrazek 14.4: Duélni graf k orientovanému grafu.

Tvrzeni uvedend v plati analogicky pro orientované grafy s vyjimkou
tvrzeni 2: Dudlni graf k dudlnimu grafu GP neni ptvodni graf G, ale graf, ktery
z néj dostaneme obracenim orientace vsech hran.

Dalsi vztahy mezi topologickym rovinnym grafem a jeho dualnim grafem jsou

uvedeny v [15.3.7] str. 242
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14.2.4 Minimalni Fez a nejkratsi cesta. UvaZujme orientovany topologicky
rovinny graf GG, jehoz hrany jsou ohodnoceny kapacitami a jehoz dva vrcholy, zdroj
z a spotrebi¢ s, lezi na obvodé neomezené stény. Hledanim maximalniho toku
v takovéto transportni siti jsme se zabyvali v [8.3.15] str. [147

Vytvoime topologicky rovinny graf G’ pfiddnim navratové hrany e ze spotiebice
do zdroje a jeji kapacitu zvolme tak, aby nemohla omezit tok. Ke grafu G’ vytvorme
dudlni graf. Ozna¢me 2P pocateéni a s” koncovy vrchol hrany e” v dualnim grafu
GP (viz obr. . Hrany duélniho grafu ohodnofme délkami, které jsou ¢iselné
rovny kapacitdm hran grafu G'.

D

? _ —
P -
7

Obrézek 14.5: Dualni graf ke grafu z pfikladu [8.3.16] str. Nejkratsi cesta
odpovidé fezu s minimélni kapacitou.

Kazdé neorientované cesté v dualnim grafu z vrcholu z” do vrcholu s” odpovida
v grafu G fez, ktery oddéluje zdroj z a spotiebi¢ s. Kapacita fezu je pfitom rovna
délce cesty, ve které pocitdme jenom hrany vpred. Hrany, kterymi cesta prochazi
proti jejich orientaci, totiz odpovidaji hranam, které se v pavodnim grafu diky své
orientaci do kapacity fezu nepocitaji.

V neorientované rovinné transportni siti je situace jednodussi. Maximalni tok
nasycuje vzdy vSechny hrany minimalniho fezu, a proto je miniméalni kapacita fezu
rovna délce nejkratsi cesty v dualnim grafu.

Je tfeba upozornit, ze v obou pfipadech (orientovaném i neorientovaném) v grafu
mohou existovat i Fezy, které neodpovidaji zadné cesté z vrcholu z” do vrcholu s.
Jsou to fezy W(A) uréené mnozinou vrcholit A takovou, ze podgraf indukovany
touto mnozinou neni souvisly. Snadno vSak lze nahlédnout, ze zadny takovy fez
neni minimélni, nebot komponenta obsahujici zdroj z urcuje fez s mensi kapacitou.
Je-li fez urcen mnozinou A takovou, ze z € A a podgraf indukovany mnozinou A je
souvisly, pak hrany fezu W (A) tvoii v dudlnim grafu cestu z vrcholu z” do vrcholu
sP. Tato cesta vede po hranici souvislé oblasti tvofené témi sténami dualniho grafu,
které odpovidaji mnoziné A.
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14.3 Vlastnosti rovinnych grafi

14.3.1 Vé&ta (Eulerova formule). Pro kazdy souvisly topologicky rovinny graf,
ktery ma n vrchol, m hran a s stén, plati n + s =m + 2.

DUKAz: Graf G mizeme ziskat z jeho kostry postupnym pfiddvanim hran, které
v kostfe nelezi. Kostra topologického rovinného grafu mé jedinou sténu a pocet
hran je m = n — 1, proto pro kostru Eulerova formule plati. Pfidanim hrany
k topologickému rovinnému grafu rozdélime vzdy nékterou jeho sténu na dvé. Leva
i prava strana Eulerovy formule se tedy pfidanim hrany zvétsi o jednicku. Po pridéani
vSech hran tedy dostaneme Eulerovu formuli pro ptivodni dany graf. m|

14.3.2 Cviceni. Dokazte zobecnéni Eulerovy formule pro nesouvislé grafy: Pro
topologicky rovinny graf s n vrcholy, m hranami, s sténami a k komponentami
souvislosti plati n + s =m + k + 1.

Nasledujici tii véty zarucCuji, ze prosté rovinné grafy bez smycek nemaji ,ptilis
mnoho* hran, jsou tedy ridké.

14.3.3 Véta. Pro prosty souvisly rovinny neorientovany graf bez smycek, ktery
ma n > 3 vrcholti a m hran, plati m < 3n — 6.

DUKAZ: Ponévadz graf je prosty a bez smycek, ma kazdd sténa (vletné stény
neomezené) stupen alesponl 3. Soucet stupiiti vech stén je roven 2m, nebot v ném
kazdou hranu poc¢itdme dvakrat. Pocet stén s tedy spliiuje s < 2m/3. Dosadime-li
to do Eulerovy formule, dostaneme n + 2m/3 > m + 2, a tedy m < 3n — 6. |

14.3.4 Véta. Pro prosty souvisly rovinny neorientovany graf bez smycek a bez
trojuhelnikt, ktery ma n > 3 vrchol a m hran, plati m < 2n — 4.

DUKAZ: Stupen kazdé stény grafu je vétsi nebo roven 4. Soucet stupiit vSech stén
je roven 2m, pocet stén s tedy spliiuje s < 2m/4 = m/2. Dosadime-li to do Eulerovy
formule, dostaneme n +m/2 > m+ 2, a tedy m < 2n — 4. O

14.3.5 Véta. V kazdém prostém rovinném neorientovaném grafu bez smycek
existuje vrchol, jehoz stupeni je mensi nebo roven 5.

DUKAz: Kdyby kazdy vrchol mél stupeti 6 nebo vice, mél by cely graf alespon 3n
hran (je-li n pocet vrcholl), coz by bylo v rozporu s vétou [14.3.3 m|

14.3.6 Cviceni. Pomoci vét [14.3.3] a [14.3.4] dokazte, ze grafy K5 a K3 3 nejsou

rovinné.

14.3.7 Véta o ¢tyrech barvach. Rovinny graf bez smycek l1ze obarvit ¢tyfmi
barvami.

PozNAMKA: Viz komentai k vété [13.1.13] str.



232 Kapitola 14. Rovinné grafy

14.4 Charakterizace rovinnych grafa

14.4.1 Homeomorfni grafy. Dva grafy Gi,G2 nazyvame vzijemné homeo-
morfnimi, jestlize lze jeden ziskat z druhého témito operacemi:

Déleni hrany. Méjme hranu e s krajnimi vrcholy z, y. Hranu e odstranime a misto
ni pfiddme novy vrchol v a dvé nové hrany spojujici novy vrchol v s vrcholy
T ay.

Odstranéni vrcholu stupné 2 je opac¢na operace: vrchol stupné 2 odstranime
spolu s obéma hranami a nahradime hranou, kterd spoji byvalé sousedy
odstranéného vrcholu.

Obé operace ,zachovavaji rovinnost“ v tom smyslu, ze byl-li graf rovinny pred
operaci, bude rovinny i po ni a naopak. Jsou-li tedy dva grafy homeomorfni, pak
jsou bud oba rovinné, anebo oba nerovinné.

Obrézek 14.6: Grafy homeomorfni s grafy K5 a K3 3.

14.4.2 Kuratowského véta. Graf je rovinny pravé tehdy, kdyZ neobsahuje
podgraf homeomorfni s grafem K5 nebo K3 3.

DUKAZ neni jednoduchy, lze jej najit napf. v [Berge58]. O
PozNAMKA: Pomoci Kuratowského véty lze napf. o daném grafu dokdzat, Ze
neni rovinny. Pro praktické zjistovani, zda dany graf je rovinny, to vSak neni
vhodny zpusob, protoze vyhledavani podgraft je dost obtizné. Hlavni vyznam
Kuratowského véty spociva v tom, ze rovinné grafy charakterizuje pomoci Cisté
grafovych pojmi. Uvédomte si, Ze pojem rovinného nakresleni neni ¢isté grafovym
pojmem, potfebujeme k nému pojem roviny, spojitého zobrazeni, k¥ivky apod.

14.4.3 Cviceni. Pomoci Kuratowského véty dokazte, Ze tzv. Petersenuv graf
nakresleny vlevo na obr. str. neni rovinnym grafem.

14.4.4 Algoritmy pro testovani rovinnosti. Kuratowského véta nedéva do-
bry névod k testovani rovinnosti. Existuji vSak rychlé algoritmy, které v case O(n)
nejen rozhodnou, zda graf je rovinny, ale rovinné nakresleni zakédované pomoci
cyklickych uspofddéni hran (viz dokonce sestroji. Vzhledem ke znacné
komplikovanosti se jimi nebudeme zabyvat, jejich stru¢ny popis lze najit napft.
v [Kucera83|, [Plesnik83]. Poznamenejme pouze, Ze tyto algoritmy postupné piidavaji
kusy grafu ke vhodné zvolené kruznici a rozhoduji, zda pfislusna c¢ast grafu bude
nakreslena uvnitf nebo vné kruznice.
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Kapitola 15

Cirkulace a potencialy

Tato kapitola je vénovana algebraickym vlastnostem cirkulaci, potencialovych roz-
dilti, kruznic a fezi. Tyto vlastnosti jsou dilezité zejména v elektrotechnice pii
analyze elektrickych obvodt.

Ke studiu této kapitoly je potfebnd alesponn zakladni znalost linearni algebry,
zejména vektorovych prostori.

Poznamenejme, Ze nasledujici vyklad je mozno dale zobecnit na vektorové
prostory nad obecnymi télesy vcetné téles konecnych, takze pak lze mluvit napft.
o vektorovém prostoru kruznic v grafu apod. My se vS8ak omezime na vektorové
prostory nad télesem realnych ¢isel.

V celé kapitole budeme predpokladat, ze hrany grafu jsou pevné ocislovany ¢isly
1,2,...,m.

15.1 Vektorovy prostor cirkulaci

Pojem cirkulace jsme definovali v str. nékteré vlastnosti cirkulaci jsou
uvedeny v str. Zde nahlédneme o néco hloubéji do algebraického zakulisi
toki v siti. Na rozdil od kapitoly 8| se zde nebudeme zabyvat omezenimi toku
(kapacitami) a nebudeme rozliSovat toky pfipustné a nepfipustné.

Diky pevnému ocislovani hran ¢isly 1,2, ..., m muzeme kazdou cirkulaci pokla-
dat za m-Clenny aritmeticky vektor.

15.1.1 Véta. Mnozina vSech cirkulaci v grafu G tvofi vektorovy prostor, ktery
je podprostorem prostoru R™, kde m = |E(G)|.

DUKAzZ vyplyva z faktu, Ze soudet cirkulaci i nésobek cirkulace ¢&islem je opét
cirkulace (spliiuje Kirchhofftuv zékon). O

15.1.2 KruZnice a cirkulace. Pfipomenme, ze v [8.3.3] str. jsme hrany
libovolné kruznice rozdélili na hrany vpfed a hrany vzad, a to podle vztahu orientace
hrany ke sméru pruchodu kruznici.
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Kazdé kruznici mizeme pritadit tzv. elementdrni cirkulaci f predpisem:

0, jestlize e nelezi na kruznici,
fle) = 1, je-li e hranou vpred,
—1, je-li e hranou vzad.

15.1.3 Fundamentalni soustava kruZnic. Uvazujme graf G a néjaky jeho
napnuty les K (viz [4.2.4] str. [60)).

Ke kazdé hrané e € E(G)\ E(K) existuje podle véty presné jedna kruznice
k. tvofend hranou e a (nékterymi) hranami lesa K. Tuto kruznici budeme orientovat
tak, aby hrana e byla hranou vpred. Kazdou takovou kruznici nazveme fundamen-
talni kruznici a mnozinu vSech fundamentalnich kruznic nazveme fundamentdlni
soustavou kruznic vici napnutému lesu K.

Kazda fundamentalni kruznice k. urcuje elementarni cirkulaci f., kterd ma
v hrané e jednotkovou velikost. Takovou elementarni cirkulaci nazyvame funda-
mentdlni cirkulact.

Fundamentdlni matice kruznic je matice, jejiz fadky jsou tvoreny vSemi funda-
mentalnimi cirkulacemi chapanymi jako fadkové vektory.

Obrazek 15.1: Fundamentalni soustava kruznic.

15.1.4 Priklad. Graf na obr. méa dvé komponenty souvislosti. Napnuty
les K je vyznaen silnymi éarami. Tento les urcuje (jednoznacéné) fundamentalni
soustavu kruznic a fundamentalni matici kruznic:

€1 €2 €3 €4 €5 € €7 €8 €9 €10 €11 €12 €13 €14

ks 111 0 0 0O O O O O O O O O
kg o 0 0 1-1 1-1 0 0O O O O O O
ko o 0 0 0 00 1 1 1-1 00 0 0
k11 o 0 0 0 00 00 0-1 1-1 1 0
k14 o 0 0-1 1.0 0-1 0 1 0 1 0 1

Radky této matice tvoii bazi vektorového prostoru cirkulaci, coz vyplyva z na-
sledujici véty.
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15.1.5 Véta. V grafu G zvolme libovolny napnuty les K. Potom mnozina vSech
fundamentalnich cirkulaci vzhledem k lesu K tvofi bazi vektorového prostoru
cirkulaci.

DUKAz: Je tieba dokézat, Zze fundamentalni cirkulace jsou linearné nezavislé a ze
generuji cely vektorovy prostor cirkulaci.

Nezavislost vyplyva z faktu, ze kazda hrana e € E(G)\ E(K) je obsaZena pouze
v jediné fundamentalni kruznici, totiz v k., a proto pouze jedind fundamentalni
cirkulace, totiz f., je na této hrané nenulova. Ma-li tedy byt nulova cirkulace
(tj. nulovy vektor) linedrni kombinaci fundamentéalnich cirkulaci, musi byt véechny
koeficienty této linedrni kombinace rovny nule. Tim je dokdzana nezavislost.

Uvazujme nyni libovolnou cirkulaci f v grafu G. Ukédzeme, ze f je linedrni
kombinaci fundamentélnich cirkulaci. Vezméme postupné v8echny hrany e € E(G)\
\ E(K) a od cirkulace f ode¢téme vzdy f(e)-nédsobek fundamentalni cirkulace f,.
Je zfejmé, Ze tim vynulujeme cirkulaci na vSech hrandch z mnoziny F(G) \ E(k).
Protoze v8ak zbyvajici hrany neobsahuji zaddnou kruznici (jde o hrany lesa K),
musi byt vysledna cirkulace nulova i na nich. Z této tvahy plyne, Zze pro libovolné
zvolenou cirkulaci f plati

f= > flf,

e€E(G)\E(K)

a tedy f je linearni kombinaci fundamentalnich cirkulaci. m|

15.1.6 Véta. V grafu o n vrcholech, m hranach a k komponentéach souvislosti je
dimenze vektorového prostoru cirkulaci rovna m —n + k.

DUKAZz: Dimenze je rovna poctu prvka baze, tedy podle predchozi véty podétu
fundamentalnich cirkulaci, tj. po¢tu vSech hran mimo napnuty les. Podle véty
mé kazdy napnuty les n — k hran. Podet hran mimo napnuty les (a tedy i dimenze
vektorového prostoru cirkulaci) je tedy m — n + k. |

15.1.7 Cyklomatické &islo. Dimenzi vektorového prostoru cirkulaci nazyvame
cyklomatickym cislem grafu.

15.1.8 Poznamka. Vektorovy prostor cirkulaci mé i jiné baze nez fundamentélni
cirkulace urcené néjakym napnutym lesem. V topologickych rovinnych grafech lze
napiiklad ziskat bézi prostoru cirkulaci ze soustavy kruznic urcenych omezenjymi
sténami. Ovérte na prikladé. Viz téz nasledujici cviceni.

15.1.9 Cviceni. Vezméte topologicky rovinny graf z obrazku str. upro-
stfed, a zvolte jeho libovolnou orientaci. Ovérte, ze CtyTi elementarni cirkulace ur-
¢ené kruznicemi kolem omezenych stén tvori bazi prostoru cirkulaci. Ovérte také, ze
tato baze neni fundamentalni bazi vzhledem k Zddnému napnutému lesu (tj. kostie)
daného grafu.
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15.2 Potencialy a potencialové rozdily

15.2.1 Potencial a potencidlovy rozdil. Bud dan orientovany graf G. Po-
tencidlem nazveme jakékoli ohodnoceni vrchold p : V(G) — R grafu G redlnymi
Cisly.

Ohodnoceni hran 7 : E(G) — R redlnymi &isly nazyvame potencidlovym
rozdilem, jestlize existuje potencial p takovy, Ze pro kazdou hranu e grafu plati:

(15.1) 7(e) = p(KV(e)) — p(PV(e)) .

Vsimnéte si, ze potencidlovy rozdil 7 se nezméni, zvysime-li potencidl p o stejnou
konstantu ve vSech vrcholech nékteré souvislé komponenty.

Zdaleka ne kazdé ohodnoceni hran je potencidlovym rozdilem. Najdéte ptiklad!
Navod, jak ovérit, zda dané ohodnoceni je potencidlovym rozdilem, poddme v na-
sledujici véteé uspornéjsi verzi pak ve vété[15.3.4

Dale poznamenejme, ze mame-li pevné zvoleno ocislovani hran ¢isly 1,2,...,m,
pak kazdy potencidlovy rozdil mtizeme pokladat za m-¢lenny aritmeticky vektor.

15.2.2 Véta. Pro libovolnou kruznici k£ oznacme C,j mnozinu hran vpied a C}
mnozinu hran vzad. Ohodnoceni hran 7 je potencidlovym rozdilem pravé tehdy,
kdyz pro kazdou kruznici k v grafu plati:

(15.2) Z m(e) — Z w(e)=0.

eeCiF e€Cy;

PozNAMKA: Podminka (15.2) je analogii druhého Kirchhoffova zdkona (soucet
napéti podél obvodu je roven nule). Ve vété [15.3.4| ukdZeme, Ze podminku ([15.2)
staci ovérit pro fundamentalni soustavu kruznic.

DUkAz: Necht 7 je potencidlovy rozdil a p je pfislusny potencidl. Vezméme
libovolnou kruznici, tj. posloupnost vrcholt a hran
Vo, €1, V1, €2,V2, ..., €k, Uk,

kde v = vg. Pro kazdou jeji hranu plati:

p(v;) —p(vi—1) = 7(e;), je-li e; hranou vpied, a
p(vi) —p(vi—1) = —7(e;), je-li e; hranou vzad.

Sectenim téchto rovnic pro vSechny hrany kruznice dostaneme platnost podminky
(115.2):

E
> wle) = Y we) = D (pwi) — plvi1)) = 0.
ecCyt e€C;; i=1

Necht nyni naopak 7 je ohodnoceni hran, které splituje podminku ((15.2) pro
kazdou kruznici k. Popiseme postup, ktery vede k nalezeni potencialu p splinujiciho

podminku (15.1]).
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V kazdé souvislé komponenté zvolime libovolny vrchol v a ohodnotime jej
libovolnym potencidlem p(v). Dalsim vrcholim v komponentich vypocteme jejich
potencialy postupem, ktery pfipominad znackovaci proceduru: Existuje-li hrana e
takova, ze Pv(e) je ohodnocen a Kv(e) nikoli, polozime

p(Kv(e)) := p(Pv(e)) +m(e) .
Je-li naopak hrana e takova, ze Kv(e) je ohodnocen a Pv(e) neni, polozime
p(Pv(e)) := p(Kv(e)) —m(e) .

Platnost podminky (15.2)) pro v8echny kruznice zarucuje, ze kazd4 hrana, jejiz oba
vrcholy jsou jiz ohodnoceny, spliiuje podminku (15.1)). m|

15.2.3 Véta. Mnozina vsech potencidlovych rozdila v grafu G tvori vektorovy
prostor, ktery je podprostorem prostoru R™, kde m je pocet hran.

DUKAZ: Vezméme dva libovolné potencidlové rozdily 1, me. K nim existuji po-
tencialy p1, ps takové, Ze pro kazdou hranu e plati:

mi(e) = pi(Kv(e)) —pi(Pv(e)),
m(e) = pa(Kv(e)) —p2(PV(e)) .

Soucet potencialii p; + p2 je samoziejmé také potencial, a ponévadz
m1(e) + ma(e) = p1(Kv(e)) + p2(Kv(e)) — p1(Pv(e)) — p2(PV(e)) ,

je soucet potencidlovych rozdilt 71 +mo také potencidlovym rozdilem. Podobné néso-
bek potencialu je potencial, a tedy i ndsobek potencidlového rozdilu je potencidlovy
rozdil. O

15.2.4 Rezy a potencialové rozdily. Kazdému fezu Wg(A) v orientovaném
grafu G muzeme pfifadit potencial p definovany predpisem

_J 0 proweA,
p(v){ 1 prov ¢ A.

Odpovidajici potencidlovy rozdil m nazyvame elementdrnim potencidlovym rozdi-
lem. Plati:
1 proee Wt(A),
m(e) =< —1 proee W~ (A),
0 proedg W(A).

Pfipomerime, Ze zvlaStnim p¥ipadem Fezu je okoli F(v) vrcholu v.
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15.2.5 Fundamentalni soustava rez. Méjme graf G a jeho napnuty les K.

Odstranénim libovolné hrany e € E(K) se podle véty rozpadne nékterd
komponenta lesa K (tj. strom) na dvé komponenty. Ozna¢me A tu z nich, kterd
obsahuje pocatecni vrchol hrany e, druhou z nich oznacme B. Fundamentdlni tez
r. urCeny hranou e lesa K nyni definujeme jako fez Wg(A).

Mnozinu vSech fundamentélnich ezt vic¢i napnutému lesu K nazyvame funda-
mentdlni soustavou Tezi.

Fundamentalni potencidlovy rozdil . ureny hranou e napnutého lesa definu-
jeme jako elementarni potencidlovy rozdil, uréeny fundamentalnim fezem r.. Plati
tedy m.(e) = 1 a potencidl p., ktery tomuto potencidlovému rozdilu odpovid4, spl-
fuje pe(A) =0 a p.(B) = 1, kde A, B jsou komponenty lesa K oddélované hranou e.

Fundamentadlni matice Tezt je matice, jejiz fadky jsou tvoreny vSemi fundamen-
talnimi potencidlovymi rozdily, chapanymi jako fadkové vektory.

Obréazek 15.2: Fundamentalni soustava fezu.

15.2.6 Priklad. Fundamentalni soustava fezti v grafu z obrazku vzhledem
k témuz napnutému lesu K je na obrazku znézornéna Carkované. Fundamen-
talni matice fezli mé tvar

€1 €2 €3 €4 €5 € €7 €8 €9 €10 €11 €12 €13 €14
1 1 0-1 0 0 0 O O O O O O O O
T 0 1-1 0 0 0 OO O O O O O O
T4 o 0 0 1. 0-1 0 O O O O O 0 1
5 o 0 0 0 1 1 0 O O O O O O0-1
7 o o0 0 0 0611 0-1 0 O O O O
T8 o 0 0 0 06 00 1-1 0 0 0 0 1
710 o 0 0 o 0 0 0O 0O 1 1 1 0 0-1
712 o 0 0 o 0 O o O o0 O 1 1 0-1
713 o 0 0 0 0 0600 0O 0O0-1 010

Radky této matice tvoii bazi vektorového prostoru potencidlovych rozdilf, coz
vyplyva z nasledujici véty.
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15.2.7 Véta. V grafu G zvolme libovolny napnuty les K. Potom mnozina vSech
fundamentalnich potencidlovych rozdilti vzhledem k lesu K tvofi bazi vektorového
prostoru potencidlovych rozdili.

DUKAZ je podobny dikazu véty[I5.1.5] pro cirkulace. Nezavislost fundamentalnich
potencidlovych rozdilt vyplyva z faktu, Ze kazdd hrana e € E(K) je obsaZena pouze
v jediném fundamentalnim fezu.

Vezméme nyni libovolny potencidlovy rozdil w. Ukazeme, ze 7 je linedrni kom-
binaci fundamentéalnich potencidlovych rozdilt. Uvazujme postupné vSechny hrany
e € E(K) a od potencidlového rozdilu 7 ode¢téme vzdy 7(e)-nasobek fundamental-
niho potencidlového rozdilu .. Je zfejmé, ze tim ziskdme potencidlovy rozdil

n=mr— Z m(e) e,

e€E(K)

ktery je nulovy na vSech hranach lesa K. Odpovidajici potencial tedy nabyva tychz
hodnot vzdy na celé souvislé komponenté grafu G, proto je potencidlovy rozdil =/
nulovy na vSech hranich grafu (hrany vedou jen mezi vrcholy téZe komponenty).

Tim je dokazano, ze
T = E m(e) - e

e€E(K)

je linearni kombinaci fundamentalnich potencidlovych rozdila. m|

15.2.8 Véta. V grafu o n vrcholech a k£ komponentich souvislosti je dimenze
vektorového prostoru potencialovych rozdilid rovna n — k.

DUKAZ: Dimenze je rovna poc¢tu prvkia baze, tedy podle predchozi véty podétu
fundamentalnich potencidlovych rozdild, tj. po¢tu hran napnutého lesa, ktery podle
véty ma presné n — k hran. O

15.2.9 Poznamka. Vektorovy prostor potencidlovych rozdila mé i jiné béze nez
fundamentalni soustavy urcené néjakym napnutym lesem. Dulezité jsou zejména
béze tvofené z fezi tvaru F(x), nebot piislusné elementérni potencidlové rozdily
jsou shodné s radky inciden¢ni matice.

15.2.10 Véta. Vektorovy prostor potencidlovych rozdili grafu G je generovan
mnozinou elementarnich potencidlovych rozdili uréenych fezy tvaru E(x), kde z je
vrchol grafu G.

DUSLEDEK: Vektorovy prostor potencidlovych rozdili je generovan fadky inci-
denc¢ni matice. Z f4dkt1 inciden¢ni matice tedy lze vybrat bazi vektorového prostoru
potencidlovych rozdila.

DUKAZ: Dokazeme, Ze z elementarnich potencidlovych rozdilt uréenych okolimi
vrcholty, tj. fezy ve tvaru E(x), lze ziskat jako linedrni kombinaci libovolny elemen-
tarni potencidlovy rozdil. Z toho pak jiz snadno plyne, Ze lze vygenerovat i jakoukoli
fundamentélni soustavu potencidlovych rozdil a ta jiz podle generuje cely
prostor.
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Vezméme libovolny fez W (A) a jim uréeny potencidlovy rozdil 7. Ozna¢me 7,
elementérni potencidlovy rozdil uréeny okolim E(x) libovolného vrcholu z € A.
Ukazeme, Ze pro vSechny hrany grafu plati:

(15.3) m(e) =Y male).

TEA

Pro hrany z fezu W(A) tato rovnost vyplyvd z faktu, ze hrana e je obsaZena
pouze v jedné z mnozin F(z) a piislusny scitanec ma spravné znaménko. Ma-li
hrana e oba vrcholy v mnoziné A, je obsaZena ve dvou mnozinach hran E(Pv(e))
a E(Kv(e)), pficemz na hrané e maji pfislusné séitance opacna znaménka, a soucet
je tedy nulovy. Hrany, jejichz oba vrcholy lezi mimo mnozinu A, nelezi v Zadném
z uvazovanych okoli, a proto je na nich soucet také nulovy. Plati tedy:

W:E T -

z€A

Potencidlovy rozdil m tedy je linedrni kombinaci elementirnich potencidlovych
rozdild, které jsou urdeny okolimi E(x) vrchold z € A. O

15.2.11 Hodnost grafu. Dimenze vektorového prostoru potencidlovych rozdila
je rovna hodnosti inciden¢ni matice grafu. Tuto dimenzi nazyvame téz hodnosti

grafu.

15.3 Vztahy cirkulaci a potencialovych rozdila

15.3.1 Skalarni soucdin a kolmost vektoru. Dva vektory u,v € R™ jsou
kolmeé, je-li jejich skaldrni soucin roven nule. Jsou-li P a P’ dva podprostory téhoz
prostoru R™ a je-li kazdy vektor z P kolmy na kazdy vektor z P’, pak prostory P
a P’ nazyvame vzajemné kolmymi. Z vlastnosti skaldrniho soudinu snadno plyne
toto tvrzeni:

Je-li kazdy vektor z mnoziny generatort prostoru P kolmy na kazdy vektor
z mnoziny generator prostoru P’, pak prostory P a P’ jsou vzdjemné kolmé.

15.3.2 Véta. Vektorovy prostor cirkulaci a vektorovy prostor potencidlovych
rozdild jsou vzadjemné kolmé.

DUKAz: Stadi dokézat, ze libovolna fundamentalni cirkulace je kolm4 na libovolny
fundamentalni potencidlovy rozdil vic¢i témuz napnutému lesu. To je vSak snadné:
Staci si uvédomit, ze libovolna fundamentdlni kruznice a libovolny fundamentalni
fez bud nemaji zddnou spole¢nou hranu, nebo maji presné dvé spoleéné hrany.
Tyto dvé hrany bud jsou stejné orientovany vaéi kruznici (obé vpied nebo obé
vzad) a rozdilné vidi fezu (jedna dovnitf druhd ven), nebo jsou rozdilné orientovany
vzhledem ke kruznici a stejné viic¢i fezu. Ve vSech téchto pripadech maji ve skalarnim
soucinu Cinitelé odpovidajici témto hrandm opacné znaménka a vzajemné se rusi.
Skalarni soucin fundamentalni cirkulace a fundamentalniho potencialového rozdilu
je tedy nulovy. O
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15.3.3 Lemma. Méjme kruznici k£ a ji odpovidajici elementarni cirkulaci f.
Potom ohodnoceni hran 7 spliiuje podminku (15.2)) (druhy Kirchhoffiv zédkon) pravé
tehdy, kdyz vektory m a f jsou kolmé.

DUKAZ vyplyva bezprosttfedné z definice elementarni cirkulace a skaldrnfho sou-
¢inu. O

15.3.4 Vé&ta. Bud G orientovany graf a m ohodnoceni jeho hran. Potom nésle-
dujici podminky jsou ekvivalentni:

7 je potencialovy rozdil.

Podminka (15.2)) (druhy Kirchhoffiv zédkon) plati pro kazdou kruznici.
Podminka ((15.2) plati pro kazdou fundamentalni kruznici.

Vektor 7 je kolmy na kazdou fundamentélni cirkulaci vzhledem k néjakému
napnutému lesu K.

5. Vektor 7 je kolmy na kazdou cirkulaci f v grafu G.

= W=

DUKkAzZ: 1 & 2 vyplyva z véty [15.2.2) 2 = 3 plati trividlné; 3 = 4 vyplyva
z lemmatu [15.3.3} 4 = 5 vyplyva z vlastnosti vektorovych prostorti; 5 = 2 vyplyva
opét z lemmatu [15.3.3 O

15.3.5 Lemma. Mé&jme fez W(A) a jemu odpovidajici elementarni potencidlovy
rozdil . Potom ohodnoceni hran f spliuje podminku

(15.4) Yo fle= D>, fle)=0

€W+ (A) €W~ (A)

pravé tehdy, kdyz vektory f a m jsou kolmé.

DUKAZ plyne bezprostiedné z definice elementarniho potencidlového rozdilu. O

15.3.6 Véta. Bud G orientovany graf a f ohodnoceni jeho hran. Potom nésle-
dujici podminky jsou ekvivalentni:

f je cirkulace.

Podminka (15.4) plati pro kazdy fez.

Podminka ((15.4) plati pro kazdy fundamentalni fez.

Vektor f je kolmy na kazdy fundamentalni potencidlovy rozdil vzhledem
k néjakému napnutému lesu K.

5. Vektor f je kolmy na kazdy potencidlovy rozdil.

=W

DUKAZ: 1< 2 je ziejmé z definice cirkulace a fezu; 2 = 3 plati trividlné; 3 = 4
vyplyva z lemmatu 4 = 5 vyplyva z vlastnosti vektorovych prostort; 5 = 2

opét vyplyvé z lemmatu [15.3.5] O



242 Kapitola 15. Cirkulace a potencialy

15.3.7 Cirkulace a potencialové rozdily v rovinnych grafech maji dalsi
zajimavé vlastnosti. Uvazujme orientovany topologicky rovinny graf G a k nému
dualni graf GP (viz str. . Kazdou cirkulaci v grafu G miZzeme pokladat
za potencialovy rozdil v G, a také naopak kazdy potencialovy rozdil v G miizeme
pokladat za cirkulaci v GP. (Ovéite na pitkladé!) Z toho také plyne, 7e cyklomatické
¢islo grafu G je rovno hodnosti grafu G, a naopak hodnost grafu G je rovna
cyklomatickému &islu grafu G,

15.4 Analyza elektrické sité

V tomto oddile naznacime, jak lze vlastnosti vektorovych prostoru cirkulaci a poten-
cidlovych rozdilt pouzit pri analyze elektrické sité slozené ze zdroju stejnosmérného
napéti a z rezistort. Podrobnéjsi vyklad tykajici se obecnéjsich obvodt by presa-
hoval rdmec této knizky, zajemce odkazujeme na knihy [SwTh81, [KSCh89| a na
specidlni elektrotechnickou literaturu .

15.4.1 Kirchhoffovy zakony. Uvazujme elektrickou sit slozenou z rezistort a ze
zdroj napéti. Sif snadno zndzornime orientovanym grafem. Orientaci hran miizeme
zvolit libovolné. Vrcholy grafu odpovidaji uzlim elektrické sité (vodi¢tim), hrany
odpovidaji vétvim. V kazdé vétvi maze byt jeden nebo nékolik zdroji napéti a jeden
nebo nékolik rezistorti. Kazdou vétev e ovS§em muzeme zjednodusit tak, ze obsahuje
vzdy jeden zdroj napéti . (mtize mit i nulovou velikost) a jeden rezistor o odporu
R,: pro tento ucel ve vétvi secteme napéti vSech zdroji a podobné secteme odpory
vSech rezistorti a vnitini odpory vSech zdrojt.

Proud protékajici vétvi e oznacime I, napéti U, na této vétvi je souctem napéti
zdroje €, a ubytku napéti na rezistoru, ktery podle Ohmova zékona je roven R.I.
Plati tedy U, = €. — Rel..

Proudy a napéti v siti musi spliiovat 1. a 2. Kirchhoffuv zakon. Jinymi slovy,
ohodnoceni hran I, musi byt cirkulaci ve smyslu definice[8.1.1] str.[I31] a ohodnoceni
hran U, musi pro kazdy obvod (tj. kruznici) spliiovat podminku (15.2)), a tedy podle
véty musi byt potencidlovym rozdilem.

VsSechny tyto podminky mtizeme snadno vyjadfit pomoci soustavy linearnich
rovnic, v nich jako nezndmé vystupuji proudy v jednotlivych hranach I.. U pod-
minek z 1. Kirchhoffova zdkona to je zcela pfimocaré. Pro podminky plynouci z 2.
Kirchhoffova zakona vyjadifime napéti U, pomoci vztahu U, = ¢, — R.l., v némz
€e pokladame za konstantu a prevedeme ji na pravou stranu. Typickéd rovnice pro
nékterou kruznici tedy ma tvar

R1[1+R212+...251+€2+...

Soustava rovnic pro vSechny vrcholy a vSechny kruznice ma ovSem zbyteéné mnoho
rovnic a je linedrné zavisla. Pro feseni soustavy je vyhodné, aby rovnice byly linedrné
nezavislé. Toho lze docilit takto:

Zvolime kostru grafu (pfedpokladdme, Ze sit je souvisld) a vzhledem k této kostie
nalezneme fundamentalni soustavu fezii a fundamentélni soustavu kruznic. Rovnice
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pro proudy (1. Kirchhofftiv zdkon) sestavime pouze pro fundamentélni fezy, rovnice
pro napéti (2. Kirchhofftiv zdkon) sestavime pouze pro fundamentalni kruznice. Z vét
a[15.3.6] vyplyvd, ze plati-li oba Kirchhoffovy zakony pro fundamentélni fezy
a fundamentalni kruZnice, plati oba v plném rozsahu, tj. pro vSechny fezy i pro
v8echny kruznice (obvody).

Podle vét a[15.2.8 m4 tato soustava celkem m rovnic o m nezndmych, kde
m je poCet hran grafu. Kdybychom tuto soustavu rovnic vyftesili, ziskali bychom
velikosti proudit v jednotlivych vétvich sité. Napéti bychom pak dopocitali podle
Ohmova zakona.

Vypocet vSak lze jesté dale usnadnit podstatnym zmensenim velikosti soustavy
rovnic. Rovnice sestavené podle 1. Kirchoffova zakona pro fundamentalni fezy
totiz maji velmi jednoduchy tvar a umozinuji snadno vyjadiit proudy v hranach
kostry jako linearni kombinace tzv. smyckovych proudi, tj. proudd v hranach mimo
kostru. Tato vyjadreni dosadime do rovnic ziskanych ze 2. Kirchhoffova zakona pro
fundamentalni kruznice, ¢imz dostaneme soustavu m — n + 1 rovnic prom —n + 1
smyckovych proudi. Resenim této soustavy ziskdme smyckové proudy a z nich pak
jiz snadno dopocitdme proudy v ostatnich hranach.

Lze dokazat, Ze matice S soustavy rovnic pro smyckové proudy je symetricka
a Ze jeji prvky s;; lze ziskat i zcela mechanickym zptisobem podle vzorce

(15.5) Sij = Z Rikiikjs
=1

kde ki, kj; jsou prvky fundamentalni matice kruznic K. Matici S lze ziskat také
jako maticovy sou¢in S = KRKT, kde K je fundamentalni matice kruznic, KT je
transponovana fundamentélni matice kruznic a R je matice, jejiz prvky na diagonale
jsou rovny odporim R; a ostatni prvky jsou nulové.

Cely postup vypoctu predvedeme na prikladeé.

1 [ R I AN I
-~
3 Y T 3 b4
v
+ 5 1 5
= 4 ko 9 B -
Ry | €9 6 1> 6
Y re X

Obrazek 15.3: Priklad elektrické sité a fundamentalni soustavy kruznic a feza.
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15.4.2 Priklad. Naleznéme proudy a napéti v jednotlivych vétvich elektrické
sité z obr. [I5.3] na pfedchozi strané. Rovnice vyjadfujici 1. Kirchhoffitv zakon pro
fundamentalni soustavu fezi maji tvar

ro ]1+I2+Ig =
rs —Il—|—I3+I4
(15.6) Trs @ I4+I5 +Ig
Te : I4+I6 7]7
reg . I7+Ig+[9 =

Il
coococo

a rovnice vyjadrujici 2. Kirchhoffiv zakon pro fundamentalni soustavu kruznic maji
tvar

kl : R1[1 7R2]2+R3[3 = &1,
(157) kis: —Rsls+ R4ly — Rsls — Rglsg = —¢5,
k7. Relg + R7I7 — Rgly = €7,
kg : —Rols — Rgls — Rglg + Rglg = —e9—¢€5.

Resenim této soustavy 9 rovnic o 9 nezndmych bychom mohli pifmo ziskat
proudy v jednotlivych vétvich. Méné pracny vsSak je tento postup: Proudy ve
vétvich, které jsou ¢asti kostry, vyjadiime ze soustavy jako linedrni kombinace
ostatnich. Stejné vztahy vsak 1ze snadno vycist pfimo z grafu na obr. vpravo.

I, = —-I)—1y,
I = L—1,
(15.8) I = —I—1Iy,
Is = —Ii+1I7,
I = —I—1I,.

Nyni dosadime ze vztaht (15.8]) do soustavy (15.7)), ¢imz ziskdme pouze m —n+
+ 1 = 4 rovnice o 4 neznamych I, Iy, I7, Iy:

(R1 + R2 + Rg)[l — R314 + Rz[g = &1,
(159) —R3Il + (R3 + R4 + R5 + RG)I4 — R6I7 + R5Ig = —€5,
—Relys+ (Re + R7 + Rg)I7 + Rgly = e7,
Rolh + Rs1y + Rgl7 + (R2 + Rs + Rs + Rg)[g = —€9—¢€5.

VyfeSenim této soustavy ziskdme proudy Iy,14,I7,I9 a dosazenim do (|15.8))
zbyvajici proudy. Ovéite, Ze tytéz koeficienty soustavy rovnic (15.9) poskytuje

i vzorec (15.5)).

15.4.3 Cviceni. Vyieste piiklad pro konkrétni hodnoty €1 = 5 = e7 =
:6V,€9:12V,R1 :R5:R7:IQ,RQ:29,R2:R3:R4:R6:R8:109.

Pak zvolte jinou kostru, popf. i jinou orientaci hran a feseni opakujte. Vysledek
musi byt samoziejmeé tyz.
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V-1.3.2 (str. [16).
2. Plati d(z) > |E(x)| > |V (z)] .
3. Plati m(z,z) = m™ (x,z) = podet smyéek ve vrcholu z .
4. Nemize. Jeji vrchol by musel zéroven patfit i nepatfit do mnoziny A .
5. Plati [W(A)| > |V(4)\ 4] .

V-1.4.3 (str. . Vrcholy oznacte pocinaje levym vrcholem ve sméru hodino-
vych rucicek d, c, e, b, f,a. Neni to jedind moznost.

V-1.4.4 (str. . Prvé tfi jsou navzajem izomorfni, ¢tvrty nikoli.

V-1.5.4 (str. . Ze sledu, ktery neni cestou, muZzeme vynechdnim ¢asti mezi
opakujicimi se vrcholy ziskat cestu, kterd vede z téhoz vrcholu do téhoz vrcholu,
a zajistuje tedy stejnou dostupnost.

V-1.8.2 (str. . Dvanact hran. Kdyby graf H mél navic smycku, bylo by to 13

hran.

V-1.8.3 (str. [25). Mohou. Vsechny hrany obou grafi jsou smyckami, nebot jiné
hrany by se v obou maticich sousednosti projevily nestejnymi hodnotami.

V-1.8.5 (str. [25)). Pro orientovany graf je
_ + . . . .
BBT: m (Za.j) pI‘O’L.#lL
d(i) pro i =
zatimco pro neorientovany graf je

BBT: m<27.7) proz’#zﬂ
d(3) pro i = j.

V-2.2.9 (str.[43). Vzhledem k obrovskému poétu vrcholt (nékolik triliontt) je
hledani cest v takovém grafu neredlné. V takovych pripadech je vzdy tfeba vyuzit
specialnich vlastnosti konkrétni tlohy.



246 Vysledky cviceni

V-3.1.6 (str. . V kroku 2 vybirdme vzdy hranu, jejiz jeden vrchol ma znacku
a druhy nikoli.

V-3.1.7 (str.[51)). V algoritmu [3.1.1] str. upraveném podle cviceni
zaradime do kroku 2 test, zda existuje hrana, ktera spojuje dva oznackované vrcholy
a ktera nebyla pouzita v kroku 3 k oznackovani zadného z téchto dvou vrchold.
K tomu lze pouzit hodnoty ODKUD.

V-3.3.8 (str. . Neni to pravda. Napfiklad v grafu na obr. str. v dobé
névratu z vrcholl 4 nebo 6 neni oznackovan vrchol 9.

V—4.2.10 (str. . Vsechny vrcholy jsou (dokonce orientované) dostupné z ko-
fene, proto je graf souvisly. Z vlastnosti vstupnich stupnu plyne, Ze je-li n pocet
vrcholti, je pocet hran n — 1. Podle véty je tedy stromem.

V—4.2.12 (str. [62)). Je-li souvisly a ma-li alespoii tolik hran, kolik ma vrchold.
V-4.2.13 (str. [62)). Dvé nebo tii.
V—-4.2.14 (str. |63)). K4 ma dvé neizomorfni kostry, K5 ma tfi.

V—4.3.12 (str. . Kdyby ceny hran nebyly rizné, mohla by pfidanim vsech
hran spliiujicich podminku (x) vzniknout v grafu L kruznice. Jednoduchym piikla-
dem je graf, kde nékolik nejlevnéjsich hran ma stejnou cenu a tvori kruznici.

Uprava Bortivkova algoritmu spo¢iva v tom, Ze ceny hran uéinime réiznymi. Lze
to udélat bud zvétSsenim vSech cen o velmi mald rtizné ¢isla, anebo 1épe tak, Ze pii
porovnévani cen dvou hran v pripadé stejnych cen rozhodneme podle poradovych
¢isel obou hran.

V—4.4.6 (str. . Cesty, které jsou vrcholové disjunktni, jsou i hranové dis-
junktni. Naopak to ovSem neplati.

Rovnost neplati napt. pro graf o péti vrcholech, ktery vznikne ,slepenim* dvou
trojthelnikt v jednom vrcholu — ten pak bude artikulaci vysledného grafu.

V-5.2.10 (str. . V grafu na obr. je 9 riznych topologickych usporadani vr-
cholti: 123456879, 123546879, 123564879, 123568479, 124356879, 132456879, 13254-
6879, 132564879, 132568479, 123456879.

V-5.2.11 (str.[79)). Je-li v1,vs,...,v, topologické uspoiddani vrcholi, pak topo-
logické usporadani hran ziskame tak, ze nejprve zafadime vSechny hrany z mnoziny
E*(v1), pak vSechny hrany z E™(v3) atd.

Je-li eq,eq,..., e, topologické usporadani hran, miizeme topologické usporadani
vrcholu ziskat tak, Ze nejprve zafadime vrcholy s kladnym vystupnim stupném, a to
v pofadi, v némz se vyskytuji poprvé v posloupnosti Pv(ey), Pv(es),...,Pv(en)
a na konec zaradime v libovolném potradi vrcholy s vystupnim stupném nulovym.
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V-5.3.5 (str. . Tvrzeni 8 a 9 pridat lze, viz nasledujici dikaz. Tvrzeni 10
splnuji i grafy, které maji vice nez n — 1 hran, proto tvrzeni 10 pfidat nelze.

4 = 8: 7z existence kofene plyne souvislost.

8 = 9:  z vlastnosti stupnt vrcholi plyne, ze graf ma pfesné n — 1 hran. Ze
souvislosti a poctu hran plyne, ze G je stromem, a proto neobsahuje kruznici.

9 = 5: neobsahuje-li graf kruznici, neobsahuje ani cyklus.

V-5.5.5 (str.[86]). Graf hry je podobny jako na obrézku ale bez vrcholu 0.
Jadrem je mnozina {1,5,9,13}.

V-6.3.9 (str. [I00).

a:  vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vzdélenost | 0 14 6 10 22 28 31 42 30 35
ODKUD - 32 13 34 45 56 6-7 78 59 6-10

4-7

b:  vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8 9
vzdalenost | 0 2 2 6 1 0 9 4 6
ODKUD - 12 23 24 35 56 57 68 89

3-6

V—-6.5.3 (str. [103)). Piikladem je graf z obr. str.

V—6.7.5 (str. [108]). Vyslednd matice vzdalenosti:

0 2 8 4 4
8 0 6 2 2
3 -5 0 -3 -3
7T -1 4 0 1
6 -2 4 0 0

V—6.7.6 (str.[108). Matici @ inicializujeme piikazem Q(i,j) := j pro vSechna i, j
a vykonny prikaz uvnitt cyklid nahradime prikazem:

k) + M(k, j),
= M (4, ) M(k, j) a navic Q(i,7) := Q(i, k).

kdyz M (i,j5) > M (4,
pak proved M (i, ) :

V-7.3.5 (str. . Oba algoritmy zacinaji s rozdilné definovanymi maticemi.

Vychozi matice A ve Floydové algoritmu [6.7.3| zahrnuje kromé hodnot hran
také hodnoty trividlnich sledfi (nuly na diagonéle), nebot jejich opakované zahrnuti
do souctti @ nevadi. Kleeneho algoritmus vSak musi kvili obecnym uzavienym
polookruhtim zapocitat trividlni sledy jen jednou, proto jsou hodnoty trividlnich
sledt z vychozi matice vylouceny a jsou zapocitany az na konci vypoctu.



248 Vysledky cviceni

V-7.3.7 (str.[123]). Matice irek nejgirsich sledi:
o 6 7T 7T T 7
4 oo 5 4 4 4
4 6 oo 4 4 4
4 6 8 oo 4 4
4 6 7 T oo T
4 6 8 8 4 o

V-7.4.7 (str. . s(v1,v1) = 1, s(vy,vg) = 3%, s(v1,v3) = 3%, s(vi,v4) = 1.
s(vy,v5) = %. s(vy,v6) = %.

V—-8.1.14 (str. [135)). Zaporny tok v hrané incidentni s v by nemusel prochézet
hranou e, a omezeni toku v hrané e, by bylo neicinné.

V—-8.1.17 (str. [135]). Je-li napi. tok v hrané h omezen na interval (z1,x4) a je-li
zéavislost ceny toku na jeho velikosti ddna grafem na obr. nahradime hranu h

Ctvefici rovnobéznych hran hq, ..., hy takto:
e lle) cle) a(e
hy  xy x1 Y1/
hg 0 X9 — I (yg —yl)/(xQ—xl)
h3 O Irs3 — To (y3 — yg)/(l’?) — 502)
hy 0  x4—2x3 (ya—ys3)/(v4d—x3)
cena,
Ya
(7h1
Ys
Y2
tok

Ty T2 X3 T4

Obrazek 15.4: Konvexni zavislost ceny toku na velikosti toku.

V-8.2.10 (str. . Kapacity hran budou jednotkové, dolni omezeni nulové. Ke
grafu pfiddme navratovou hranu z cilového vrcholu ¢ do vychoziho vrcholu r a v této
jediné hrané bude dolni i horni omezeni toku jednotkové. Nejkratsi cestu budou
tvorit puvodni hrany s jednotkovym tokem.

Cyklus se zdpornou délkou mtize zptisobit chybny vysledek, nebot jeho hrany
mohou byt nasyceny tokem, a tim mohou byt nepouzitelné pro tok, ktery ma urcit
nejkratsi cestu.
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V-8.4.10 (str. . Pokud pfipustny tok najdeme, bylo omezeni stanoveno
dobte. (To plati pro hledani p¥ipustného toku. Pro hledéni toku maximélniho by
omezeni mohla byt i takto pFilis siln4.)

Pokud pripustna cirkulace neexistuje a navratovd hrana je soucasti fezu se za-
pornou kapacitou, pak je tfeba omezeni v ndvratové hrané zmeénit (uvolnit). Pokud
pripustna cirkulace neexistuje, ale fez se zapornou kapacitou navratovou hranu ne-
obsahuje, pak omezeni v navratové hrané bylo stanoveno dobfe, ale pfipustny tok
v puvodnim grafu neexistuje.

V-9.1.5 (str. [164]). Doprostied hromady hnoje umistime fiktivni stromek.

V-9.1.8 (str. . Necht je ddna tloha o nejlevnéj$im maximdalnim parovani.
Zvolime néjaké dosti velké kladné ¢islo M, napt. vétsi nez soucet cen vSech hran,
a pak pro kazdou hranu e jeji cenu c(e) nahradime cenou M — ¢(e). V grafu s takto
zménénymi cenami pak fesime tlohu o nejdrazsim parovani.

Oznac¢me m pocet hran v maximéalnim parovani. Vysledné parovani P, které je
nejdrazsi vi¢i novym cenam, musi obsahovat také m hran, nebot jinak by kterékoli
maximalni parovani mélo lepsi (totiz vyssi) cenu. Pérovéani P je ovSem nejdrazsi
i mezi viemi maximélnimi parovanimi a jeho cena je mM —3°__p c(e). Parovani P
tedy ma ze viech maximalnich parovani nejmensi hodnotu 5 c(e).

V-9.3.6 (str.|173). Kdyby bylo [X| > [Y], platilo by >, . d(z) > >_ oy d(y),
coz neni mozné, nebot soucty stupiii na obou strandch grafu musi byt stejné.
Rovnost | X| = |Y] je moZzna pouze tak, Ze vSechny vrcholy maji stejny stupeti.

V—9.3.7 (str. [173)). Predpoklady véty jsou splnény, existuje tedy parovani,
které nasycuje jednu z obou mnozin. Graf je vSak reguldrni (vSechny vrcholy maji
stejny stupeti), proto | X| = |Y|. Zminéné parovani je tedy perfektni.

V-10.1.6 (str.[181)). Pro k = 3 a n = 2 jsou de Bruijnovy posloupnosti dvé:
00011101 a 00010111. (Posloupnost, kterou ziskdme cyklickou zdménou, pokladdme
za tutéZ cyklickou posloupnost.)

Pro £ =2 a n = 3 mé de Bruijnova posloupnost délku 9 a téchto posloupnosti
je 22.

V-10.2.4 (str. [182)). Graf spliiuje pfedpoklady véty [10.2.2} existuje v ném tedy
uzavieny orientovany tah, ktery prochézi vSemi hranami. Diky souvislosti tento tah
prochazi i vSemi vrcholy. Kazdé dva vrcholy tedy jsou spojeny orientovanym sledem.

V-10.2.8 (str. . Oba vrcholy lichého stupné lezi v téze komponenté souvis-
losti. Pro kazdou komponentu souvislosti tedy bude stacit jeden tah, jeden z téchto
tahil bude neuzavieny.

Kdyby pocet vrchold lichého stupné byl 4, byly by nutné 3 nebo 4 tahy
v zavislosti na tom, zda vsechny vrcholy lichého stupné lezi v téze komponenté,
nebo dva a dva v ruznych komponentach.



250 Vysledky cviceni

V-10.2.10 (str.|[184). Oznacme K = )  |R(v)|. Je-li K = 0, pokryva hrany
grafu jeden uzavieny (a eulerovsky) orientovany tah. Je-li K > 0, je k pokryti hran
tfeba K /2 neuzavienych orientovanych tahi.

DUKAz: Je-li K > 0, oznaéme k' soucet vSech kladnych a k= soucdet vsech
zépornych hodnot R. Ponévadz ) i, R(v) = 0, plati kT = —k~ = K/2. Mizeme
tedy ke grafu pfidat celkem k' hran, které vedou z vrcholi se zapornym R do
vrchold s kladnym R, a to tak, aby vznikl graf G', v némz kazdy vrchol mé stejny
vstupni i vystupni stupeti. V grafu G’ existuje orientovany uzavieny eulerovsky tah.
Odstranénim pfidanych hran se tento tah rozpadne na k* neuzavienych tahti, které
pokryvaji hrany ptvodniho grafu.

Méné nez K /2 taht k pokryti hran nestaci, nebot pfidanim mensiho poétu hran
nelze ziskat graf, v némz by existoval orientovany uzavieny eulerovsky tah. O

V-10.3.4 (str. [186)). Kazdou hranu, kterou sled prochézi k-krit, nahradme k
kopiemi. Kdyby pro nékterou hranu bylo £ > 2, bylo by mozno dvé z téchto hran
odebrat. Sudost stupni by tim ztstala zachovana, ale eulerovsky tah by se zkratil.

V-10.3.5 (str. (186]). Kdyby nékteré dvé cesty mély spoleénou hranu e, parovani
P by nebylo nejlevnéjsi. Vynechdnim hrany e z obou cest se tyto cesty rozpadnou
na ¢asti, z nichz lze sestavit jiné dvé cesty o mensi celkové délce. Viz obr.

Obrazek 15.5: Nahrada dvou cest se spole¢nou hranou e dvéma hranové disjunktnimi
cestami.

V-10.3.7 (str. [186]). Je-li v grafu hrana se zapornou délkou, tloha ztraci smysl.
Opakovanym prochazenim takovou hranou sem a tam lze totiz dosdhnout libovolné
malé (zaporné) délky sledu. Zadny sled pak neni nejkratsi, vizdy existuje sled jests
kratsi.

V-12.2.7 (str. . Jsou-li fixovany vrcholy z, y, pak prodlouzime o dostateéné
velkou hodnotu M vSechny hrany z mnoziny E(z) U E(y). Hamiltonovské cesty,
které zacinaji ve vrcholu x a konéi ve vrcholu y (nebo naopak), se tim prodlouzi
0 2M, zatimco vSechny ostatni hamiltonovské cesty se prodlouzi o 3M nebo o 4M.
Pokud v daném grafu existuje viibec néjakd hamiltonovska cesta spojujici x a y,
pak nejkratsi hamiltonovské cesta v grafu s prodlouZenymi hranami bude spojovat
prévé vrcholy x a y.

V-12.2.8 (str. [204)). Staci, aby M bylo vétsi nez délka optimalni cesty. Ponévadz
ji pfedem nezname, lze zvolit napt. délku nejdelsi hrany vynasobenou poctem
vrchold.
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V-12.2.9 (str.|204). Viz obr.

Obrazek 15.6: Priklad, ze nejkratsi hamiltonovska cesta nemusi byt obsazena v nej-
kratsi hamiltonovské kruznici.

V-12.3.1 (str. [204)). Piikladem je graf Ky 3.

V-12.3.4 (str. |205)). V bipartitnim grafu musi hamiltonovské kruznice pfechazet
stfidavé mezi obéma stranami grafu, obé strany by tedy musely mit stejny pocet
vrchold.

V-12.4.3 (str. [208)). V prvych tfech podtlohéch sice dostaneme stejné minimalni
kostry jako v [12.4.2] ale s podstatné silnéjsimi pfidanymi omezenimi, coz urychli
nasledujici vypocet. Prubéh vypocétu mize byt tento:

podiloha zakazané vynucené odhad komentar

hrany hrany

1 - - 30 vétveno na 2, 3, 4

2 (1, 3) - 38 umrtveno odhadem

3 (1, 4) (1, 3) 37 umrtveno odhadem

4 (1,2), (1,5), (1,3),(1,4) 33 vétvenona 5, 6, 7
(1, 6)

5 (1,2), (1,5), (1,3),(1,4) 38 hamilt. cesta
(1,6), (2,5)

6 (1, 2), (1, 5), (1,3),(1,4), 36 umrtveno odhadem
(1,6),(2,3) (2,5)

7 (1,2), (1,5), (1,3),(1,4), 36  optimalni feseni
(1,6), (2,4), (2,5),(2,3)
(2, 6)

V-12.4.7 (str.[212)). Délky vSech hamiltonovskych cest z x do y se penalizaci
zvysi o hodnotu (2>, p(i)) —p(z) —p(y). Jestlize jsme p¥i pouziti pendle p dostali
nejlevnéjsi 1-strom o cené C, lze jako dolni odhad pouzit ¢islo C + p(x) + p(y) —

=235 p(i).
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V-13.1.2 (str. [213)). V obarveni podle obrazku sta¢i barvu D nahradit
barvou A. Graf, ktery ma smycku, nelze obarvit.

V-13.1.12 (str. [217]). Strom o alespoii dvou vrcholech je vZdy dvoubarevny.

V-13.2.4 (str. . Nejrychlejsi vypocet bude pti usporadéani vrchold vzestupné
podle jejich hloubky, tj. kofen jako prvni a vrchol v hloubce 2 jako posledni. Naopak
vypocet bude nejpomalejsi, kdyz vSechny listy budou na zacatku a kofen na konci.

V-13.2.6 (str.[221)). Vrcholy mezi nejvyssim a druhym nejvyssim v P(y) mohou
ovlivnit barvu vrcholu = max(P(y)) a tim i barvu vrcholu y. Viz graf na obr.
kde ,,vylepSeny“ algoritmus pfehlédne moznost zvysit barvu vrcholu 3 a v dusledku
toho nenajde optimalni obarveni.

vrchol: 1 2 3 4 5
barva: 1 2 2 3 4

Obrazek 15.7: Protipiiklad ke cviceni [13.2.6

V-14.2.2 (str. . Krychle je dudlni k pravidelnému osmisténu, pravidelny
dvanéactistén je dulni k pravidelnému dvacetisténu. Cty¥stén je dualni sam k sobé.

V-14.3.2 (str. [231)). Diikaz je podobny ditkazu véty [14.3.1] ale namisto kostry
pouzijeme napnuty les (viz str. a[4.2.8] str. [61).

V-14.4.3 (str. [232). Viz obr. [15.8|

oy X

Obrézek 15.8: Petersentiv graf je homeomorfni s K3 3.

V-15.4.3 (str. [244). Rozsifend matice soustavy rovnic pro smy¢kové proudy méa

tvar
21 —-10 0 10 6

-10 31 —-10 1| 6
0 —-10 21 10| 6
10 1 10 22|18
Jejim feSenim dostaneme [; = 2,56468 A, I, = 1,56498 A, I; = 256468 A, Iy =
= —3,22084 A a déle pak I = 0,65616 A, 13 = 0,99970A,15 = 1,65596 A, 1 =
=0,99970 A, Is = 0,65616 A.
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Prehled znaceni

R, N = mnoZina redlnych a pfirozenych ¢isel (véetné nuly) 1.12.1} str.
| M| = pocet prvkt mnoziny M 1.12.1] str.
A\ B = rozdil mnozin A a B 1.12.1f str.
n = obvykle pocet vrchola grafu 1.10.6} str.
m = obvykle pocet hran grafu 1.10.6} str.
00 = nekonecno 6.2.10, str.
O(f) = asymptoticky odhad funkce f shora 1.10.6 str.
V(G) = mnozina vrchola grafu G

E(G) = mnozina hran grafu G

Pv(e) = podatecni vrchol hrany e

Kv(e) = koncovy vrchol hrany e

V() = mnozina sousedt vrcholu x . |15
V*(z) = mnozina nésledniki vrcholu z .15
V~(xz) = mnozina pfedchtdct vrcholu x |15
E(v), Et(v), E~(v) = okoli vrcholu .15
d(v), dT(v), d~(v) = stupeti vrcholu 15
W(A), Wt (A), W~ (A) = fez urfeny mnozinou A 115
m(v,w), m™*(v,w) = nasobnost hrany .15
G =2 G’ = izomorfismus grafi G a G’ ml, str. |1
K, = 1plny graf o n vrcholech 1.6} str. [21
K.,n, = Gplny bipartitni graf se stranami o m a n vrcholech 1.6] str. 2]
D*(v) = mnozina vrcholti orientované dostupnjch z vrcholu v

Gt = tranzitivni uzavér grafu G

G* = reflexivni a tranzitivni uzavér grafu G

®,®,* = operace v polookruhu

w(G) = klikovost grafu

a(G) = nezavislost grafu

X(G) = vrcholova barevnost grafu

X' (G) = hranova barevnost grafu 13.1.15) str.
-G = doplitkovy graf [[3.T4] str.
GP = dualni graf 4.2 str. [228
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