0.0.1 Jak dokazat, ze dany automat prijima dany jazyk.

Obvykle neni problém vymyslet si pro dany regularni jazyk L néjaky automat,
problém je dokdzat, ze funguje, tj. ze pfijima spravny jazyk.

Vyzkousenim ¢innosti automatu na nékolika piikladech lze prokazat, ze au-
tomat funguje Spatné (pfijimd, co nemd, nebo nepfijimd, co m4), ale nelze uz
tak snadno prokéazat, ze na vSech nekone¢né mnoha slovech funguje dobfe.

Jednou z moznosti, jak dokazat, ze automat pfijima dany jazyk, je vyuziti
Nerodovy véty — metoda invariantu.

Kazdému stavu ¢ pritadime ptresny popis vech slov, které prevedou pocateéni
stav qg do stavu g. Tim popiSeme jednotlivou tiidu ekvivalence T z Nerodovy
véty. To se vétsinou déld pomoci formule I,(u) (kde slovo u je proménnd); a
tuto formuli nazveme invariantem pro stav q. Abychom opravdu dokazali, ze
nas automat pracuje spravné, musi

1. Prazdné slovo splitovat invariant pro pocatecniho stavu go (Ig,)-

2. Kazdé slovo u nad vstupni abecedou musi spliiovat pravé jeden invariant
(tj. kazdé slovo u lezi v praveé jedné tiidé ekvivalence T').

3. Pro kazdy stav ¢ a kazdy vstupni symbol z plati implikace JestliZe slovo
u odpovidd invariantu I,(u), pak slovo uzx odpovidd invariantu Isg - (ux).
Tj.

Iy(u) = I5(qq) (ux)
4. Pro kazdé slovo nad vstupni abecedou plati, ze u € L pravé tehdy, kdyz

u spliiuje invariant pro néktery koncovy stav ¢ € F (tj. plati I,(u) pro
néjaky koncovy stav q).

Vymyslet invarianty nemusi byt Gplné snadné, ale jsou-li jiz vymysleny, pak
ovétfeni vyse uvedenych podminek je jiz rutinni zalezitosti.



0.0.2 Véta o invariantech.

Megjme koneény automat M = (Q, %, 0, qo, F). Pro kazdy stav ¢ € @ mé&jme
formuli (které budeme Fikat invariant) I,(u), s proménnou u. Pfedpoklddejme,
Ze mnozina v8ech invariantu spliiuje tyto tii predpoklady:

I1: Plati I, (¢), tj. prézdné slovo e spliluje invariant poc¢dteéniho stavu go.

12: Pro kazdy stav ¢ € @, kazdé pismeno = € ¥ a kazdé slovo u € ¥* plati
implikace

Iq (u) = I(S(q,m) (U]})

tj. kdyz jakékoli slovo u splilovalo invariant I, pak slovo ux spliiuje inva-
riant 5, ,) nésledujiciho stavu 6(q, z).

I3: Pro kazdé slovo u € ¥* existuje pravé jeden stav ¢ € @ takovy, ze I,(u),
tj. takovy, Ze slovo u spliuje invariant I,.

Pak pro kazdé slovo u € ¥* plati
0" (qo,u) =q <= Ig(u), (1)

jinak Feceno, po precteni libovolného slova u se automat prevede do pfesné toho
stavu ¢, jehoz invariant slovo u spliuje.

DUKAz. Nejprve indukei podle délky slova u dokdZeme implikci ,,=%, tedy
implikaci
6" (qo,u) = q = Iy(u) (2)

Pro prézdné slovo u = € tvrzeni (2) vyplyva z piedpokladu I1.

Piedpoklddejme nyni, ze tvrzeni (2) plati pro vSechna slova délky n, a
dokdzeme, ze potom tvrzeni (2) plati také pro slova délky n + 1. Vezméme
libovolné slovo u délky n 4+ 1, ozna¢me x jeho posledni pismeno a ozna¢me v
pocatecn{ tsek slova takovy, ze u = vz. Déle ozna¢me p = 0*(go,v) a také
q=0(p,z) = 6*(qo,u).

Délka slova v je n, proto podle indukéniho pfedpokladu pro slovo v plati
implikace (2), tedy slovo v spliiuje invariant I,,, tj. plati I,,(v).

Podle ptedpokladu 12 plati implikace I,(v) = I5(, . (vr). Slovo u = vz tedy
spliiuje invariant Is(, .) = I;. Tim je dokdzan druhy krok indukce. Implikace
(2) je tedy dokdzana pro slova u libovolné délky.

Obrécenou implikaci dokdzeme s vyuzitim predpokladu I3. Predpoklidejme,
ze slovo u spliluje invariant I, tj. plati I,(u). Oznac¢me p = §(qo,u). Podle jiz
dokézaného tvrzeni (2) pak slovo u splituje také invariant I,,. Podle pfedpokladu
I3 pak musi platit p = q, tedy §(qo,u) = q.

DUSLEDEK. Za stejnych pfedpokladt pak plati

wel <= dqrel (I (u)),



tj. slovo u je prijimano automatem pravé tehdy, kdyz spliuje invariant I,
nékterého koncového stavu ¢y € F'.

Tento dusledek lze vyuzit k dukazu, ze dany automat pfijiméa jazyk defino-
vany né&jakou predepsanou vlastnosti.



