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0.0.1 Jak dokázat, že daný automat přij́ımá daný jazyk.

Obvykle neńı problém vymyslet si pro daný regulárńı jazyk L nějaký automat,
problém je dokázat, že funguje, tj. že přij́ımá správný jazyk.

Vyzkoušeńım činnosti automatu na několika př́ıkladech lze prokázat, že au-
tomat funguje špatně (přij́ımá, co nemá, nebo nepřij́ımá, co má), ale nelze už
tak snadno prokázat, že na všech nekonečně mnoha slovech funguje dobře.

Jednou z možnost́ı, jak dokázat, že automat přij́ımá daný jazyk, je využit́ı
Nerodovy věty — metoda invariant̊u.

Každému stavu q přǐrad́ıme přesný popis všech slov, které převedou počátečńı
stav q0 do stavu q. T́ım poṕı̌seme jednotlivou tř́ıdu ekvivalence T z Nerodovy
věty. To se většinou dělá pomoćı formule Iq(u) (kde slovo u je proměnná); a
tuto formuli nazveme invariantem pro stav q. Abychom opravdu dokázali, že
náš automat pracuje správně, muśı

1. Prázdné slovo splňovat invariant pro počátečńıho stavu q0 (Iq0).

2. Každé slovo u nad vstupńı abecedou muśı splňovat právě jeden invariant
(tj. každé slovo u lež́ı v právě jedné tř́ıdě ekvivalence T ).

3. Pro každý stav q a každý vstupńı symbol x plat́ı implikace Jestlǐze slovo
u odpov́ıdá invariantu Iq(u), pak slovo ux odpov́ıdá invariantu Iδ(q,x)(ux).

Tj.
Iq(u) ⇒ Iδ(q,x)(ux) .

4. Pro každé slovo nad vstupńı abecedou plat́ı, že u ∈ L právě tehdy, když
u splňuje invariant pro některý koncový stav q ∈ F (tj. plat́ı Iq(u) pro
nějaký koncový stav q).

Vymyslet invarianty nemuśı být úplně snadné, ale jsou-li již vymyšleny, pak
ověřeńı výše uvedených podmı́nek je již rutinńı záležitost́ı.
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0.0.2 Věta o invariantech.

Mějme konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ). Pro každý stav q ∈ Q mějme
formuli (které budeme ř́ıkat invariant) Iq(u), s proměnnou u. Předpokládejme,
že množina všech invariant̊u splňuje tyto tři předpoklady:

I1: Plat́ı Iq0(ε), tj. prázdné slovo ε splňuje invariant počátečńıho stavu q0.

I2: Pro každý stav q ∈ Q, každé ṕısmeno x ∈ Σ a každé slovo u ∈ Σ? plat́ı
implikace

Iq(u) ⇒ Iδ(q,x)(ux)

tj. když jakékoli slovo u splňovalo invariant Iq, pak slovo ux splňuje inva-
riant Iδ(q,x) následuj́ıćıho stavu δ(q, x).

I3: Pro každé slovo u ∈ Σ? existuje právě jeden stav q ∈ Q takový, že Iq(u),
tj. takový, že slovo u splňuje invariant Iq.

Pak pro každé slovo u ∈ Σ? plat́ı

δ?(q0, u) = q ⇐⇒ Iq(u) , (1)

jinak řečeno, po přečteńı libovolného slova u se automat převede do přesně toho
stavu q, jehož invariant slovo u splňuje.

Důkaz. Nejprve indukćı podle délky slova u dokážeme implikci
”
⇒“, tedy

implikaci

δ?(q0, u) = q ⇒ Iq(u) (2)

Pro prázdné slovo u = ε tvrzeńı (2) vyplývá z předpokladu I1.
Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı (2) plat́ı pro všechna slova délky n, a

dokážeme, že potom tvrzeńı (2) plat́ı také pro slova délky n + 1. Vezměme
libovolné slovo u délky n + 1, označme x jeho posledńı ṕısmeno a označme v
počátečńı úsek slova takový, že u = vx. Dále označme p = δ?(q0, v) a také
q = δ(p, x) = δ?(q0, u).

Délka slova v je n, proto podle indukčńıho předpokladu pro slovo v plat́ı
implikace (2), tedy slovo v splňuje invariant Ip, tj. plat́ı Ip(v).

Podle předpokladu I2 plat́ı implikace Ip(v) ⇒ Iδ(p,x)(vx). Slovo u = vx tedy
splňuje invariant Iδ(p,x) = Iq. T́ım je dokázán druhý krok indukce. Implikace
(2) je tedy dokázána pro slova u libovolné délky.

Obrácenou implikaci dokážeme s využit́ım předpokladu I3. Předpokládejme,
že slovo u splňuje invariant Iq, tj. plat́ı Iq(u). Označme p = δ(q0, u). Podle již
dokázaného tvrzeńı (2) pak slovo u splňuje také invariant Ip. Podle předpokladu
I3 pak muśı platit p = q, tedy δ(q0, u) = q.

Důsledek. Za stejných předpoklad̊u pak plat́ı

u ∈ L ⇐⇒ ∃qf ∈ F (Iqf (u)) ,
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tj. slovo u je přij́ımáno automatem právě tehdy, když splňuje invariant Iqf
některého koncového stavu qf ∈ F .

Tento d̊usledek lze využ́ıt k d̊ukazu, že daný automat přij́ımá jazyk defino-
vaný nějakou předepsanou vlastnost́ı.


