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Kapitola 1

Uvod do operaéniho vyzkumu

1.1 Proc¢ tak divny nazev

Za 2. svétové valky bézel ve Velké Britanii vyzkumny projekt nazvany ,Research in Military
Operations“. Jeho cilem bylo zvysit efektivitu vojenskych operaci, snizit ztraty v namoini dopraveé
nebo pfi bombardovani nepratelského tizemi. Pfi feSeni byly pouzivany pfevazné matematické
metody. Resené problémy byly pievadény na matematické tlohy, které dany problém modelovaly.
Na zakladé vysledkt FeSeni téchto matematickych tloh pak byly formulovany zavéry pro pivodni
problém.

Po vélce se zjistilo, ze podobné metody lze pouzit i v civilni oblasti. Vznikly obor se zacal
vyucovat na univerzitach pod ndzvem ,Operations Research” pop¥. ,,Operational Analysis“. Odtud
ceské ,operac¢ni vyzkum“ nebo ,operacni analyza“.

1.2 Modely

1.2.1 K ¢emu jsou modely. Pro operacni vyzkum je charakteristické pouzivani tzv. modeli.
Pomoci modelu zobrazujeme podstatné vlastnosti modelovaného systému. Modelovat lze cast
realného svéta, ale i néjaky jiny model.

Model, jako lidsky vytvor, nikdy nemuZe zobrazovat cely svét (nebof je sdm jeho soucasti) a
nemiize zobrazovat véechny jeho vlastnosti. Z (mo7né nekoneéné mnoha) vlastnosti reality si tedy
pfi tvorbé modelu musime vybrat ty, které pokladdme pro feSeni daného problému za dtlezité a
se kterymi dovedeme pracovat.

Neexistuje univerzalni navod pro tvorbu dobrého modelu.

Model, ktery zachycuje prili§ mnoho vlastnosti, je tézké sestavit a je zpravidla tézké s nim
pracovat. Model, ktery zachycuje pfilis§ mélo vlastnosti je zpravidla méné presny, ale miize byt
snaze zvladnutelny.

Model lze rozlicnymi metodami zkoumat, s modelem pak lze napfiklad experimentovat, lze
na ném vyhodnocovat ruzné veli¢iny, 1ze optimalizovat jeho parametry. Podstatné je, ze zkoumani
modelu lze délat mimo modelovany kus svéta, nebot prace s modelem je zpravidla levnéjsi a rychlejsi
a lze délat i takové experimenty, které by v redlném svété mohly mit katastrofické néasledky.

Dilezitou strankou modelovani je pfenést vysledky prace s modelem zpét do realného svéta.
Pritom jde jednak o preklad zavéru z fec¢i modelu do fe¢i ptuvodni problémové oblasti, jednak
o prosazeni a uskutecnéni téchto zavéra.

Existuje mnoho druht modeld. Lisi se podle toho, které vlastnosti modelované casti svéta
zobrazuji a podle toho, jak jsou realizovany.
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6 Kapitola 1. Uvod do opera¢niho vyzkumu

1.2.2 Fyzikalni modely jsou zpravidla zmenSené kopie modelovaného objektu. Prikladem
jsou papirové modely budov, které pouzivaji architekti nebo model (éasti) letadla ofukovany
v aerodynamickém tunelu.

1.2.3 Matematické modely zobrazuji modelovanou ¢ast svéta pomoci matematickych vztaht.
Ulohy o modelovaném objektu se tak prevadéji na matematické tlohy, které pak lze Fesit matema-
tickymi metodami.

Matematické modely jsou obecné nesmirné rozmanité.

1.2.4 Vyhodnocovaci modely slouZi k vypoc¢tu neznamych veli¢in z veli¢in znamych. Tyto
modely ¢asto maji podobu vzorcti nebo rovnic. Casto jde o soustavy diferencidlnich rovnic.
K feseni nékterych vyhodnocovacich tloh lze pouzit simulaci (viz 1.2.6).

1.2.5 Optimalizaéni modely slouzi k hledani nejlepsiho (tzv. optimalniho) feseni. Modelo-
vany systém je zobrazen pomoci matematické optimalizaéni dlohy (viz. 1.4).
Poznamenejme, Ze k hledani co nejlepsiho feseni lze vyuzit i vyhodnocovaci model.

1.2.6 Simulaéni modely jsou takové, kde ¢as modelovaného systému je zobrazen jako cas
v modelu. Tedy ¢asové usporadani udalosti (co pfedchazi a co nasleduje) je v modelu stejné jako ve
skutec¢nosti. V simula¢nim modelu tedy mohou probihat déje, které jsou obdobou déja skutecnych.
Simulovat znamenda napodobovat.

Se simula¢nim modelem lze experimentovat. Simula¢ni experimenty mohou mit rizné pouziti
jako je hledani nejvhodnéjsich parametri modelu (optimalizace) nebo vycvik obsluhujiciho perso-
nalu. Napf. letecké nebo automobilové trenazery jsou vlastné simula¢nimi modely.

Podle realizace se simulacni modely déli na fyzikalni a pocitacové.

Simula¢ni modely se dale déli na deterministické (bez pouziti nahody) a stochastické (ndhodné).

K simulaci ndhodnych déju se pouziva tzv. metoda Monte-Carlo, tj. simulaéni experiment
se mnohokrat opakuje (nebo se nechd probihat dostatecné dlouho) a vysledky se vyhodnoti
statistickymi metodami.

Pozor, nezaménujte pojmy ,simulace* a ,metoda Monte-Carlo“. Metoda Monte-Carlo jako
takova spociva v provadéni ndhodngch experimentii (které vitbec nemusi byt simula¢ni) a v jejich
statistickém vyhodnoceni. Zdaleka ne kazda simulace se déla metodou Monte-Carlo (napf. simulace
deterministickych déji) a naopak metodu Monte-Carlo lze pouZit i pro jiné tcéely nez pro simulaci.

1.3 Klasické ¢asti operac¢niho vyzkumu
Linearni programovani je pfedmétem kapitoly 2, str. 9.
Teorie front je predmétem kapitoly 12, str. 133.

Teorie zasob fesi problém kdy a jak dopliiovat zdsoby tak, aby naklady s tim spojené byly
minimalni.

Teorie rozvrhovani se zabyva pfidélovanim préce tak, aby vSechny prace byly (pokud mozno)
dokonéeny v¢as nebo aby se minimalizovalo zpozdéni (penéle).

Atd...

Nékteré pojmy a triky se uplatnuji ve vice aplikacnich oblastech. Kromé jiz zminéného linear-
niho programovéni zde zminmé teorii graft (kapitola 8, str. 83) a metodu vétvi a mezi (kapitola
77, str. 77).

)
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1.4. Optimaliza¢ni tlohy 7

1.4 Optimalizacni alohy

Ukolem je najit nejlepsi pripustné feseni. Je tieba vysvétlit, co to je resent, které feseni je pripustné
a co je minéno slovem nejlepsi.

1.4.1 MnoZina pfFipustnych reSeni. V optimalizac¢nich tlohach hleddme reSeni, které je
nejlepsi mezi vSemi tzv. pripustnymi feSenimi. Mnozina vSech pripustnych feseni vsak obvykle
neni dana seznamem svych prvki. Obvykle mame danu mnozinu, které fikdmeprostor resent, a
seznam podminek, kterym fikdme omezujici podminky. Mnozina pfipustnych feseni pak je tvofena
v8emi FeSenimi (tj. vSemi prvky prostoru feseni), kterd splnuji omezujici podminky.

Je-li omezujicich podminek nékolik, musi je pfipustné feseni spliiovat vSechny najednou.

TutéZz mnozinu pfipustnych feseni lze Casto definovat nékolika zpisoby.

Hledameli napiiklad vlakové spojeni v jizdnim Fadu, mizeme za prostor Feseni pokladat vechna
spojeni z vychozi do cilové stanice. Omezujici podminky pak mohou urcovat, jak velkda ma byt
¢asova rezerva pri prestupovani. Muzeme vSak také za prostor FeSeni prohlésit vSechna vlakova
spojeni odkudkoli kamkoli a formou omezjicich podminek pozadovat, aby jizda zacinala a koncila
ve spravné stanici.

Zpusob, jakym je definovdna mnozina piipustnych FeSeni, ma velice podstatny vliv na zptisob
feSeni ulohy, protoze pfi feSeni, chtéj nechtéj, musime vychazet z tvaru a zpisobu, jak je tloha
zadana.

1.4.2 Ucelova funkce. Které feseni je lepsi a které horsi uréuje v optimaliza¢nich tlohach tzv.
ucelovd funkce, coz je zobrazeni, které kazdému pfipustnému feSeni prifazuje ¢islo, kterému rikame
hodnota ucelové funkce.

Optimdlni Teseni je pak takové pfipustné feseni, které ma mezi vSemi pfipustnymi FeSenimi
nejmensi nebo naopak nejvetsi hodnotu tcelové funkce. Zde zélezi na charakteru tlohy — napf.
naklady obvykle minimalizujeme, zatimco zisk zpravidla chceme co nejvetsi, ale nemusi to tak byt
vzdy.

Mize se stat, ze tloha ma nékolik optiméalnich feseni. VSechna optiméalni feseni téze ulohy
ovSem musi mit stejnou hodnotu ucelové funkce.

1.4.3 Typ ulohy, instance tlohy a zadani tlohy. Slovem ,tloha“ byvaji éasto oznadovany
dveé dosti odlisné véci:

Typ alohy urcuje zpisob, jak je zadana ucelova funkce, zda jde o minimalizaci nebo o maxima-
lizaci, a zpusob, jak je zaddna mnozina pfipustnych reseni. V tomto smyslu tedy mluvime napft.
o tloze linedrniho programovéni, ¢imz méme na mysli obecny typ (druh) tlohy.

Ulohy uréitého typu mohou mit spousty riiznych instanci (konkrétnich piipadii), které se lisi
napf. v konkrétnich hodnotach ¢iselnych parametri.

Instance ulohy je konkrétni pfipad tlohy, ktery je zadan tak konkrétné, Ze méa smysl ji feSit
(pocitat) nebo se o to alesporii pokouset. Zadani tlohy jsou vlastné data (mnohdy ¢iselnd), kterymi
se odlisuji jednotlivé instance tilohy.

Napiiklad pro tlohu (tj. typ tlohy) najit v grafu nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy musi zadani
ulohy obsahovat popis konkrétniho grafu, ohodnoceni hran jejich délkami a pocatecni a koncovy
vrchol hledané cesty. Teprve mame-li k danému typu tlohy tyto konkrétni idaje, ma smysl zacit
pocitat.

Naopak obecny algoritmus pro feSeni uloh daného typu (tj. pro FeSeni vSech instanci) lze
vymyslet na zdkladé znalosti typu tlohy, tj. i bez konkrétniho zadani (dat).

1.4.4 Vicekriterialni optimalizace se zabyva tlohami, v nichz méame nékolik ucéelovych
funkci. Naptiklad hleddme cestu a chceme, aby byla co nejlevnéjsi a soucasné co nejrychlejsi. Najit
feseni, které by optimalizovalo vSechny tcelové funkce soucasné, obvykle neni mozné. Ostatné pravé
proto téch ucéelovych funkei je nékolik a ne jedna univerzalni.
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8 Kapitola 1. Uvod do opera¢niho vyzkumu

Metodami vicekriteridlni optimalizace se (v tomto skriptu) nebudeme zabyvat, to by bylo na
samostatnou prednasku, ale nastinime alespon nékteré zakladni moznosti:

e Nahradit vSechny tucelové funkce jejich vazenym prumérem. Tim se z nékolika tcéelovych
funkci stane funkce jedinad. Samoziejmé je problém korektné stanovit vidhy jednotlivych
ucelovych funkci. (Pozor, Géelovou manipulaci s vahami lze nékdy délat divy a korupce pak
kvete.)

e Hledat piipustné feSeni, které je nejblize n&jakému idedlnimu (ale nepiipustnému) FeSeni.
Zde je problém jednak v definici idedlniho FeSeni, jednak ve zptisobu méfeni vzdalenosti od
tohoto TeSeni.

e Hledat takové pfipustné feSeni, které pfi srovnani s kterymkoli jinym pfipustnym fesenim je
v alespon jedné ucelové funkci lepsi nebo alespon stejné dobré. To ovSsem zdaleka nemusi byt
jednoznacné.
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Kapitola 2

Linearni programovani

2.1 Formulace ulohy a aplikace.

2.1.1 Obecny tvar tlohy LP. Prostorem feSeni tlohy linedrniho programovani (LP) je n-

rozmérny vektorovy prostor R™. ReSenimi tlohy tedy jsou n-rozmérné vektory, tj. usporadané
n-tice redlnych ¢isel (x1,...,2y,).

Ucelova funkce tlohy LP je linearni funkci n proménnych, ma tedy tvar
L(z) = cix1 +coxa+ ...+ Crty

kde c1, ..., ¢, jsou konstanty, kterym fikame cenové koeficienty nebo také koeficienty tucelové
funkce. Ucelova funkce se bud maximalizuje nebo minimalizuje, coz zapisujeme jako

L(z) - max mnebo maxL(z),
L(z) - min nebo min L(x) .

Omezujici podminky jsou v tloze linedrniho programovani dvou typi:

Podminky pro jednotlivé proménné omezuji pro kazdou jednotlivou proménnou w;
mnozinu hodnot, kterych tato proménna smi nabyvat. V praxi nejbéznéjsi jsou pod-
minky nezapornosti, tj. podminky tvaru x; = 0. Dal$imi moznymi piipady jsou pod-
minka nekladnosti, tedy z; < 0 a také ,vibec zadna podminka“, tj. ,neomezeno“.

Strukturni podminky maji tvar linedrnich nerovnosti nebo rovnic, maji tedy tvar

<
1,121 -+ a1,1%2 +... alen = bl
<
a2,1%1 + 2,12 —+ ... az1Tn = bQ
S b
Am, 121 + Am, 122 +... Am,1Tn > m
kde na misté oznaceném ; se mize vyskytnout symbol <, 2 nebo =

2.1.2 Priklad — vyroba p¥i omezenych zdrojich. Jde o nejzndméjsi aplikaci tlohy LP.
Ukolem je maximalizovat zisk z vyroby n moznych vyrobki, piicemz vyrobni zdroje (materiély,
energie, prace) jsou omezeny.

Vyrobky, jejichz vyrobu uvaZujeme, ozna¢me (pevné) pfirozenymi ¢isly 1,...,n. Predpokld-
dame, Ze jsou znamy ceny ci,...,C,, za které lze tyto vyrobky prodat na trhu a ze tyto ceny
nezvisi na mnozstvi prodanych vyrobki.
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10 Kapitola 2. Linearni programovani

P1i vyrobé spotiebovavame m zdroju. Typickym zdrojem je material, ale mtze to byt i energie,
lidskd préce (méfend ve Clovékohodinach) apod. Pfedpoklddame, Ze spotieba zdroji je piimo
umérnd velikosti vyroby, pficemz koeficienty této timérnosti jsou zndmy. Oznacme a;; spotiebu
i-tého zdroje na vyrobu jednotkového mnozstvi j-tého vyrobku. Dale predpokladame, zZe jsou znama
disponibilni mnozstvi b; jednotlivych zdroja, ktera lze pro vyrobu pouzit.

Tuto tlohu lze matematicky modelovat tlohou LP. Oznac¢me

x;  kolik se ma vyrobit j-tého vyrobku,

¢j  cena za jednotkové mnozstvi j-tého vyrobku,

b;  disponibilni mnozstvi i-tého vyrobniho zdroje (kolik ho mame k dispozici),
a;; spotieba i-tého zdroje na vyrobu jednotkového mnozstvi j-tého vyrobku.

Uloha LP pak mé tvar

c1x1 + cxo + ... +cCcpxr,, — max
1171+ a12T2 + ... a1 0T, S by
2121 + A22%2 + ... G2nTn = by
am, 121 + A, 22 + ... Am nTn g bm
T,y =2 0

Uvédomte si, Ze jde o zjednoduseny model redlné situace. Formulujte, v ¢em tato zjednoduseni
spocivaji.

2.1.3 Maticovy zapis tilohy LP. Oznacéime-li ¢ = (ci,...,c,)7T, lze téelovou funkei vyjadiit
jako skaldrni souc¢in L(z) = cTx.

Koeficienty strukturnich podminek lze pokladat za prvky matice

a1,1 ai,2 c.. Q1n

a2.1 az 2 cee G2n
A =

m,1 aAm,2 <o Qmn

a koeficienty pravych stran strukturnich podminek mizeme poklddat za sloupcovy vektor b =
= (b1,...,bm)T. Jsou-li viechny strukturni omezujici podminky stejného typu, tj. véechny typu
2<%, viechny typu ,=2“ nebo vSechny typu ,=%, lze strukturni podminky elegantné vyjadiit

maticovym zapisem
Az <b nebo Ar = b nebo Ar =b.

Podobné, jsou-li podminky pro jednotlivé proménné vsSechny stejného typu, tj. vSechny typu
x; 2 0 nebo viechny typu z; < 0, lze je vyjadiit vektorové jako

20 nebo z<0.

Jako priklad maticového zapisu tlohy uvedeme zapis tlohy planovani vyroby pfi omezenych
zdrojich 2.1.2.

cTr = max
Az = b
z =2 0
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2.1. Formulace ulohy a aplikace. 11

2.1.4 Doporuceny postup tvorby modelu LP.
1. Rozhodnéte, co budou vyjadiovat proménné tlohy LP a v jakych to bude jednotkach.

2. Formulujte slovné vSechny omezujici podminky a pfelozte toto slovni vyjadieni do Teci
nerovnosti a rovnic. Urcete jednotky, v nichz jsou vyjadieny.

3. Specifikujte vyznamy konstant obsaZenych v zadéni dlohy LP (koeficienty tcelové funkce,
koeficienty strukturnich podminek, koeficienty pravych stran). Uréete jednotky, v nichz jsou
vyjadieny.

4. Zkontrolujte, zda obé strany kazdé strukturni omezujici podminky jsou vyjadreny ve stejnych
jednotkach. Samo o sobé to spravnost modelu nezarucuje, ale ¢asto tak lze odhalit nékteré
chyby.

5. Nad vysledkem se zamyslete, zda opravdu modeluje to, co modelovat ma.

2.1.5 Uloha o smési je dalsi klasickou aplikaci linedrniho programovani. Ukolem je z danjch
surovin pripravit co nejlevnéjsi smés s predepsanym slozenim, pficemz kazda surovina je sama
smési. Predpokladame, Ze o kazdé suroviné zname jeji cenu i jeji presné slozeni.
Jako proménné v modelu LP zvolime mnozstvi jednotlivych surovin pouzitych ve vysledné

smési. Oznacme

x;  mnozstvi j-té suroviny vlozené do smési,

¢j  cena za jednotkové mnozstvi j-té suroviny,

b;  mnozstvi latky i ve vysledné smési,

a;; mnozstvi latky ¢ v jednotkovém mnozstvi j-té suroviny.

Uloha LP pak ma tvar

¢’z — min
Ax = b
z =2 0.

2.1.6 Problém vyzivy je de facto specidlnim ptipadem tlohy o smési. Hleddme, kolik méame
snist kterého jidla, abychom snédli predepsand mnozstvi jednotlivych Zivin a pfitom abychom se
stravovali co nejlevnéji.

Viz téz zertovné aplikace v 2.10.3, str. 39

2.1.7 Dopravni illoha. Mame m dodavatell, ktefi dodavaji stejny druh zbozi a n spotiebiteld,
kteii je spotfebovavaji. Zname ceny za dopravu mezi viemi dodavateli a viemo spotiebiteli. Ukolem
je zorganizovat dopravu co nejlevnéji. Oznac¢me

a; = kapacita i-tého dodavatele (kolik zboZi je schopen dodat),
b; = pozadavek j-tého spotiebitele (kolik zbozi chce spotiebovat),
¢ij = cena za dopravu jednotkového mnozstvi zbozi od j-tého dodavatele
k i-tému spotiebiteli,
24; = mnozstvi zbozi dopravované od j-tého dodavatele k i-tému spotiebiteli.
Pak tloha LP pak méa tvar

m n

E E CijTij —7 min

i=1j=1
n
E Lij = @
J=1
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12 Kapitola 2. Linearni programovani

m
> wiy = b
=1

zij =2 0 pro v8echna i, j

Vsimnéte si, ze zde médme mn proménnych, které jsme pro pohodli indexovali dvéma indexy, 1ze
se tedy na né divat jako na matici. Pfesto lze proménné setadit do posloupnosti (napt. po fadcich)
a celou ulohu prepsat ve tvaru tlohy linearniho programovani.

Dopravni tlohou se budeme zabyvat v kapitole 3, str. 43.

2.2 ResSeni dvourozmérnych tloh LP

Ulohy, které maji jen dvé proménné, lze snadno fesit graficky, tedy nakreslenim obrazku. Na
dvourozmérnych prikladech ukdzeme, co se muze stat.

2.2.1 Grafické reSeni tloh LP.
e Nakreslete mnozinu pfipustnych feSeni (jde o prinik p¥imek a polorovin).
e Je-li prinik prazdny, stop, iloha nema pfipustné reseni.
e Nakreslete smér optimalizace.

e Zvolte zkusmo néjakou hodnotu ucelové funkce H a nakreslete mnozZinu bodd, které maji
hodnotu ucelové funkce rovnou H. Je to pfimka kolma na smér optimalizace a je urcena
rovnici L(z) = H.

e Najdéte rovnobézku s touto pfimkou a to takovou, kterda ma neprazdny prinik s mnozinou
pripustnych feseni a je nejzazsi ve sméru optimalizace. Tento prinik je mnozinou optimalnich
feseni.

2.2.2 Piiklad — jedno optimalni FeSeni. Re$me tilohu

2r1 + 32 — max
1 — 210 <02
—2x1+x9 =<2
r1+x0 S5
r1 = 0
2 =2 0

Viz obrazek 2.1. Pro zacatek jsme zvolili hodnotu tcelové funkce H = 6, pfislusna pfimka je
nakreslena ¢drkované. Posunujeme ji rovnobézné ve sméru optimalizace (tj. zvétsujeme H ), dokud
tato pfimka mé neprazdny prinik s mnozinou pfipustnych feSeni.

Bod (1,4), ktery je optimalnim FeSenim, lezi v pruseciku pfimek uréenych prvou a t¥eti omezujici
podminkou.

Omezujicim podminkam, které takto urcuji optiméalni feSeni, fikdme aktivni omezujici pod-
minky. Jejich jaktivita® spociva v tom, Ze jakdkoli drobna zména aktivnich podminek ma za
nasledek zménu optimélniho feseni. Vsimnéte si, Ze u ostatnich podminek by jejich drobna zmeéna
nemeéla vliv na soufadnice optiméalniho feSeni. Dokonce i odstranénim neaktivni podminky by se
optimalni feSeni nezménilo.

Kterd omezujici podminka je aktivni, to samozréjmé zalezi na sméru optimalizace, tedy na
koeficientech ucelové funkce. Zménou téchto koeficienti lze smér optmalizace libovolné meénit
(otécet). Kazdy smér mize byt smérem optimalizace.

Vsimnéte si, ze kazdy krajni bod mnoziny pfipustnych feSeni mtze byt optimalnim feSenim pii
vhodné zvolené tucelové funkei.
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2.2. ReSeni dvourozmérnych tloh LP 13

T2 721‘1 + X9 § 2

2x1 + 3x9 — max

1‘1—2$2§2

&1

) >.’L’1+$2§5

Obrazek 2.1: Jedno optimalni feSeni.

2.2.3 Piiklad — vice optimalnich Feseni. Resme tlohu z piikladu 2.2.2, ale s pozménénou
ucelovou funkei (a tedy s jingym smérem optimalizace:

2x1 + 3x2 — max ,

Na obrazku 2.2 je mnozina optimalnich feSeni nakreslena tlusté.
T2 —2x1 4+ 122 <2

2x1 + 2x9 — max

$1—21‘2§2

I

>$1+$2§5

Obrazek 2.2: Vice optiméalnich FeSeni (piiklad 2.2.3).

2.2.4 Priklad — vice optimalnich feSeni II. Podobny pfiklad, ale s ti¢elovou funkci
—2x1 + T2 — max .
je na obrazku 2.3. Mnozinu optimélnich FeSeni tvoii jina tsecka.

2.2.5 Priklad — neomezena ucelova funkce. V tloze 2.2.2 vynechejme tfeti omezujici
podminku. Z obrizku 2.4 je zfejmé, ze tloha sice m& mnoho pFipustnych feseni, ale zadné z nich
neni optimalni. Ke kazdému pripustnému feSeni totiz existuje pfipustné feseni s lepsi hodnotou
ucelova fumkce.

Ve dvourozmérném prostoru to snadno vidime z obrazku. Ve vicerozmérnych prostorech takovy
pfipad mize nastat také, ale k jeho rozpoznani budeme potifebovat vypocetni aparat.
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14 Kapitola 2. Linearni programovani

T2 72%1 —+ X9 S 2

Y§/2acl + 2x9 — max

(E1—2.’L'2§2

r1

>$1+$2§5

Obrazek 2.3: Vice optiméalnich FeSeni (piiklad 2.2.4).

z2 —2x1 + 19 < 2

2r1 + 3x9 — max

$1—2£L’2§2

x1

Obrazek 2.4: Neomezena tcelova funkce, tloha nemé optimalni feSeni.
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2.2. ReSeni dvourozmérnych tloh LP 15

Vsimnéte si, ze nutnym pfedpokladem, aby ucelova funkce mohla byt neomezend, je to, ze i
mnozina pfipustnych feSeni je neomezend, tj. nevejde se do jakkoli veliké (ale koneéné) krychle.
Ovsem pozor — naopak to neplati — i kdyZ je mnozina pfipustnych feSeni neomezend, tloha
presto miiZze mit optimalni feseni. Napfiklad v nasi Glloze zaménte maximalizaci za minimalizaci.
Optimélnim FeSenim pak bude bod (0,0) navzdory tomu, Ze mnoZina piipustnych FeSeni je
neomezena.

2.2.6 Priklad — neomezenia mnozina optimalnich feseni. V piedchozim piikladé zménime
ucelovou funkci na

—2T1 + T2 — max .

Mnozina piipustnych feseni je stale neomezend, ale poloptfimka, ktera je na obrazku 2.5 nakreslena
tlusté, je tvofena samymi optimalnimi feSenimi.

=211 + 10 < 2

/\‘\// 2r1 + 2x9 — max

/ T1 — 2w9 <2

T1

Obrazek 2.5: Neomezend mnozina optimalnich feseni (ptiklad 2.2.6).

Kdybychom pii stejné mnoziné pripustnych reseni méli ucelovou funkci x1 + 2 — min, tloha
by méka jediné optimalni feseni a to v pocatku soufadnic.

2.2.7 Priklad — zadné pripustné feseni. MnozZina pfipustnych FeSeni muze byt prizdna.
Jinymi slovy, mtze se stat, ze zadny bod prostoru feseni nespliiuje vSechny omezujici podminky,
tedy kazdy bod prostoru porusuje alesponn jednu podminku.

Priklad této situace ziskdme, kdyz v tloze 2.2.2 obratime nerovnosti ve strukturnich podmin-
kach. Uloha

2r1 + 3x2 — max
221 + 22> 2
T1 — 229 = 2
r1+x9 S5
120

T2 20

Opét plati, ze ve dvourozmernem prostoru to snadno vidime z obrazku. Ve vicerozmérnych
prostorech to jiz zfejmé neni a opét k rozpoznani tohoto pfipadu budeme potfebovat vypocetni
aparat a hlubsi prorozuméni.

Jifi Demel: Operac¢ni vyzkum 20. zari 2010, 15:56



16 Kapitola 2. Linearni programovani

x2 —2%1 —+ X2 2 2

.%‘1—233222

I

>$1+$2§5

Obrazek 2.6: Zadné pifpustné feseni.

2.3 Kanonicky tvar ulohy LP

2.3.1 Kanonicky tvar tlohy LP ma vyznam pro vypocet. BéZnd metoda vypoctu, tzv.
simplexova metoda, totiz funguje jen pro tlohy v kanonickém tvaru. Obecnd tloha se resi tak,
Ze se nejprve prevede na (v jistém smyslu ekvivalentni) tlohu v kanonickém tvaru a z jejho feSeni
se pak odvodi feseni ptivodni obecné tilohy. Podrobnosti vysvétlime déle v 2.3.7.

Uloha linearniho programovani je v kanonickém tvaru, jestlize

ucelova funkce se maximalizuje,

na vSechny proménné se klade podminka nezdpornosti a
vSechny strukturni podminky jsou typu rovnice, tj. ,=“ a
véechny koeficienty b; pravych stran jsou nezaporné (b; = 0).

Tytéz podminky zapsdny maticové jsou:

c'r — max
Az = b
z =2 0

Vsimnéte si, Ze podminka b; = 0 neni souddsti zadani tlohy linedrniho programovéani. Je to

podminka, které musi vyhovovat zadéni (koeficienty pravych stran), aby se instance tlohy mohla
nazyvat ulohou v kanonickém tvaru.

2.3.2 K ¢emu je kanonicky tvar. Jakoukoli obecnou tilohu linedrniho proramovani lze pievést
na ulohu v kanonickém tvaru. Pfevod na kanonicky tvar méa dvoji smysl.

e Se soustavami rovnic se dobfe poc¢ita, zejména lze provadét ekvivalentni radkové tpravy, aniz
by to mélo vliv na mnozinu piipustnych feSeni. S nerovnostmi se to tak jednoduse délat neda.

e Ulohu v kanonickém tvaru lze mnohem jednoduseji sdélit. K zadani tlohy v kanonickém tvaru
staci zadat cenovy vektor ¢, matici A a vektor pravych stran b a nic vic. VSe ostatni plyne
z obecnych vlastnosti tiloh v kanonickém tvaru.

2.3.3 Prevod minimalizace na maximalizaci je snadny: sta¢i obratit znaménka u vsech
koeficientt uéelové funkce.
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2.3. Kanonicky tvar talohy LP 17

2.3.4 Prevod podminek pro jednotlivé proménné se déld pomoci substituce.

Jestlize v ptivodni tloze je podminka x; < 0, pak provedeme substituci z; = —’;. Podminka
z; < 0 tim prejde na podminku nezépornosti :E; 2 0. Po provedeni vypoctu ovSem je nutno
vyslednou hodnotu piivodni proménné x; ziskat z hodnoty :r; zpétnou substituci.

Jestlize v plivodni tloze neni hodnota proménné z; viibec nijak omezena, je prevod paradoxné
trochu slozité&jsi. V tomto piipadé pouZzijeme substituci z; = ac; —x}' , pficemz u novych proménnych
o’ a 2!/ budeme pozadovat jejich nezapornost. Jin7mi slovy, kzdy vyskyt prménné z; nahradime
rozdilem dvou nezapornych proménnych. Po provedeni vypoc¢tu pak hodnotu ptvodni proménné

x; ziskdme zpétnou substituci, tj. jako rozdil onéch dvou proménnych.

2.3.5 Prevod nerovnosti < na rovnice se déld zavedenim novych, tzv. doplrikovijch promén-
nych.

Nerovnost typu < prevedeme na rovnici tak, Ze to, co na levé strané nerovnosti chybi, k levé
strané pridame jako hodnotu dopliikové proménné, pficemz na tuto proménnou klademe pozadavek
nezapornosti. Doplinkova proménnd mé hodnotu rozdilu mezi ptivodni levou a pravou stranou, je
tedy rovna rezervé, s jakou je ptivodni nerovnost splnéna.

Za kazdou nerovnost, kterou takto pfevadime na rovnici, pfiddvame samostatnou dopliikovou
proménnou, ¢imz zvétSujeme dimenzi prostoru Feseni.

Celkovy pocet nerovnosti v tilloze se zavedenim dopliikovych proménnych nezméni. Podstatné
ovSem je, Ze nerovnosti ve strukturnich omezujicich podminkach jsou nahrazeny omezenimi neza-
pornosti kladenymi na dopliikové proménné.

2.3.6 Prevod nerovnosti = na rovnice se déld také zavedenim dopliikovych proménnych, ale
v piipadé nerovnosti typu = dopliikovou proménnou od levé strany nerovnosti odecéitame.

2.3.7 Vztah tlohy v obecném a kanonickém tvaru. Mali jedna z tloh piipustné fedeni,
ma je i druhd a lze ho i snadno ziskat.

Pokud ptivodni tiloha méla pfipustné feseni x1,...,x,, pak tloha v kanonickém tvaru, ktera
je vysledkem prevodu, mé rovnéz pripustné feseni a to takové, ze ptivodni proménné své hodnoty
zachovaji a dopliikové proménné jsou rovny rozdilim mezi levou a pravou stranou, tedy vlastné
velikosti rezervy ve splnéni nerovnosti.

Také naopak, pokud tloha v kanonickém tvaru méa pfipustné feseni, pak vynechanim doplinko-
vych proménnych dostaneme pfipustné reseni ptvodni tlohy.

2.3.8 Priklad. Pfevedeme na kanonicky tvar tilohu

2r1 +3x2 — min
1 —210 <2
—2x1+1xy =2
rT1+T0 = 5
r1,T9 =2 0

Kvili tfem strukturnim podminkam musime zavést t¥i doplikové proménné x3, x4, 5.

—2x1 —3x9 —  max
Ty —2x9 X3 = 2
—2x1 +xo +x4 = 2
T +x —x5 = b
T1,...,Tn = 0
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18 Kapitola 2. Linearni programovani

Vezméme libovolné piipustné feSeni puvodni tlohy, napt. feseni (3,4). Toto FeSeni spliiuje
strukturni podminky s rezervami po fadé 7, 4 a 2. Bod (3,4,7,4,2) je feSenim odpovidajici tlohy
v kanonickém tvaru, pticemz rezervy 7, 4, 2 jsou hodnotami doplitkovych proménnych z3, ..., 5.

Naopak, vezmeme-li libovolné feseni kanonického tvaru ulohy, napf. (4,1,0,9,0), pak prvé dvé
soufadnice (4,1) jsou pfipustnym FeSenim ptvodni tlohy a hodnoty dopliikovych proménnych
sdéluji, s jakymi rezervami jsou splnény jednotlivé strukturni omezujici podminky. Nulova rezerva
znamend, Ze omezujici podminka je splnéna ,na doraz“ a pfislusny bod lezi na pfimce (obecné
nadroving), uréené tou omezujici podminkou.

2.4 Geometricky pohled na linearni programovani

2.4.1 Bod. Usporddanou n-tici (z1,...,x,) redlnych ¢isel mizeme pokladdat za bod n-rozmér-
ného linearniho postoru R™. Zaroven muzeme tyto n-tice poklddat za n-¢lenné vektory, tj. n-tice
lze (po slozkéach) s¢itat a lze je nasobit éislem, pfi¢emz vysledkem je zase néjakéd n-tice ¢isel, tedy
vektor (a bod).

2.4.2 Linearni kombinace. Méjme k bodi aq,...,a; v n-rozmérném prostoru a k redlnych
¢isel tq,...,t;. Pak bod
tia1 + toao + ... + trag

nazyvame linedrni kombinaci bodl ay,...,a;. Cisla t1,...,t; nazyvame koeficienty linedrni kom-
binace.

2.4.3 Afinni a konvexni kombinace jsou speciani piipady linearnich kombinaci. Linedrni
kombinaci t1a; + taas + ... + tgag bodl aq, ..., a; nazyvame:

; e k
afinni kombinaci , jestlize >, t; =1,

. . P k [ Yy . [ [
konvexni kombinaci , jestlize ), t; = 1 a zaroven vSechna t; jsou nezaporna.

Mame-li dva rtzné body a, b, pak jejich konvexni kombinaci je tsecka s krajnimi body a,b a
jejich afinni kombinaci je pfimka témito body prochéazejici.

Méame-li t¥i riizné body a,b,c € R3, které nelezi na piimce, pak jejich konvexni kombinaci je
trojuhelnik s vrcholy a, b, ¢ a jejich afinni kombinace je rovina, kterad témito body prochéazi.

Na konvexni kombinaci se mizeme také divat jako na soufadnice t€zisté soustavy k hmotnych
bodt aq,...,ar o hmotnostech tq,..., .

2.4.4 Konvexni obal mnoziny bodi M je mnozina vSech bodi, které lze ziskat jako konvexni
kombinace bodd mnoziny M.

Tedy napt. konvexnim obalem tii rtiznych bodu a, b, ¢, které nelezi na pfimce, je trojihelnik
s vrcholy a, b, c. Pokud tyto t¥i body lezi na primce, je jejich konvexnim obalem tisecka.

2.4.5 Konvexni mnoZina je mnozina bodd, kterd je sama svym konvexnim obalem.
Ekvivalentné lze konvexni mnozinu definovat jako mnozinu, ktera s kazdymi dvéma svymi body
obsauje i celou usecku, kterd tyto dva body spojuje.

2.4.6 Nadrovina, poloprostor. Mnozina bodi x = (x1,...,%,), které vyhovuji rovnici
A1 X1y ATy = b

(kde a; a b jsou dané konstanty), se nazyva nadrovina.
Mnozina bodi x = (21, ..., T, ), které vyhovuji nerovnici

A1T1, ..., ApTy =D popf. A1T1, ..., ApTy 2 b
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2.5. Bazicka pripustné feseni 19

(kde a; a b jsou dané konstanty), se nazyva poloprostor.
Kazdy poloprostor i nadrovina jsou konvexnimi mnozinami.

2.4.7 Prunik konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

DUSLEDEK: Mnozina vSech pfipustnych feseni tillohy LP je konvexni mnoZinou (nebot je prinikem
poloprostortt a nadrovin, coZ jsou konvexni mnoziny). Podobné i mnozina vSech optimélnich
feSeni tlohy LP je konvexni mnozinou (nebot je prinikem konvexn{ mnoZiny pfipustngch feSeni a
nadroviny, kterd je uréena rovnici L(x) = konstanta).

2.4.8 Krajni bod konvexni mnoziny M je takovy bod x € M, ktery neni vnitfnim bodem
zadné usecky, kterd lezi celd v M.

Krajnimi body ¢tverce (chdpaného véetné jeho obvodu) jsou jeho vrcholy, ale nikoli jiné body
na jeho obvodu. Krajnimi body kruhu je vSak cely jeho obvod.

2.4.9 Konvexni obal mnoZiny krajnich bodu. Kazdd omezend a uzaviend konvexni mno-
zina je konvexnim obalem svych krajnich bodf.

Je-li tedy mnozina p¥ipustnych feseni tlohy LP omezend, lze ji elegantné (a velmi srozumitelné)
popsat seznamem vSech jejich krajnich bodu. To je z praktického hlediska daleko uzite¢néjsi nez
popis pomoci rovnic a nerovnosti.

2.4.10 Tvrzeni. MA4-li tloha LP optimalni feSeni, pak mé (také) optimalni FeSeni v nékterém
krajnim bodé mnoziny p¥ipustnych feseni. Jinak fec¢eno, Uloha linedrniho programovani tedy mit
i jina optimalni FeSeni, ale nékteré z optiméalnich feseni je vzdy v krajnin bodé.

Plati dokonce vice: Je-li mnozina pfipustnych feseni tlohy LP omezend a je-li P mnozina vSech
krajnich bodi, které jsou optimalnimi reSenimi, pak mnozina vSech optimalnich feseni je konvexnim
obalem mnoziny P.

To ma prakticky dtisledek: P#i hleddni optimalnich feseni LP se soustfedime na krajni body
mnoziny pfipustnych feseni.

2.5 Bazicka pripustna reseni

V tomto oddile se budeme zabyvat pripustnymi feSenimi tllohy v kanonickém tvaru, tj. nezapornymi
feSenimi soustavy linedrnich rovnic Ax = b a ukdZeme, jak to souvisi s mnozinou krajnich bodua
mnoziny pripustnych Feseni.

Budeme predpokladat, Ze fadky matice A jsou linedrné nezévslé, tj. Ze hodnost matice A je
rovna poctu fadkt m. Pozdéji uvidime, Ze tento predpoklad byva v tllohach LP trividlné splnén.

2.5.1 Sloupcovy prostor je vektorovy prostor generovany vSemi sloupci matice A.

Resime-li soustavu rovnic Az = b, pak vlastné hleddme line4rni kombinaci sloupcii matice A,
jejimz vysledkem je vektor pravych stran. Koeficienty této linedrni kombinace (pokud existuje)
jsou rovny soufadnicim feSeni x1,...,x, soustavy rovnic.

Uloha Az = b mé p¥ipustné feseni pravé tehdy, kdyZ vektor b je prvkem sloupcového prostoru,
tj. kdyz jej lze vygenerovat ze sloupci matice A jako linedrni kombinaci.

2.5.2 Bazické feseni soustavy rovnic Az = b je jakékoli feSeni x, které dostaneme takto:

e zvolime mnozinu sloupct matice A, ozna¢me je a;, proi = 1,...,m, tak, Ze tyto sloupce tvori
bézi sloupcového prostoru generovaného vsemi sloupci matice A. Témto sloupctim budeme
tikat bdzickée sloupce.

e Proménné z;, kde j & {t1,...,tm} polozime rovny nule. Tyto proménné nazyvame nebdzic-
kymi proménngmi.
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e Ze sloupcti a;, sestavime Gtvercovou matici A’ a YeSenim soustavy rovnic A’z = b dostaneme
hodnoty proménnych z;, proi =1,...,m. Tyto proménné nazyvame bdzickymi promeénnymi.

Jsou-li vSechny soufadnice bazického feSeni nezadporné, nazyvame toto feseni bazickym pripustnym
resenim.

2.5.3 Jednotkovy vektor je vektor, jehoZ vSechny soufadnice jsou nulové, pouze jedna sou-
fadnice méa hodnotu 1. Jednotkovy vektor, ktery ma jednicku na i-tém misté, oznacime e;.

2.5.4 Kanonicka baze je baze sloupcového prostoru, kterd je tvorena jednotkovymi vektory,
které jsou sloupci matice A.

Ze sloupcii, které tvoii kanonickou bazi, tedy lze slozit jednotkovou matici fadu m. Dodejme,
ze sloupce, které tvoii kanonickou bazi, se nemusi vyskytovat v matici A ve stejném potadi jako
v jednotkové matici. Na poradi nezalezi.

2.5.5 ReSeni reprezentované tabulkou. Soustavu rovnic Az = b lze bez ztraty informace
reprezentovat rozSifenou matici soustavy. Pokud matice soustavy A obsahuje kanonickou béazi
tvorenou sloupci ay;, pro s = 1,...,m, pfiCemz sloupec a;, ma jednicku na i-tém misté, pak bazické
feSeni ziskané z této baze nazyvime fesenim reprezentovanym tabulkou (pficemz tabulkou se zde
mini rozsifend matice soustavy).

Diky specidlnimu tvaru kanonické baze plati

z; = 0 pro nebazické proménné
Ty, = by pro bézické proménné

P1i vypoctu LP budeme pracovat pouze s feSenimi, kterd budou reprezentovana tabulkami,
pricemz dalsi tabulky budeme ziskavat ekvivalentnimi tipravami rozsifené matice soustavy.

2.5.6 Krajni body a bazicka pFipustna feSeni. Lze dolazat, Zze bod je bazickym pFipustnym
feSenim pravé tehdy, kdyz je krajnim bodem mnoziny p¥ipustnych feseni.
Diisledek: soustiedime se na BPR.

2.5.7 Jordanova eliminace. Popiseme metodu, jak z jedné tabulky, ktera obsahuje kanonickou
bazi, ziskat dalsi tabulku, ktera je s ni ekvivalentni a rovnéz obsahuje kanonickou béazi.

e Zvolte nenulovy klicovy prvek A;; # 0. Jak jej volit uvedeme dale.

e Klicovy fadek A; vydélte klicovym prvkem a;;. Tim na misté klicového prvku dostanete
jednicku.

e Ke kazdému neklicovému radku pri¢téte takovy nasobek klicového fadku, aby se hodnota
v klicovém sloupci vynulovala.

Toto budeme nazyvat jednim krokem Jordanovy eliminace.

Provedenim Jordanovy eliminace se zméni kanonickd baze. Z kanonické baze bude vyloucen
sloupec s indexem ¢; (tento sloupec se eliminaci poskodi) a bude nahrazen jednotkovym vektorem,
ktary vznikne v klicovém sloupci j.

Pozor — ma-li vysledna tabulka obsahovat kanonickou bazi, je tfeba Jordanovu eliminaci
délat pfesné vyse uvedenym zptisobem. Pouze klicovy Fadek smi byt ndsoben (¢islem rtiznym od
jednicky). K ostatnim fadktim smime pouze pficitat nasobky fadku kli¢ového. Ovéite na piiklads,
ze jakykoli jiny postup kanonickou bazi poskodi.
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2.5.8 Jak volit klicovy prvek v daném sloupci j. Pokud FeSeni reprezentované tabulkou
bylo pfipustné (tj. vSechny pravé strany byly nezéporné) a volime-li kli¢ovy prvek tak, ze

1. klicovy prvek je kladny, tj. a;; > 0 a
2. podil b;/a;; je minimélni (nejblizsi k nule),

pak po provedeni Jordanovy eliminace bude feSeni reprezentované tabulkou opét piipustné (tj.
vSechny pravé strany budou opét nezédporné).

2.5.9 Sousedni feseni. Dvé feSeni, kterad jsou reprezentovana tabulkami, které lze ziskat jednu
z druhé provedenim jednoho kroku Jordanovy eliminace, nazyvame sousednimi fesenimi.

Pokud mnozinu pfipustnych feSeni pokldddme za mnohostén (v n-rozmérném prostoru), pak
sousedni feSeni jsou spojena hranou mnohosténu.

A7 na degenerované pripady ma kazdé bazické pfipustné feSeni nejvyse m —n sousedi. Sousedu
je vzdy konecné mnoho.

2.5.10 Jak ziskat vSechna bazicka pripustna feSeni. Predpokladejme, Ze mame tabulku,
ktera obsahuje kanonickou bazi (a tedy reprezentuje nejaké béazické pfipustné feseni). Tuto tabulku
spolu s feSenim, kteri reprezentuje a s mnozinou indext béazickych sloupcti, zafadme jako prvni
polozku seznamu.

Dale pro kazdou tabulku v seznamu provedte kontrolu, zda vSechny sousedni tabulky jsou také
obsaZeny v seznamu. Pokud ne, pak tuto tabulku vypoctéte (Jordanovou eliminaci) a zaradte do
seznamu. Takto postupujte, dokud ke kazdé tabulce nejsou v seznamu vsichni sousedi.

Vzhledem k vété 2.4.10, str. 19 by bylo mozné timto zptisobem najit optimélni feSeni, nebot
viech bazickych pifpustnych feseni je kone¢né mnoho (urcité ne vice nez (). Pro velké n a m by
vSak tento postup byl nerealizovatelny. Nastésti existuje zpisob, jak pfedem (jesté pfed provedenim
Jordanovy eliminace) poznat, zda se ucelova funkce zlepsi nebo zhorsi.

2.5.11 Pohyb k sousednimu FeSeni po hrané. Méjme rozsifenou matici soustavy s iplnou
kanonickou bézi. V feSeni reprezentovaném tabulkou chtéjme zménit (tj. zvétsit) nebdzickou
soufadnici x; o hodnotu A.

Pti zméné je tfeba zachovat platnost vSech rovnic. Toho 1ze nejjednoduseji doséhnout zménami
béazickych proménnych, protoze kazda z nich ma vliv pouze na jednu rovnici.

Vysledkem zmény je feseni, které lezi na polopiimce, jejimz krajnim bodem je BPR reprezento-
vané tabulkou a smérovy vektor bude odvozen z I-tého sloupce matice A. Body polopfimky budou
mit tyto souradnice: x; = A a x; — agi, ostatni soufadnice budou nulové.

Kvli soufadnici 2; musi byt A = 0. Proto mluvime o polopfimce.

Bézické soutadnice x; mohou pfi rostoucim A riist i klesat. Kdyby vSechny rosltly, pak by ve
sloupci a; nebyl zadny kladny prvek. Timto pfipadem se budeme zabyvat v 2.6.10.

Pokud pfi rostoucim A néktera soufadnice klesa, pak nejmensi (prvni) kladnd hodnota A, p¥i
které se nékterd soufadnice x vynuluje, je rovna by /ag; pro nékteré k. Pii této hodnoté A mame
vSechny soufadnice nezaporné, a pocet nenulovych proménnjych opét nepresahuje m. Vysledné
souradnice jsou rovny bazickému pfipustnému feseni, které bychom dostali Jordanovou eliminaci,
kdybychom jako klicovy prvek zvolili ay;.

2.6 Zakladni simplexova metoda
V tomto oddile vylozime zékladni simplexovou metodu. Omezime se na pfipad, kdy rozsifena

matice soustavy linedrnich rovnic Az = b obsahuje Gplnou kanonickou bézi. P¥ipadem, kdy tento
predpoklad neni splnén, se budeme zabyvat v dalsim oddile 2.7
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2.6.1 Piedovéd zmény tdelové funkce pied Jordanovou eliminaci. Sledujeme-li zménu
ucelové funkce pfi pohybu k sousednimu BPR, pak zména tcelové fce je imérnd parametru A a
zavisi na cenovych koeficientech ¢; a ¢y, ..., ¢, tak, ze pfirustek tcelové funkce je

m

Z toho lze odvodit prirustek tcelové funkce i pro Jordanovu eliminaci. Nejprve véak zavedeme
zjednodusujici oznaceni.

2.6.2 Relativni ceny. Pro kazdy sloupec j definujeme tzv. relativni cenu

m
(25 —¢j) = (Z% '%‘) —¢
=1

Je-li sloupec j v bézi, je vzdy (z; —¢;) = 0.

2.6.3 Prirustek acéelové funkce v pristim kroku Jordanovy eliminace pfi volbé klicového
prvku a;; bude roven
b;
s — ) 22
Gime) o
Poznadmka: Z tohoto tvrzeni lze velmi jednodusSe odvodit fadu dilezitych tvrzeni. V tomto
smyslu jde o jakési ,zlaté pravidlo LP*.

2.6.4 Simplexova metoda. Pro vychozi tabulku vypoctéte relativni ceny. Dokud existuje
zaporna relativni cena opakujte nésledujici:

e Vyber klicovy sloupec [, aby z; — ¢; < 0.

e Vyber klicovy fadek k podle pravidla 2.5.8 pro vybér klicového prvku ve sloupci.
e Jordanovou eliminaci spo¢ti novou tabulku.

e Vypocti nové relativni ceny.

2.6.5 Simplexova tabulka. Rué¢ni vypocet se déla v tzv. simplexové tabulce tohoto tvaru:

ct max
CB ti A b
(z—¢o)T L

Zaklad simplexové tabulky tvoii rozsifend matice soustavy rovnic ( A |b). Nad matici A je fadek
cenovych koeficientd. Tento fadek se (jako jediny) béhem vypoc¢tu neméni, proto jej do dalsich
tabulek zpravidla neopisujeme.

Vlevo od matice A jsou dva sloupce. Blize k matici A je sloupec indexu t¢;, které ukazuji na
sloupce tvorici kanonickou béazi. Vlevo od néj je vektor bazickych cenovych koeficienti. Jeho i-ta
slozka je cenovy koeficient c,.

Pod matici A je fadek relativnich cen (z — ¢). Vpravo od néj, pod sloupcem pravych stran, je
hodnota téelové fnkce feseni které je reprezentovano touto tabulkou. Je to skaldrni soucin chb.
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2.6.6 Piiklad vypoétu simplexovou metodou. Resme piiklad 2.2.2, str. 12. Pfevod na
kanonicky tvar viz 2.3.8

3 0 0 0 | max

0| 3. 1 —2 1 0 0 2
0| 4. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
-2 =3 0 0 0 0

0| 3. -3 0 1 2 0 6
3| 2. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 3
-8 0 0 3 0 6

0| 3. 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 L % 4
2|1 1 0 0 —1 La 1
0 0 0 s 2% 14

Prvy radek, ktery obsahuje cenovy vektor, se béhem vypoctu neméni, proto se v tabulce
neopisuje.

2.6.7 Jak volit kliéovy sloupec. Pfedevsim je tfeba zduraznit, Ze jako klicovy sloupec mtzete
volit libovolny nebézicky sloupec. Jen musite byt pfipraveni na to, ze nevhodnou volbou muzete
ucelovou funkci zhorsit. Obvyle vSak chceme tcelovou funkci zlepsovat, k tomu je nutné volit
kli¢ovy sloupec se zapornou relativni cenou. Casto v8ak mame nékolik moznosti.

Zakladni pravidla pro volbu kli¢ového sloupce jsou:

1. volit sloupec s nejvice zapornou relativni cenou,
2. volit sloupec tak, aby byl pfirustek tcelové funkce nejvétsi,
3. volit zleva prvy sloupec se zapornou relativni cenou.

Jako dobra volba se jevi Pravidlo 1. Vybér minima z relativnich cen je pomérné snadny a
prirustky tcelové funkce jsou v prumeéru lepsi nez u pravidla 3.

Pravidlo 2 vypada nadéjné, prirustek ucelové funkce na jeden krok je lepsi nez u ostatnich
pravidel, ale nAmaha (objem vypo¢t) nutnd pro vybér klicového prvku zpravidla pfevazi. Navic,
toto pravidlo nezarucuje nejrychlejsi mozny vypocet. Existuji tlohy, kdy chamtiva snaha o co
nejvétsi okamzity zisk vede k situaci (tabulce), ze které cesta k optimu vede pies velky pocet
tabulek. Viz priklad na obrazku 2.7

Pravidlo 3 ma vyznam zejména jako ochrana pred zacyklenim vypoctu v pfipadé tzv. degene-
race.

Obrazek 2.7: Priiklad, Ze chamtiva snaha o co nejvétsi pfirustek tcelové funkce mize vést k velmi
dlouhému vypoétu (viz 2.6.7).
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2.6.8 Degenerované reSeni je takové bazické feSeni, v némZ je nékterd béazickd soufadnice
rovna nule. V simplexové tabulce je né€ktera prava strana nulova.

Pro¢ to vadi: I kdyz zvolime klicovy sloupec se zapornou relativni cenou, pokud vyjde klicovy
prvek do fadku ¢ s nulovou pravou stranou b;, bude pfirustek tcelové funkce nulovy. Pravdépodo-
nost, ze se to stane, je pomérné vysoka, nebot staci, aby bylo a;; > 0 a pravidlo 2.5.8 nemilosrdné
vybere v j-tém fadku jako klicovy prvek zrovna a;;.

Moznost nulového pfirustku tcelové funkce vzbuzuje obavu, zda vypocet simplexovou metodou
vibec nékdy skonéi. Co kdyz se nulovy prirustek bude opakovat v kazdém kroku simplexové
metody?

Ukazuje se, ze tato moznost nekone¢ného vypoctu je redlna. Existuje (uméle vymysleny) piiklad
ulohy, kde simplexova metoda s volbou kli¢ového sloupce podle pravidla 2.6.7(1) opravdu nikdy
neskonci, neustale se opakuje taz posloupnost nékolika simplexovych tabulek, vypocet se zacykli.

V literatufe se uvadi, ze v praktickych tlohach zacykleni nebylo zaznamenano, idajné ,diky“
zaokrouhlovacim chybam, které vypocet z cyklu vyvedou. Je ovSem lepsi mit jistotu. Nastésti
existuje velmi jednoduchd pomoc. Je dokézano, ze pri volbé klicového sloupce podle pravidla
2.6.7(3) se vypocet nemtze zacyklit. Praktickd rada tedy je tato:

Za normélnich okolnost{ volte klicovy sloupec podle pravidla 1 (tedy nejzdpornéjsi
relativni cenu), ale pokud se vyskytne nulovy pfirustek ucelové funkce, pak, dokud je
feSeni degenerované, pouzivejte pravidlo 3 (prvy sloupec se zadpornou relativni cenou).

Dalsi komplikace s degenerovanym feSenim je ta, ze ne vzdy hned pozname optimalni feseni.
Degenerované feseni totiz je bazickym feSenim pro nékolik riiznych bazi. Mize se tedy stat, ze feSeni
reprezentované tabulkou jiz je defacto optimalni, ale ne vSechny relativni ceny jsou nezaporné. Ve
vypoctu tedy je nutno pokracovat, pficemz nasledujici simplexové tabulky reprezentuji ¢iselné totéz
feseni, ale vyjadiené v jiné bazi. Viz priklad 2.6.9.

PozNAMKA: Je-li volba kli¢ového prvku ve sloupci nejednoznacénd, tj. pokud se minimélni podil
b;/a;; nabyva pro dva nebo vice fadku ¢, neni to nic zavadného, klidné zvolte kterykoli z nich.
V nasledujici simplexové tabulce pak vyjde na pravé strane aspon jedna nula a to v radku, ktery
neni kli¢ovy, ale tykal se jej onen minimélni podil. ReSeni reprezentované touto nasledujici tabulkou
bude tedy degenerované.

2.6.9 Priklad — degenerace.

4r1 + 9 + 423 + 34 — max
r1+xo+204 =2
201+ +4xs <05
I +4$2+2$3+4(£4 § 2
L1y..-,24 z 0
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4 1 4 3 0 0 0 | max

05 1 1 0 2 1 0 0 2
0| 6. 2 1 4 0 0 1 0 5
01 7. 1 4 2 4 0 0 1 2
-4 -1 -4 -3 0 0 0 0

471 1 1 0 2 1 0 0 2
016 0 -1 4 -4 =2 1 0 1
017 0 3 2 2 -1 0 1 0
0 3 4 5 4 0 0 8

471 1 1 0 2 1 0 0 2
016 0o -7 0 -8 0 1 =2 1
4|3 0 1% 1 1 Y% 0 Y 0
0 9 0 9 2 0 2 8

V prvni tabulce volime prvy sloupec jako klicovy, nebot je zde nejzadpornéjsi relativni cena.
Volba kli¢ového prvku v tomto sloupci je nejednoznacna. Tedy jesté pfed provedenim Jordanovy
eliminace vime, Ze piisti tabulka bude obsahovat degenerované feseni. Reseni reprezentované touto
(prvni) tabulkou ovSem degenerované neni.

Reseni reprezentované druhou tabulkou je degenerované (jak jsme jiz diive piedpovédéli).
Pozdéji se ukéze, ze toto feSeni jiz de-facto je optimélni, ale podle relativnich cen to tak nevypada.
Chceme-li optimélni feseni, musime pokracovat volbou kli¢ového prvku ve tfetim sloupci. VSimnéte
si, Ze diky nule na pravé strané volime kliGovy prvek ass. Disledkem je, Ze Gcelova funkce nevzroste.

V dalsi (tfeti) tabulce jiz vime, Ze mame optimdlni FeSeni. Je to ovSem stejné FeSeni jako
v pfedchozi tabulce, pouze je vyjadieno v jiné bazi.

2.6.10 Shora neomezena ucelova funkce. Jde o pfipad zndzornény na obrazku 2.4, str. 14.
Uloha maé pFipustné feSeni, dokonce jich mé& mnoho, ale Z4dné z nich neni optimalni, nebof ke
kazdému z nich existuje pripustné feseni s lepsi ucelovou funkci.

Tuto situaci 1ze pfi vypoctu simplexovou metodou poznat pomérné snadno:

e nebéazicky sloupec a; mé vsechny prvky a;; < 0,
e piislusna relativni cena je zdporna, tj. (z; —¢;) <O0.

V takovém pripadé, vezmeme-li polopfimku zminénou v 2.5.11, str. 21, pak vSechny body této
polopfimky jsou pfipustnymi FeSenimi, nebot pro rostouci A vSechny rovnice ztistavaji zachovany
a zadna souradnice neklesd. Hodnota tucelové funkce je pro kazdy bod této polopfimky rovna
L(xz) — (2; — ¢j) - A. To znamena, ze zvolime-li dostatecné velké A, mizeme na této polopiimce
dostat pripustné feSeni s libovolné vysokou hodnotou tucelové funkce.

V takovém pripadé tedy optimum neexistuje. Je-li cilem tdlohy nalezeni optima, nema smysl
pocitat dal, a to ani kdyby to Slo, tj. i kdyby bylo mozno zvolit klicovy prvek v néjakém dalsim
sloupci se zapornou relativni cenou. Sice bychom nasli bazické pripustné feseni s lepsi ucelovou
funkci, na faktu neomezenosti to ovSem nic zménit nemuize, pouze bychom se zbytecné namahali.

PozNAMKA: Pokud pfi feSeni praktické tlohy zjistite, Ze ticelova funkce je shora neomezend,
zpravidla to znamenad, ze v zadani tlohy chybi néjaka docela podstatnd omezujici podminka.

2.6.11 Priklad — neomezeni tcelova funkce. Resme tlohu 2.2.5, str. 13. Pro pohodli
¢tenare zde zopakujeme jeji zadani i obrazek 2.8:

2r1 +3x2 — max
1 —210 <02
—2x1+ 13y =2
zn 2 0
o =2 0
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2 3 0 0 | max

0| 3. 1 -2 1 0 2
0 4. -2 1 0 1 2
-2 -3 0 0 0

01 3. -3 0 1 2 6
3|2 -2 1 0 1 2
-8 0 0 3 6

Druh4 tabulka reprezentuje feseni (0, 2, 6, 0). Diky relativn{ cené (21 —c¢1) = —8 toto FeSeni nelze

pokladat za optimalni, ale ve vypoctu simplexovou metodou pokracovat nelze, protoze v prvém
sloupci neni prvek, ktery by mohl byt pouzit jako klicovy.

Relativni cena (23 — ¢1) = —8 naznacuje, ze by bylo vhodné zvySovat prvou soufadnici.
Vyjdéme tedy z bodu (0,2,6,0) a pohybujme se po hrané podle 2.5.11. VSechny body polopfimky
(0,2,6,0) + A(1,2,3,0) jsou pFipustnymi FeSenimi. Pro bod polopfimky dany parametrem A je
podle 2.6.1 hodnota ti¢elové funkce rovna —(z; — ¢1) - A = —(—8)A = 8A. Uéelové funkce miize
nabyvat libovolné vysokych hodnot, staci zvolit vhodné A > 0.

T2 —2x1 + 29 <2

2r1 + 3x9 — max

.%1721‘232

1

Obrazek 2.8: Neomezena tcelova funkce, tloha nemé optimalni feSeni.

Jako cviCeni ovérte, ze i kdybychom v prvé simlexové tabulce zvolili kli¢ovy prvek ve druhém
sloupci, dostali bychom sice jiny bod a jinou poloptfimku, ale zéveér, Ze tcelova funkce je shora
neomezend, by byl stejny. Najdéte obé polopiimky na obrazku 2.8.

2.6.12 Jednoznaénost optimalniho feSeni. Jsou-li relativni ceny v8ech nebéazickych sloupcii
kladné, pak feSeni reprezentované touto simplexovou tabulkou je jedingm optimalnim fesenim. Je
totiz nejen optimalni, ale navic vSechny sméry k sousednim bézickym pfipustnym feSenim vedou
ve sméru k ostie horsim feSenim.

V ostatnich pripadech optiméalniho feSeni, tj. kdyz

e Teseni reprezentované tabulkou je optimalni,
e existuje nebazicky sloupec s nulovou relativni cenou,

pak (az na vyjimku degenerovaného p¥ipadu) existuje dalsi optiméalni FeSeni. Toto FeSeni zpravidla
dostaneme jako sousedni bazické pripustné fesSeni, které ma stejnou hodnotu tcelové funkce a je
tedy také optimalni.

Muze se také stat, ze v patficném sméru sousedni FeSeni neexistuje, z bodu reprezentovaného
tabulkou vychézi polopfimka zminénd v 2.5.11 a ponévadz (z; — ¢;) = 0, maji vSechny body
polopfimky stejnou c¢elovou funkci. A ponévadz pocateéni bod polopfimky je optimalnim feSenim,
jsou optimalnimi feSenimi vSechny body polopiimky.
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Pripomenme, Ze mnozina optimalnich feSeni je vidy konvexni. Mame-li tedy dvé rizna opti-
malni FeSeni, pak vSechny body tisecky, kterd tato dvé feseni spojuje, jsou optimalnimi feSenimi.

Chceme-li ziskat vSechna optimdlni Feseni, je tfeba nejprve najit vSechy krajni body, které jsou
optimalnimi Ffesenimi (déld se to podobné jako hleddni viech BPR). Déle je tfeba najit viechny
pripadné krajni sméry, které z téchto bodt vychéazeji. Mnozina vSech optiméalnich feSeni pak je
konvexnim obalem vsech téchto bodi.

2.7 Umélé proménné

2.7.1 Existence pfipustného feseni. Mame-li tlohu LP v kanonickém tvaru a jeji simplexova
tabulka obsahuje Gplnou kanonickou bézi, pak tato loha ma pfipustné reseni. Konkrétné totiz
napf. feSeni reprezentované touto simplexovou tabulkou je bazickym pripustnym reSenim.

Pokud tplnou kanonickou bazi v simplexové tabulce nemame, pfipustné feseni dané tilohy miize
a nemusi existovat. A pravé o tom pojednava tato sekce.

2.7.2 Umeélé proménné a M-uloha. Jestlize vychozi simplexova tabulka neobsahuje iplnou
kanonickou bézi, ivahy uvedené v predchozim oddile 2.6 neplati, nebotf tyto vahy zévisely na
predpokladu, ze iiplnou kanonickou bazi v tabulce méame. Lze si vS§ak snadno pomoci:

Chybéjici bazické sloupce zcela formalné do simplexové tabulky priddme. Proménné odpovida-
jici témto sloupcim nazyvame umélymi proménnymi. Aby vysledna tloha byla v kanonckém tvaru,
pozadujeme i pro umélé proménné jejich nezapornost.

Trik je zalozen na této tivaze: Pokud se pfi vypoc¢tu podari vSechny umélé proménné vynulovat,
bude je mozno ze simplexové tabulky odstranit, a to, co zbude, bude pfipustnym feSenim ptvodni
tlohy. K vynulovani umélych proménnych pouzijeme jiz zndmou simplexovou metodu a vhodnou
,cenovou politiku®.

Cenové koeficienty umélych proménnych proto volime rovny —M, kde M > 0. Ceny umélych
proménnych volime zaporné proto, aby maximalizace tcelové funkce méla za nasledek zmenseni
hodnot umeélych proménnych, tedy jejich pfiblizeni k nule. Hodnotu M > 0 pak potfebujeme
,hodné velkou“ k tomu, aby vliv téchto cenovych koeficientii —M zarucené prevazil nad cenami
ptvodnich, tj. ne-umélych proménnych.

Takto vzniklou rozsitenou tlohu LP nazyvdme M-tilohou.

2.7.3 Konstanta M. Konstantu M je tfeba volit tak, aby jeji vliv v cenovych koeficientech
prevéazil nad vlivem jinjch cenovych koeficientti. Hodnota M nemusi byt nekoneénd (s tou by se
Spatné pocitalo). Staci, aby M > m - (max|¢;|) - (max |z;|)/(min|z;|), kde max |z;|) a (min |z,|)
jsou maximalni a minimalni absolutni hodnota nenulové souradnice nékterého BPR a (max |c;|) je
maximum absolutnich hodnot vSech cenovych koeficienti pivodni tlohy.

Samoziejmeé lze zvolit 1 konstantu vétsi, pfedem se vSak obtizné odhaduje jak velkou. Navic
vypocet s tak velkymi ¢isly by byl navic zatizen zna¢nymi zaokrouhlovacimi chybami.

Proto se konstanta M pouziva jen v teoretickych avahach. Pti praktickém vypocétu konstantu
M pouzivame jen formalné: VSechny relativni ceny a vSechny vybrané cenové koeficienty cp
chapeme jako vyrazy tvaru p 4+ q¢M, kde p, q jsou realna c¢isla. Vyraz p + ¢M lze zaznamenat jako
uspotfadanou dvojici éisel (p,q). Tyto dvojice lze po slozkach seéitat, lze je po slozkdch nésobit
¢islem. Potfebujeme-li tyto vyrazy porovnavat, fidime se nejprve podle koeficientti u M a teprve
kdyz ty nerozhodnou, porovname absolutni ¢leny vyrazt. Tedy

p+agM <p' +q¢M = (¢<q) nebo [(¢g=¢')a(p<p)]

Pokud chcete mit v simplexové tabulce jen obycejna ¢isla a ne vyrazy typu p+qM, lze to vytesit
tak, ze fadek relativnich cen nahradite dvéma fadky, z nichz jeden bude obsahovat koeficienty u M
a druhy bude obsahovat absolutni ¢leny. Dobra zprava je, ze Jordanovu eliminaci 1ze délat s obéma
témito Ffadkami samostatneé.
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2.7.4 M-tloha ma vidy pFipustné feSeni, nebot je to tloha v kanonickém tvaru a m4 tplnou
kanonickou bazi.
Poznamenejme, Ze tim nic nerikdme o existenci pripustného feseni ptivodni ulohy.

2.7.5 Neexistence pripustného rfesSeni. Pokud optimdlni FfeSeni M-tlohy m4 alespon jednu
umélou proménnou nenulovou (tedy kladnou), tj. pokud tcelova funkce tohoto FeSeni je p — gM
pro néjaké nenulové ¢ > 0, pak ptvodni tloha nem4 zadné piipustné feseni.

Kdyby totiz néjaké pripustné feseni méla, pak by toto feSeni, doplnéné o nulové umélé
proménné, bylo lepSim fesenim M-tlohy, nez nalezené optimélni feSeni, protoze hodnota t¢elové
funkce by méla nulovou slozku q. A zadné feSeni memuze byt lepsi nez optimalni.

2.7.6 Existence pripustného reSeni. KdyZ néjaké pripustné feSeni M-tlohy mé vSechny
umélé proménné nulové, pak vynechdnim umélych proménnych dostaneme piipustné (a dokonce
optiméalni) feSen{ ptivodni tlohy.

2.7.7 Optimalni FeSeni M-tlohy. Je-li feSeni M-tilohy optimélni a mé vSechny umélé pro-
ménné rovny nule, pak vynechanim umélych proménnych dostaneme feseni, které je nejen pripust-

nym, ale dokonce optiméalnim feSenim ptvodni tlohy.

2.7.8 Priklad — neexistence pfipustného feseni. Resme tuto tilohu (viz obr. 2.9):

2r1 +3x2 — max
2$1 — T2 Z 2
-1 + 2£C2 z 2
xr1 + X2 § 3
Z1,T2 2 0

T2
2.’171 — X9 Z 2
—x1 + 2$2 Z 2
‘g

O

7 >$1+$2§3

Obrazek 2.9: Piiklad k M-tloze — nema pfipustné feSeni (viz 2.7.8).

Po prevodu na kanonicky tvar dostaneme tilohu s touto simplexovou tabulkou:

2 3 0 0 0 | max

0
. -1 2 0 -1 0
01 5. 1 1 0 0 1

W NN
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Tato tabulka neobsahuje kanonickou bazi, proto ani nemé smysl pocitat relativni ceny z; — c;.
Po doplnéni dvou umélych proménnych dostaneme simplexovou tabulku:

2 3 0 0 0O —-M -—-M max

—M | 6. 2 -1 -1 0 0 1 0 2
-M |7 -1 2 0 -1 0 0 1 2
0|5 1 1 0 0 1 0 0 3
—2 -3 0 0 0 0 0 0

-m —-M M M 0 0 0| —4M

Radek relativnich cen zj — ¢; je zde rozdélen na dvé ¢asti. V horni je slozka ,bez M*“ a v dolni
poloviné tadky je slozka ,,s ndsobky M*“. Tedy napt. pro prvy sloupec je 21 —c; = -2 — M.

2 3 0 0 0 —M  —M ] max

—M | 6. 2 -1 -1 0 0 1 0 2
-M | 1. -1 2 0 -1 0 0 1 2
0|5 1 1 0 0 1 0 0 3
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-m -M M M 0 0 0| —4M

—M | 6 1+1/2 0 -1 —1h 0 1 % 3
312 -1/2 1 0 -1 0 0 L 1
05 1+1/2 0 0 Y 1 0 -1 2
-3-1/2 0 0 —1% 0 0 1 3

—-M —1/2M 0 M %M 0 0 %M | -3M

—-M |6 0 0 -1 -1 -1 1 1 1
312 0 1 0 o 0 Bl 1%
2|1 1 0 0 by 2% 0 -l 1Y

0 0 0 — s 27 0 Bl 7%

0 0 M M M 0 0| -M

M-tloha mé optimalni feseni (15,1%,0,0,0,1,0)7. V tomto feseni je umél4 proménna x¢ = 1
nenulova. Ze je nékterd umélad proménna nenulové, je na prvni pohled vidét z hodnoty tdelové
funkce L = —M +7 %3, konkrétné z nenulové slozky — M. Ptivodni tiloha tedy neméa z4dné p¥ipustné
feseni.

2.7.9 Piiklad — optimalni FeSeni. Resme tlohu (viz obr. 2.10, ktera se od tlohy 2.7.8 jen
nepatrné lisi na pravé strané treti strukturni podminky:

2r1 +3x2 — max
201 — 29 = 2
—x1 + 229 = 2
r1+x0 S5
r1,T3 =2 0

Podobné jako v tloze 2.7.8 je tieba pridat dvé umeélé proménné.
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T2

2x1—x222

—T1 +2(£2 Z 2

\4951 + 3x9 — max

x1

>1‘1+1‘2§5

Obrazek 2.10: Priklad k M-tloze — mé optimdalni FeSeni (viz 2.7.9).

2 3 0 0 0 —-M —-M max

-M 6 2 -1 -1 0 0 1 0 2
-M |7 -1 2 0 -1 0 0 1 2
05 1 1 0 0 1 0 0 5
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-m =M M M 0 0 0| —4M

-M |6 1+1/2 0 -1 — T 0 1 T 3
3|2 —1/2 1 0 —1% 0 0 1 1
0|5 1+1/2 0 0 Y 1 0 —1h 4
—3-1/2 0 0 1% 0 0 1% 3

—M —1/2M 0 M %M 0 0 %M | -3M

2 | 1. 1 0 % -1 0 % s 2
3|2 0 1 -1 -2 0 L s 2
05 0 0 1 1 1 -1 -1 1

0 0 2 2% 0 2% 2% 10

0 0 0 0 0 1 1 0

271 1 0 -1 0 s T 0 21
32 0 1 G 0 % — 0 2%

0| 4. 0 0 1 1 1 -1 -1 1

0 0 A 0 2% -1 0 12%

0 0 0 0 0 1 M 0

Zde optimalni feseni M-tilohy je (2%,2%,0,1,0,0,0)”. Ob& umélé proménné jsou zde nulové,
tedy vektor (2%,2%,0,1,0)7 je optimalnim (a pfipustnym) Fesenim tlohy v kanonickém tvaru a
vektor (2%5,2%)7 je optimalnim fesenim piivodni tlohy.

PozNAMKA: Vsimnéte si, ze jiz ve 3. simplexové tabulce bylo jasné, Ze ptvodni tloha mé
pripustné fesSeni, nebot vSechny (obé&) umélé proménné byly nulové. Vsimnéte si také, ze kdyz
se umeélé proménné dostaly ven z baze, jejich kladné a velmi vysoké relativni ceny brani tomu, aby
se do baze znovu dostaly.

2.7.10 Vyluéovat umélé proménné? Pokud je uméla proménnd vyloucena z béze, pak se
diky relativnim cendm nemuze znovu do baze vratit. Je tedy mozné cely sloupec této proménné
odstranit ze simplexové tabulky a déle pocitat bez néj. Jde-li nAm pouze o optimalni feseni a
nechceme délat dalsi vypocty, mizeme si vynechavanim umélych proménnych trochu usnadnit
vypocet.
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vypadéa sloupec, ktery byl ¢lenem ptvodni baze. Pak samoziejmé musime sloupce vSech umélych
proménnych v simplexové tabulce ponechat a provadét vypocet i s nimi.

2.7.11 Dvoufazova simplexova metoda.

1. faze: Cilem prvé faze je transformovat ptivodni tlohu tak, aby simplexova tabulka obsahovala
aplnou kanonickou bazi.

Do tlohy zavedeme umélé proménné a jejich ceny zvolime —1, ceny ostatnich proménnych
volime nulové. Tuto pomocnou tlohu fesime béznou simplexovou metodou a najdeme jeji
optimalni feSen{ (zarucené existuje).

Pokud optimélni feSeni prvé faze mé nenulovou umélou proménnou (a tedy i nenulovou
hodnotu ucelové funkce), pak pivodni tloha nemé Zadné pfipustné feseni (z podobnych
duvodi jako v 2.7.5). Vypocet v tomto piipadé kondi.

2. faze: Pokud vypocet neskondéil v 1. fazi, odstranime v8echny umélé proménné (jsou totiz nulové)
a vratime se k cenovym koeficienttim z ptivodni tlohy a tlohu vyfesime béznpou simplexovou
metodou.

Dvoufazova simplexova metoda ma proti M-tloze jednu vyhodu a dvé nevyhody.

Vyhodou dvoufazové metody je, ze se v ni pouziva zcela standardni simplexovd metoda, kde
vSechny cenové koeficienty i relativni ceny jsou obycejna realna ¢isla a ne vyrazy typu p + qgM.

Dvoufazova metoda vsak neni jednodussi, je totiz komplikovana néasledujici moznosti: vysledkem
prvé faze mize byt degenerované reseni, ve kterém uméla proménna sice mé nulovou hodnotu, ale je
soucasti kanonické béze. Pokud k tomu dojde, nelze vS§echny umélé proménné jednoduse odstranit,
protoze bychom tak pfisli o kanonickou bazi. Reseni existuje, ale neni zcela trivialni.

Hlavni nevyhodou dvoufazové metody je nizsi efektivnost. V prvé fazi se totiz hleda jakékoli
pripustné feseni bez ohledu na tcelovou funkei ptivodni tlohy. Pfitom pomocné tloha feSené v prvé
fazi typicky méa vicezna¢né optimum. Je tedy zcela ndhodné, které feSeni se stane vychodiskem pro
druhou fazi vypoctu. Kdybychom v prvé fazi v pfipadé nejednoznacnosti mohli vzit v ivahu i cenové
koeficienty pavodni acelové funkce, mohla by druhd faze vypoctu zacinat z lepsiho vychoziho FesSeni
a mohla by tedy byt (v priméru) rychlejsi. Pravé na této myslence je zaloZzena M-tloha a proto
se v ni pouzivaji tak divné cenové koeficienty.

2.7.12 Dvé faze reseni M-alohy. PrifeSeni M-tulohy lze také rozliSovat dvé faze FeSeni. Prva
faze trva, dokud m4 alespon jedna uméld proménné nenulovou hodnotu. Pak nasleduje druha faze.
Ve druhé fazi jiz hodnoty umélych proménnych zistavaji nulové. (Tim nic nefikdme o tom, zda
umélé proménné jsou nebo nejsou v bazi. V pfipadé degenerace v bazi zistat mohou.)

2.8 Soudinovy tvar matice soustavy

2.8.1 Radkové tpravy a nasobeni matic. Mé&me libovolnou matici, oznaéme ji tieba A.
Radkovymi tpravami matice A zde rozumime

e nésobeni fadku matice A Cislem,
e pricteni ndsobku fadku matice A k jinému fadku téZe matice,
e zaménu dvou fadkt matice A.

Stejného efektu jako témito Ffadkovymi ipravami lze dosdhnout také tak, ze matici A vynasobime
zleva vhodnou ¢tvercovou matici B.

Kde matici B vezmeme? Vezméte jednotkovou matici E fddu m a provedte s ni zamyslenou
fadkovou tpravu. Vysledna ¢tvercova matice (ozna¢me ji B) m4 tu vlastnost, ze kdyZ touto matici
B vynéasobime zleva jakoukoli matici A o m fadcich, vysledek bude stejny jako kdybychom tu
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rfadkovou upravu provedli pfimo s matici A. Vyzkousejte si to na nékolika piikladech, opravdu to
funguje.

Pozor, je tfeba nésobit zleva. Nasobeni zprava by délalo sloupcové tUpravy a ty zde ted
nepotiebujeme.

Provadime-li sérii nékolika fadkovych Gprav, mizeme se na to divat tak, ze jsme matici postupné
vynasobili zleva nékolika Gtvercovymi maticemi. A ponévadZ nésobeni matic je asociativni (tj.
nezalezi na uzdvorkovani), i série mnoha Fadkovych tprav je totéz jako vyndsobeni vhodnou
¢tvercovou matici zleva.

2.8.2 Soudinovy tvar matice soustavy. Uvazujme dvé simplexové tabulky: prvni (vychozi),
ze které byl zahdjen vypocet a posledni, kterd je vysledkem dosavadniho (moznd i neiplného)
vypoctu. Oznac¢me B ¢tvercovou matici tvofenou témi sloupci vychozi tabulky, které jsou v posledni
tabulce ¢leny kanonické baze. Poradi sloupcti v matici B je dtlezité a je odvozeno od poradi sloupcti
v posledni kanonické bazi.

Rozsifenou matici soustavy rovnic v posledni tabulce jsme dostali posloupnosti radkovych
uprav. Téhoz vysledku jsme mohli dosahnout také tim, ze bychom vychozi matici soustavy
vynésobili zleva matici B~!, tj. inverzni matici k matici B.

2.8.3 Priklad. V tloze 2.7.9 je vychozi kanonicka baze tvofena sloupci 6, 7 a 5 v tomto poradi.
Pozor, poradi je dilezité.

Vezméme posledni simplexovou tabulku a z ni tytéz sloupce 6, 7 a 5 ve stejném poradi, v jakém
byly ve vychozi tabulce. Dostaneme matici

Y5 0
Bl=| - 0 %
-1 -1 1

Kdybychom tuto matici znali pfedem, mohli bychom posledni simplexovou tabulku (pfesnéji,
jeji podstatnou ¢ast, totiz rozsifenou matici soustavy rovnic) ziskat tak, Ze bychom matici soustavy
z vychozi tabulky vynasobili zleva touto matici B~1. Ovéite.

Mimochodem, toto plati nejen pro posledni tabulku, ale pro kazdou. Kazd4 mé ovSem ,svou“
matici.

2.8.4 Revidovana simplexova metoda se od bézné simplexové metody li§i tim, Ze vychozi
roz§ifenou matici soustavy ponechava v ptivodnim stavu. Namisto aby se Jordanovou eliminaci
upravovala celd matice soustavy, upravuje se pouze mensi matice B~!. Relativni ceny z; — cj se
pocitaji podle vzorce z; — ¢; = B~'a; — ¢; kde a; je j-ty sloupec piivodni matice soustavy.

Pro¢ tak slozité? Vyhoda se projevi u tloh, jejichZ matice soustavy je hodné velkd a ¥idka (m4
hodné malé procento nenulovych prvki). Ridké matice lze v paméti pocitace ukladat tspornéji a
Ize s nimi efektivné pracovat, ale Jordanovou eliminaci by fidkost matice velmi rychle vzala za své.

Pocitacové programy pro feSeni rozsdhlych tloh LP jsou zpravidla zaloZeny na revidované
simplexové metodé (ale vyuzivaji jesté dalsi triky).

2.9 Zmény ve vypoctené tuloze
Mize se stat, ze mate vypocteno optimalni feSeni a dodatecné dojde ke zméné zadani. Ukézeme,
7e neni tfeba opakovat cely vypocet. Predpokladem je, ze ke stavajicimu optimalnimu feSeni je

k dispozici i odpovidajici simplexova tabulka.

2.9.1 Stabilita FeSeni. se zabyva otdzkou jak mnoho se miZe zménit zadani tlohy, aby to
nemeélo vliv na optiméalni feSeni.
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Ménit se mohou cenové koeficieny (v praxi velmi casté), pravé strany (napf. disponibilni
mnozstvi materidlu), nebo strukturni koeficienty (napft. vlivem zmény technologie vyroby).

2.9.2 Jednorazova zmeéna cen. Je tieba si uvédomit, %Ze mnozina pfipustnych feSeni se
nezménila. V simplexové tabulce se tedy zméni pouze horni fadek c' a tato zména ma vliv na
sloupec bazickych cenovych koeficientli cgp a na fadek relativnich cen z; — ¢;. Zbytek tabulky, t;j.
zejména rozsifend matice soustavy rovnic, zistava beze zmény.

Staci tedy spocitat nové relativni ceny. Vyjdou-li vSechny nezaporné, pak feSeni reprezentované
tabulkou je optimalnim fesenim i po zméné cen. Vyjde-li né€kterd relativni cena zaporna, lze
jednoduse pokracovat ve vypoctu simplexovou metodou a najit nové optimalni feSeni nové tlohy.

2.9.3 Priklad. V piikladé 2.6.6 zménime pivodni cenovy vektor (2,3) na (3,4). Pfipomenme,
Ze simplxova tabulka s optimalnim fesenim byla

| 2 3 0 0 0 [ max |
013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 o % 4
2|1 1 0 0 -Y% Y 1
0 0 0 V5 o2%| 14
Zméni-li se cenovy vektor napt. na (3,4), zméni se tabulka takto:
| 3 4 0 0 0 [ max |
013 0 0 1 1 1 9
4|2 o 1 0 B % 4
31 1 0 0 % 1
0 0 0 Y 3% 19

Relativni ceny se sice zménily, ale ziistaly nezdporné. Reseni (1,4,9,0,0) tedy zfistalo optimalni.

Uvazujme nyni jinou zménu cen, feknéme na (4,3). V tomto piipadé se simplexovd tabulka
zméni na

] 4 3 0 0 0 \ mazx ‘
013 0 0 1 1 1 9
312 0 1 0 B % 4
401 1 0 0 % 14 1
0 0 0 -1 371 16

Tentokrat relativni ceny nepotvrzuji, Ze feseni (1,4,9,0,0) je optimalni. Chceme-li optimélni FeSeni
zménéné ulohy, je treba okracovat ve vypoctu. Podstatné ovSem je, ze lze pokracovat od posledni
simplexové tabulky (samozfejmé po provedeni vySe popsané zmény). Neni t¥eba opakovat cely
predchazejici vipocet od zacatku.

2.9.4 Zména cen linearné zavisla na parametru. Ceny se v praxi neustale méni. Uvazujme
zménu cen linedrné zavislou na ¢ase ¢ a to takovou, Ze ptivodni ceny (pro které mame vypoéteno
optimalni feseni) odpovidaji ¢asu ¢t = 0. Cenovy vektor ¢ + td tedy je linedrni funkci asu.

Otazka je, v jakém rozsahu parametru ¢ ztustane stavajici feseni optiméalni. Vysledkem bude
interval hodnot parametru t.

Reseni je opét snadné, staci v simplexové tabulce poéitat s cenami zavislymi na parametru ¢.
Z predchoziho vime, Ze zména se tyka pouze béazickych cenovych koeficientt a (hlavné) relativnich
cen. Relativni ceny ovSem vyjdou zavislé na parametru t.

Aby feSeni reprezentované tabulkou bylo mozno pokladdat za optimalni, musi byt vsechny
relativni ceny nezaporné. Pro kazdou nebazickou relativni cenu tedy méme nerovnost (ktera rik4, ze
tato relativni cena je nezapornd). ReSenim takto vzniklé soustavy linedrnich nerovnosti je interval
a nebo prazdna mnozina.
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2.9.5 Priklad linearni zmény cen. V piikladé 2.6.6 uvazujme zménu puvodniho cenového
vektoru (2,3) na vektor (2 + 2t,3 + t), kde ¢ je parametr. Simplexova tabulka se (podobné jako
v 2.9.3) zméni na

[2+2t 3+t 0 0 0] max |

0] 3. 0 0 1 1 1 9
3+t | 2. 0 1 0 s Yy 4
242t | 1. 1 0 0 -1 1 1
0 0 0 -5t 2% +1%t | 14+6t

Reseni (1,4,9,0,0) reprezentované tabulkou bude optimalnim fesenim, budou-li relativni ceny
nezaporné, tedy bude-li platit

1/3 - 1/3t
2% + 1 st

v IV
o

tedy bude-li —2 <t < 1.

Pro t > 1 jiz stavajici feSeni neni optimalni, nebot relativni cena z4 — ¢4 je zdporna. Chceme-li
znat optimalni feseni pro ¢t > 1, zvolime klicovy prvek ve 4. sloupci a provedeme dalsi krok
simplexové metody. Dostaneme tabulku

[2+2t 3+t 0 0 0] max |

0] 4. 0 0 1 1 1 9
3+t 2 0 1 — 14 0 s 1
242t | 1. 1 0 s 0 % 4
0 0 —+ Lt 0 2+ 1%t | 11+ 9t

Tato tabulka reprezentuje feSeni (4,1, 0,9, 0) a toto Feseni je optimalnim FeSenim pro v8echna ¢t = 1.
Vsimnéte si, ze pro t = 1 zde mame dvé simplexové tabulky, které reprezentuji dvé rizna
optimalni feseni (1,4,9,0,0) a (4,1,0,9,0). Mnozina optimdlnich feseni je v tomto piipadé tsecka
mezi témito dvéma body.
Podobné, chceme-li znat optimum pro ¢ < 2, zvolime klicovy prvek v 5. sloupci a po provedeni
jednoho kroku simplexové metody dostaneme tabulku

’ 242t 3+t 0 0 0\ max‘

3. -3 0 1 2 0 6

3+t 2. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 3
—8 — 4t 0 0 3+t 0|6+2t

ktera reprezentuje feseni (0,2,6,0,3). Toto FeSeni je optimalnim FeSenim pro hodnoty parametru
-3<t< -2,

Pro hodnoty parametru ¢ < —3 zvolime klicovy prvek ve 4. sloupci a po provedeni eliminace
dostaneme simplexovou tabulku

2+ 2t 3+t 0 0 0 | max

0| 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. —2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
—2-2t —-3-—t 0 0 0 0

Reseni (0,0,2,2,5) reprezentované touto tabulkou je optimalnim fesenim pro vSechna t < —3.
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Zavislost optimalniho feseni na hodnoté parametru t lze shrnout takto:

parametr optimalni feSeni
t< =3 (0,0,2,2,5)
t=-3 usecka (0,0,2,2,5)(0,2,6,0,3)
—JI<t< =2 (0,2,6,0,3)
t=-2 usecka (0,2,6,0,3)(1,4,9,0,0)
-2<t<1 (1,4,9,0,0)
t=1 usecka (1,4,9,0,0)(4,1,0,9,0)
t>1 (4,1,0,9,0)

2.9.6 Zména pravych stran. muze v praxi znamenat napf. zménu disponibilniho mnozstvi
néjakého zdroje. Material mohla vzit velkd voda, dodavatel mohl vypovédét smlouvu nebo naopak
uvazujeme o koupi dalstho materidlu. Ve vSech téchto pfipadech je tfeba zjistit vliv zmény
omezujicich podminek na optimalni feSeni a na jeho tcelovou funkci.

Na rozdil od ménicich se cen, které maji za nasledek skokové zmény optimalniho feseni, ménici
se pravé strany maji za nasledek spojité zmény optimalniho feseni. Rovnéz zde neni tfeba opakovat
cely vypocet. Je-li k dispozici simplexova tabulka s optimalnim fesenim, a vime-li jak na to, lze
Gcinek zmény pomeérné snadno vyhodnotit.

Je-li v tilloze ptivodni vektor pravych stran b nahrazen vektorem &', pak v simplexové tabulce,
ktera reprezentuje optimalni feSeni se zméni pouze vektor pravych stran. Vyplyva to z poznatki
2.8.2 0 sou¢inovém tvaru matice soustavy rovnic. Zatimco v piivodni tloze to bylo B~1b, ve zménéné
tloze to bude B~1¥.

Maéme-li tedy simplexovou tabulku, kterd reprezentuje optimalni feSeni (tj. relativni ceny jsou
nezaporné), a zname-li polohu piivodni kanonické baze ve vychozi simplexové tabulce, snadno ze
simplexové tabulky optimalniho FeSeni zjistime matici B~! a vypoéteme zménénou pravou stranu
B~ 1v.

Pokud ve zménéné tabulce vyjdou vSechny pravé strany nezaporné, pak feSeni reprezentované
touto tabukou je optimélnim fesenim zménéné tulohy.

Vyjde-li nékterad prava strana zaporna, pak feSeni reprezentované tabulkou neni ptipustné. Lze
si pomoci takzvanou dualné simplexovou metodou.

2.9.7 Dualné simplexova metoda se od normélni simplexové metody lisi jinou volbou kli¢o-
vho prvku. Pfedpokladame, Ze relativni ceny jsou nezaporné a snazime se, aby byly nezaporné i
pravé strany.

1. Zvolime klicovy radek i, ve kterém b; < 0.

2. V i-tém fadku zvolime klicovy prvek a;; < 0 takovy, Ze podil (z; —¢;)/ai; je nejvétsi (ovSem
zéporny, tedy nejblize nule).

3. Pak provedeme Jordanovu eliminaci jako v bézné simplexové metodé.

Tyto kroky opakujeme, dokud nejsou vSechny pravé strany nezaporné.
Duélné simplexobva metoda zachovava nezapornost relativnich cen a snazi se dosdhnout
nezapornosti pravych stran.

2.9.8 Priklad zmény pravych stran. V piikladé 2.6.6, str. 23 uvazujme zménu puvodniho
vektoru pravych stran (2,2,5) na novy vektor (2,3,4).

Pfipomenme, ze ve vychozi simplexové tabulce tvofily kanonickou bézi sloupce 4., 5. a 6.
(v tomto poradi) a simplxova tabulka s optimalnim FeSenim byla
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| 2 3 0 0 0 [ maz |
013 0 0 1 1 1 9
3 o 1 0 % % 4
211 1 0 0 —1 1 1
0 0 0 s 2% 14
Novéa prava strana v tabulce s optimalnim fesenim je
2 1 1 1 2 9
Bl |3 |=|10 Y% % 3 =1 3%
4 0 =% 4 i
a nova simplexova tabulka vypada takto:
| 2 3 0 0 0 [ mazx |
01 3. 0 0 1 1 1 9
312 0 1 0 s | 3%
2| 1. 10 0 —% Y i
0 0 0 h 2% [11%

Optimalni feseni se tedy zméni na ( %5,3%,9,0,0).

2.9.9 Zména pravych stran zavisla na parametru. Jsou-li pravé strany strukturnich pod-
minek linedrné zévislé na parametry ¢, miizeme pomoci nasobeni matici B~! zleva zménu promit-
nout do simplexové tabulky, ktera representuje optimalni feseni. Vysledna prava strana, tj. vlastné
souradnice optimalniho feseni budou samoziejmé také linearné zaviset na parametru t.

Vysledné optimalni feseni ovSem musi byt pfipustné, tj. vSechny hodnoty pravych stran musi
byt nezaporné. To vede na soustavu lineatnich nerovnosti, jejimz feSenim bude interval, ve kterém
je dané bazické feseni pripustné a je tedy optimélnim fesenim tlohy s parametrem.

Poznamenejme, ze zavislost optimalniho feSeni na parametru zde neni skokova, ale spojita.

2.9.10 Priklad linearni zmény pravych stran. V piikladé 2.6.6, str. 23 uvazujme zménu
ptivodniho vektoru pravych stran (2,2,5) na novy vektor (2,2 +¢,5).

Pfipomenime, ze ve vychozi simplexové tabulce tvofily kanonickou bazi sloupce 4., 5. a 6.
(v tomto poradi) a simplxova tabulka s optimalnim FesSenim byla

’ 2 3 0 0 0 \ max ‘

01 3. 0 0 1 1 1 9

3|2 0 1 0 s 2 4

2| 1. 1 0 0 —1 s 1

0 0 0 5 2%]| 14

Nova prava strana v tabulce s optimalnim FeSenim je
2 1 1 1 2 9+t

Bl 2+t =10 % 2% 24+t | = 4+ st
4 0 —Y i 5 1— it

Optimaln{ feseni z8visl0 na parametru tedy bude (1 — st,4 + Yt,9+¢,0,0), ale to jen v rozsahu

parametru, ktery spliiuje soustavu nerovnosti

941t
4+1/3t
1— Yt

tedy v rozsahu —12 < ¢ < 3.

v 1V v
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2.9.11 Prfidani nové omezujici podminky je klicovou soucasti nékterych vypocetnich me-
tod, napt. metodu vétvi a mezi 4.3, metody seénych nadrovin nebo metody generovani omezujicich
podminek 2.9.13. Samoziejmé lze zde popsany postup pouzit i v situaci, kdy jsme na néjakou
podstatnou omezujici podminku zapomnéli.

Méame-li vypocteno optimalni Feseni a pridame-li k tloze omezujici podminku, jsou dvé moz-
nosti. Bud stavajici optimdlni feSeni novou podminku spliiuje nebo nikoli. Pokud splituje, je vlastné
pridani takové podminky zbyteéné: tiloha ma stejné optimalni feSeni, af uz podminku pfiddme nebo
nikoli.

Déle se tedy zabyvejme pfipadem, kdy optimélni feSeni novou omezujici podminku nespliuje
a budeme predpokladat, ze zndme nejen optimalni feseni, ale i prislusnou simplexovou tabulku,
ktera toto feSeni reprezentuje.

Vypocet pii pfidani nové omezujici podminky spocivéa ve trech krocich:

e pridani nového radku a sloupce do simplexové tabulky,
e uprava tabulky s cilem ziskat opét kanonickou bazi a
e nalezeni pfipustného reseni.

Nyni tyto t¥i kroky popiseme podrobnéji:

1. Do simplexové tabulky pfidame tfadek a sloupec. Provedeni se lisi podle typu ptidavané
podminky:

Podminku typu < pfevedeme na rovnici zavedenim nové dopliikové proménné. V simple-
xové tabulce jednoduSe pfidame Fadek a sloupec. Sloupec nové dopliikové proménné
bude ¢lenem baze.

Podminku typu = pfiddme jako novy fadek a pro tento fadek pfidame sloupec nové umélé
proménné (s cenovym koeficientem —M. Sloupec umélé proménné bude élenem béaze.

Podminku typu = vynésobime koeficientem —1, ¢imz ji pfevedeme na podminku typu <,
tedy na pripad popsany vyse.

2. Obnovime kanonickou bézi. Bazické sloupce mohou v pfidané fddce obsahovat (a typicky
obsahuji) nenulové koeficienty. Proto k nové fadce pfic¢teme vhodné nisobky ostatnich Fadek
tak, aby byla kanonickd baze obnovena. Poznamenejme, ze dosavadni bazické sloupce v bazi
zustévaji (proto je nutné je obnovit) a k nim pfibyva nové pfidany sloupec (se kterym neni
nutno nic délat).

3. Vypocteme relativni ceny.

4. Vyjde-li na pravé strané v pridané fadce zadporna prava strana, pouzijeme dualné simplexovou
metodu 2.9.7, str. 35.

2.9.12 Priklad — pridani omezujici podminky. K tloze 2.2.2, str. 12 vyfesené v 2.6.6,
str. 23 pfiddme novou omezujici podminku x; + 2x2 < 6.
Simplexova tabulka, reprezentujici optimélni feseni je

2 3 0 0 0 | max
0|3 0 0 1 1 1 9
312 0 1 0 s 2/3 4
21 1 0 0 - 1/3 1/3 1
0 0 0 1/3 2 2/3 14

Ve shodé s 2.9.11 pfidame fadek nové podminky a jednu doplitkovou proménnou. Dostaneme
tabulku
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2 3 0 0 0 0 | max
0]3 0 0 1 1 1 0 9
312 0 1 0 o 2 0 4
2|1 1 0 0 % 14 0 1
0|1 1 2 0 0 0 1 6

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bazi, jeji prvé dva sloupce jsou poskozeny novym fadkem.
Abychom obnovili kanonickou béazi, k novému fadku pri¢teme tieti fadek a dvojnasobek druhého
fadku. Tim dostaneme tuto tabulku:

2 3 0 0 0 0 | max
03 0 0 1 1 1 0 9
3|2 0 1 0 L Y 0 4
2|1 1 0 0 —Y% L 0 1
01 0 0 0 —% —1% 1| -3
0 0 0 I 2% 0 14

Reseni reprezentované touto tabulkou neni pifpustné. Pokra¢ujeme dualné simplexovou metodou
2.9.7, str. 35.

2 3 0 0 0 0 | max
0| 3. 0 0 1 0 -4 3 0
3| 2. 0 1 0 0o -1 1 1
2 | 1. 1 0 0 0 2 -1 4
0| 1. 0 0 0 1 5 =3 9
0 0 0 0 1 1 11

Optimalni FeSeni zménéné tlohy je (4,1,0,9,0,0).

2.9.13 Generovni omezujicich podminek. Je-li vSech omezujicich podminek pfilis mnoho,
mizeme postupovat takto:

Pfedpokldddme, Ze mezi omezujicimi podminkami tlohy je mnoZina podminek (oznacme ji Q)
takovd, ze podminek v mnoziné ) je mnoho, ale pro jakékoli konkrétni feSeni je relativné snadné
zkontrolovat platnost vsech omezujicich podminek z mnoziny Q.

e Ulohu fesime bez omezujicich podminek z mnoziny Q.

e Zkontrolujeme, zda nalezené optimalni feSeni z spliuje vSechny podminky z mnoziny Q.
Pokud spliuje, vypocet konéi, x je optimalnim fesenim tlohy se vSemi podminkami z mno-
ziny Q.

e 7Z mnoziny ) Vybereme (ne nutné vSechny) omezujici podminky, které nejsou stévajicim
optimalnim feSenim splnény, a tyto podminky k tloze pfidame.

Mame-li $tésti, pak nalezneme feSeni celé tlohy se vSemi podminkami @, aniz by je bylo
nutno pridavat vSechny. Casto sta¢i piidat jen nepatrny zlomek z celkového poétu vsech moznygch
podminek.

2.10 Dualita

2.10.1 Standardni tvar tlohy LP. Uloha linearniho programovani je ve standardnim tvaru,
jestlize

e Ucelova funkce se maximalizuje,
e na vSechny proménné se klade podminka nezapornosti a
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e vSechny strukturni podminky jsou typu ,,<¢.

Jinymi slovy, iloha mé tvar
c’'z — max
Az <)
20

Kazdou tlohu LP lze prevést na standardni tvar.

2.10.2 Symetrické dualni Glohy je dvojice tloh LP tohoto tvaru:

P: 'z — max D: bTy — min
Ar <b ATy > ¢
20 y=0

Tedy s nadsazkou ,,obrat co miizes“. Ale pozor, vektory x a y typicky maji riizné pocéty sourad-
nic. Slozky vektoru y odpovidaji (po¢tem i vyznamem) strukturnim podminkdm tlohy P a naopak
slozky vektoru x odpovidaji strukturnim podminkédm tlohy D.

Symetrii je tfeba chépat takto: K tloze A, kterd je ve standardnim tvaru, sestrojime duélni
alohu B. Ulohu B pfevedeme na standardni tvar, dostaneme tilohu C. K tiloze C sestrojime dualni
tlohu D. Kdy#Z pak tlohu D pfevedeme na standardni tvar, dostaneme ptvodni tlohu A.

2.10.3 Priiklad — problém vyZivy a vyrobce pilulek. Problém vyZivy spociva v urceni,
kolik kterého jidla mame snist, abychom se stravovali co nejlevnéji. Jiz bylo zminéno v 2.1.6, str. 11,
ze jde o specialni pfipad tlohy o smési. Predpokladejme nésledujici oznaceni:

x;  kolik jidla j méme snist za rok,

¢j  cena jednotkového mnozstvi jidla j,

b; ro¢ni potfeba ziviny i,

a;; mnozstvi ziviny ¢ v jednotkovém mnozstvi jidla j.

Problém vyzivy pak ma tvar

cx — min
Az = b
z =2 0,

jde tedy o tulohu D z 2.10.2.

Ptedstavme si nyni ponékud scifi situaci, kdy existuje v§robce &istjch Zivin v podobé pilulek
a tento vyrobce chce pilulky prodavat a cenové konkurovat prirozené stravé. Predpokladejme, ze
spotrebitelé jsou jiz tak degenerovani, zZe se fidi pouze cenou, nikoli tim, co jim chutna. Pfirozenou
snahou vyrobce pilulek je maximalizace trzeb za pilulky, ale nesmi to s cenami pilulek piehnat.
Aby pilulky byly konkurenceschopné, je nutné, aby zadné jidlo nebylo levnéjsi, nez jeho ,pilulkovy
ekvivalent®. Vyrobce také nechce zadné pilulky dotovat, tj. platit lidem za to, Ze je ji. Spatné by
se mu to kontrolovalo.

Oznacime-li y; prodejni cenu jednotkového mnozstvi pilulek obsahujicich zivinu i, 1ze problém
vyrobce pilulek formulovat jako Glohu P z 2.10.2.

c'r — max
Az < b
z =2 0.

Cile stravnikiu a vyrobce pilulek jsou antagonistické. Matematicky vztah duality mezi obéma
tlohami je matematickym obrazem tohoto antagonismu. Podle véty o dualité 2.10.9 Ma-li jedna z
uloh optimalni FeSeni, méa je i druhd a obé pfitom dosdhnou stejné hodnoty ucéelové funkce.
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2.10.4 Dualni tloha k obecné tuloze LP. Vztah duality lze rozsfit na obecné tlohy LP.
Pocet proménnych v jedné tloze je roven poctu strukturnich podminek ve druhé tloze. Matice
strukturnich podminek se transponuje, cenové koeficienty a koeficienty pravych stran si navzajem
vymeéni roli. Zbyva urcit orientaci nerovnosti u strukturnich podminek a omezujici podminky pro
jednotlivé proménné. Ty jsou vzajemné provazany podle této tabulky

P D
cTx — max bTy — min
Az S by ¥ 20
Az 2 b; ¥ =0
Aix=1b; Y; neomezeno
z; 20 aJTy 2 ¢
z; =0 a;ry <S¢
Z; neomezeno a;ry =¢j

kde znaceni A, ¢, b, x se vztahuje k tloze P a y je vektor proménnych tlohy D. A; je i-ty fadek a
a; je j-ty sloupec matice A.

Pozor, vS§imnéte si, Ze ne vSechny nerovnosti se obraci.

Tabulku si neni tfeba pamatovat. Kterd nerovnost se obraci lze snadno odvodit z lehce
zapamatovatelného vztahu mezi symetrickymi dualnimi tilohami.

2.10.5 Dualni uloha k dualni dloze je ekvivalentni s puvodni tlohou. Ovéite to na
prikladé.

2.10.6 Vé&ta. Je-li x pfipustné v tloze P a y pifpustné v tiloze D, pak plati ¢tz < bTy.

DUKAZ:
o S (ATy) e =yT Az < yTh=0"y

2.10.7 Dausledky.

1. Ma-li tloha P shora neomezenou ucelovou funkci, pak D nemé pfipustné reSeni.
2. M4-li aloha D zdola neomezenou ucelovou funkci, pak P nema piipustné feSeni.

2.10.8 Véta. Jsou-li x a y piipustné feseni (kazdé ve své tloze) a plati-li ¢’z = b7y, pak z a y
jsou optimalnimi FeSenimi (kazdé ve své tloze).

Jde o trividlni, ale pozoruhodny, dtsledek tvrzeni 2.10.6, nebot plati nezavisle na zptisobu, jak
jsme ziskali feseni = a y, ktera splnuji predpoklady. Mohli jsme je i uhodnout.

2.10.9 Véta o dualité. Ma-li tloha P optimalni feSeni z, pak i k ni dualni tloha D méa
optimalni FeSeni (ozna¢me je y) a obé optimélni FeSeni maji stejnou hodnotu tcéelové funkce (tedy
T T

c'z=">b"y).

DUKAZ: vyplyne z néasledujiciho:
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2.10.10 Jak najit dualni feSeni v simplexové tabulce primarni tlohy. Vyjdéme z tlohy
ve standardnim tvaru. Vychozi simplexova tabulka mé tvar:

cT 0 max
0 A FE b
s 0 0

Vysledné simplexova tabulka s optimélnim feSenim pak méa tvar:

cB B~lA B! B~

cEB7tA—-cT | EB7Y | EB71

Tvrzeni: y = (c5B~1)7 je optimalnim fesenim dudlni tlohy.

A vskutku. Reseni y je pfipustnym feSenim, nebot ve vysledné tabulce jsou vsechny relativni
ceny nezdporné. A ticelova funkce dudlniho feseni L(y) = yTb = cEB~1b je rovna tidelové funkci
L(z). Tedy podle 2.10.8 je i y optimalnim Fesenim dudlni tlohy.

2.10.11 Véta o rovnovaze. Nechf x a y jsou pFipustnd FeSeni (kazdé ve své tloze). Pak x a y
jsou optimalni feSeni (kazdé ve své tloze) pravé tehdy kdyz

Vi Ax<b = y; =0
Vi afy>cj = z;=0

PozNAMKA: Na zdkladé véty o rovnovaze bylo vymys$leno nékolik efektivnich algoritmi pro feSeni
uloh zaloZenych na linedrnim programovani. Tyto algoritmy hledaji soucasné feSeni obou uloh,
primarni i duélni, a to tak, Ze se rtiznymi triky snazi splnit podminky véty o rovnovaze. Jakmile
toho dosdhnou, podle véty o rovnovaze mame optimalni feSeni obou tuloh. Prikladem takového
algoritmu je metoda MODI pro feseni dopravni tlohy, viz 3.3, str. 47.

DUKAzZ: Plati

Vi Ax<b = y; =0 —s Vi yZ(Al.fU — bl) =
Y ajTy >c¢i = x;=0 Y xj(aJTy —cj) =

a

2.10.12 Vypocty s pomoci duality. Nékteré tilohy (kde by bylo mnoho umélych proménnych)
muze byt vyhodnéjsi fesit oklikou pfes duélni lohu takto: Danou tlohu ozna¢me A. Zformulujeme
k ni dudlni dlohu B, vyfesime ji (najdeme optimum) a v posledni simplexové tabulce najedeme
optimélni feSeni nejen ulohy B, ale i optimalni feSeni ulohy C, kterd je dudlni k B a tudiz je
ekvivalentni k tloze A.

2.10.13 Dualni ceny. Slozky y; optimélniho feSeni dudlni Glohy jsou ¢asto nazyvéany dudlnimi
cenami. Nazev je inspirovan faktem, Ze jde vlastné o ocenéni pravych stran strukturnich omezujicich
podminek v nésledujicim smyslu: kdyz (v primarni tloze) zvysime pravou stranu b; o malou
hodnotu A, zvysi se ucelova funkce o hodnotu Ay;.
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Napriklad v klasické aplikaci LP na planovani vyroby pfi omezenych zdrojich dualni cena y;
vyjadiuje, jak dovedeme omezujici i-ty zdroj pfeménit na zisk. To je velmi dulezity idaj. Chceme-li
zvysit zisk, vidime hned, za jaké ceny mé nebo nemé smysl omezujici zdroje nakupovat.

Podrobnéjsi vyklad tykajici se zmén pravych stran, napf. jak velké smi byt to A, aby dualni
cena y; méla popsany vyznam, viz 2.9.6.

Poznamenejme, Ze omezujici zdroj, ktery nejsme schopni plné vyuzit (jeho doplitkovd proménna
je kladnd), mé dudlni cenu nulovou. Ostatné to tvrdi i véta o rovnovaze.

Vsimnéte si, ze i v prikladé 2.10.3 ceny pilulek odpovidaji tomu jak se méni hodnota tcelové
funkce problému vyzivy. Kdyby potfeba ziviny i klesla o A, hodnota ucelové funkce by klesla o
yiA.

A také naopak, ceny jidel jsou dualnimi cenami pro problém vyrobce pilulek. Kdyby se snizila
cena jidla j o hodnotu A, vyrobce pilulek by reagoval zménou cen pilulek a jeho maximalni mozna
trzba by se snizila o z;A.
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Kapitola 3

Dopravni tloha

Dopravni tlohu jsme definovali jiz v 2.1.7, str. 11 a ukazali jsme, ze jde o specialni pripad tlohy
linedrniho programovéni. V této kapitole (kromé aplikaci a nékolika zdkladnich fakt) uvedeme
podstatné vyhodnéjsi algoritmy.

3.1 Zakladni fakta a aplikace

Pro pohodli ¢tenaie zopakujme definici dopravni tlohy.

3.1.1 Dopravni tloha. Mame m dodavateld, ktefi dodavaji stejny druh zbozi a n spotiebitel,
ktefi je spotfebovavaji. Zname ceny za dopravu mezi viemi dodavateli a viemi spotiebiteli. Ukolem
je zorganizovat dopravu co nejlevnéji. Oznac¢me

a;  kapacita i-tého dodavatele (kolik je schopen dodat),
b;  pozadavek j-tého spotiebitele (kolik chce spotfebovat),
cij  cena za dopravu jednotkového mnozZstvi od i-tého dodavatele
k j-tému spotiebiteli,
x;; ~mnozstvi dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spottebiteli.

Pak tloha LP pak méa tvar

m n
E E CijTij — min

i=1 j=1

n
E Tij =y
j=1
m
>z = b
=1

0 pro vSechna 1, j

v

Tij

Vsimnéte si, Zze zde mame mn proménnych, které jsme pro pohodli indexovali dvéma indexy, 1ze
se tedy na né divat jako na matici. Pfesto lze proménné sefadit do posloupnosti (nap¥. po fadcich)
a celou ulohu prepsat ve tvaru tlohy linearniho programovani.

Fakt, ze dopravni tloha je specidlnim pfipadem tulohy linedrniho programovani nepouzijeme
pfimo k vypoctu. Pomoci dulaity odvodime vyhodnéjsi algoritmus.

Zadani dopravni tilohy i jeji feSeni budeme zapisovat do tabulky typu ,,dodavatelé x spotiebi-
telé“. Pro stru¢nost budeme tuto tabulku nazyvat dopravni tabulkou.
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10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 20

Radky odpovidaji dodavateltim, sloupce spotiebiteliim. Vlevo pied kazdym fadkem je uvedena
kapacita dodavatele, nad kazdym sloupcem je pozadavek spotiebitele. Ceny za piepravu jsou
uvedeny v kazdém policku tabulky drobnym pismem v pravém hornim rohu policka. Vlevo dole
jsou normalnim pismem uvedeny nenulové velikosti piepravy x;;. Neni-li z;; uvedeno, znamena to,
ze Tij = 0.

Poznamenejme, ze v dopravni tabulce mame dvé matice typu m xn. Matice cenovych koeficientt
c je soucasti zadani a béhem vypoctu se neméni. Druhou matici je matice x, ktera je vysledkem
vypoctu a béhem vypoctu se méni. Pro ru¢ni vypocet je vyhodné mit obé matice pohromadé v téze
tabulce. Je tfeba upozornit, Zze néktefi autofi, snad kvuli typografickym obtizim, zapisuji obé maice
zvI4st.

Déle poznamenejme, ze dopravni tabulka m4 postatné mensi rozméry (a mensi pamétové naroky
v poéitaci) nez simplexové tabulka pro tutéz dopravni tlohu.

3.1.2 Vyvazena dopravni uloha je takova, kde nabidka dodavatelt je v sou¢tu rovna po-
ptévce spotfebiteld, tj. kde Y " a; = Y27, b;j. Poznamenejme, ze tato rovnost neni soucasti
omezujicich podminek tlohy, to je vlastnost tlohy.

Dopravni tloha, tak jak byla definovana vysSe, ma pripustné feSeni pouze je-li vyvazena.

3.1.3 Nevyvazena dopravni tloha. V praxi se ¢asto setkdvame s tlohami, které vyvazené
nejsou. V takovém piipadé je nutno slevit z omezujicich podminek, nahradit rovnice nerovnostmi
a smitit se s tim, ze néjaké zbozi bude nedodéno. Nevyvazena tiloha se fesi pomoci pfevodu na
ulohu vyvézenou a to tak, ze k tloze pfidame fiktivniho dodavatele nebo fiktivniho spotiebitele.

Je-li nabidka dodavatelii mensi nez poptéavka, tj. Zzzl a; < Z;-lzl b;, pfidame formalné jednoho
tzv. fiktivntho dodavatele, ktery chybéjici zbozi (fiktivng) dodd. Kapacita fiktivniho dodavatele se
stanovuje tak, aby se tiloha stala vyvézenou, tj. jako 7, bj — > 1" | a;. Proto vidy staci pridavat
jen jednoho fiktivniho dodavatele. V dopravni tabulce tedy pfibude jeden radek. Je samoziejmé,
ze spotiebitel, ktery dostane fiktivni zbozi, m& smiilu, nebot de facto nedostane nic nebo jen ¢ast
toho, co chtél.

Ceny za dopravu fiktivniho zbozi od fiktivniho dodavatele ke vSem spotfebitelim se obvykle
voli nulové. Pokud tyto ceny budou tieba i nenulové, ale pro vSechny spottebitele stejné, pak témito
cenami zadny spotiebitel neni zvyhodnén ani znevyhodnén. Ktefi spotfebitelé dostanou fiktivni
zbozi, zalezi na vysledku celkové optimalizace, ale zjednodusené lze fici, ze vzdaleni spotfebitelé
jsou v nevyhodé. Pokud to vadi, je tfeba pouzit priority, viz 3.1.5

Podobné se fesi ptipad, kdy nabidka pievySuje poptavku, tj. > ;" a; > 37 ; b;. V tomto
pripadé pridavame fiktivniho spotiebitele, ktery fiktivné odebere zbozi, které na strané dodavatela
prebyva. V dopravni tabulce pfibude jeden sloupec. Dodavatel, ktery pak ma dodavat fiktivnimu
spotiebiteli, ma smiilu, fiktivni zbozi mu de facto ztistane.

3.1.4 Prohibitivni ceny. Nékdy je tfeba zajistit, aby néktery dodavatel i nemohl dodavat
nékterému spotrebiteli j. Muze to byt napf. proto, ze zbozi od dodavatele ¢ nespliuje naroky na
kvalitu ze strany spotfebitele j.

Tento pozadavek lze v dopravni tloze snadno zajistit tim, Ze cenu za dopravu c;; stanovime
velmi vysokou. Bude-li cena dostatecné vysoka, pak, pokud to je viibec mozné, bude doprava
realizovana jinudy. Vysoka cena tedy ma zakazujici (prohibitivni) G¢inek.
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3.2. Heuristiky pro dopravni tlohu 45

Podobny trik (pouziti velmi nevyhodné ceny) jsme pouZili v tzv. M-tloze linedrniho progra-
movni, viz 2.7.2. Onu velmi vysokou prohibitivni cenu budeme v dal$im textu znadcit M.

3.1.5 Priority v nevyvazené uloze. Nékdy se v nevyvazené tloze chce, aby pozadavek
néjakych privilegovanych spotiebiteli byl uspokojen pfednostné, tj. aby tito spotiebitelé zarucené
dostali skuteéné zbozi (pokud to je mozné) a aby fiktivni zboZi dostal nékdo jiny, neprivilegovany.
Takovy pozadavek lze v dopravni tloze snadno zafidit pomoci prohibitivnich cen za dopravu
fiktivniho zbozi od fiktivniho dodavatele k privilegovanym spotfebitelim.

Pokud by souctet kapacit dodavatel nestacil pro vsechny privilegované spotiebitele, a chceme-li
i v takové situaci mit kontrolu nad tim, kdo dostane zbozi skutecné a kdo fiktivni, 1ze to feSit
zavedenim dvou nebo i vice stupni priorit. Prohibitivni ceny by pak byly M, 2M, 3M, atd.

3.1.6 Prirazovaci tloha je definovana takto: Mame n pracovnikti a n pracovnich tkoli. Pro
kazdou dvojici pracovnik-tukol zndme néklady c;; na provedeni i-tého tkolu j-tym pracovnikem.
Mame priradit kazdému pracovnikovi presné jeden tkol a to tak, aby soucet naklad byl nejnizsi.

Prifazovaci tlohu lze snadno pfevést na tlohu dopravni. Pracovniky budeme pokladat za doda-
vatele, pracovni tkoly za spotfebitele. Kapacity vSech dodavateli i spotfebiteld budou jednotkové.
Ceny za dopravu budou rovny nékladim c;;.

Vysledek dopravni tlohy budeme interpretovat tak, ze kdyz vyjde z;; = 1, pfifadime i-tému
pracovnikovi j-ty pracovni tkol.

3.2 Heuristiky pro dopravni alohu

Cilem heuristickych algoritmi je najit pfipustné reseni, pokud mozno co nejlepsi, ale aby to nedalo
prili§ mnoho préace.

Vysledek heuristickych algoritm mé dvoji pouziti: Pokud nebylo pozadovano nalezeni presného
optima a je-li je hodnota ucelové funkce piijatelnd, 1ze vysledek pfimo prakticky pouzit. Druhé
pouziti spociva v tom, ze vysledek heuristiky miize slouzit jako zaklad pro dalsi zlepSovani.

Pfipomernime, Ze se zabyvame pouze vyvazenymi tlohami.

3.2.1 Obecné schéma heuristik pro dopravni tlohu je toto

1. Néjakym zptisobem zvolime dvojici ¢, j.
2. Hodnotu z;; zvolime nejvétsi piipustnou vzhledem ke diivéjsim volbam.
3. Kroky 1 a 2 opakujeme, dokud zbyva néjaka kapacita dodavatelu.

Jednotlivé heuristické algoritmy se lisi pouze v metodé vybéru dvojice 4, j v kroku 1. Krok 2 je
vsem metodam spolecny.

Kazdym provedenim kroku 2 bud zcela vycerpame zbyvajici kapacitu dodavatele ¢ nebo zcela
nasytime spotiebitele j, pfipadné oboji. Takto vycerpany dodavatel nebo spotiebitel pak jiz nemuize
byt vybran v kroku 1. MozZnosti volby v kroku 1 se tedy stale zmensuji. Podobné se zmensuji
kapacity dodavateltl a pozadavky spotfebiteli, ktefi dosud nebyli vylouceni.

Je zfejmé, ze po nejvyse m +n — 1 opakovanich vypocet skonéi. Pti poslednim provedeni kroku
1 totiz zbyva jen jeden dodavatel a jen jeden spotteitel a diky vyvazenosti tlohy budou v kroku
2 oba vycerpani soucasné. Dalsim dtsledkem je, ze vysledné feseni bude mit nejvyse m +n — 1
nenulovych slozek. To se ndm bude hodit pfi nasledné optimalizaci.

3.2.2 Indexova metoda je asi nejjednodussi prakticky pouzitelnou heuristikou pro dopravni
tlohu. Ze vSech dosud nevyrazenych dodavatel a spotfebiteli v indexové metodé vidy vybirame
takovou dvojici, kterd mé nejnizsi cenu c;;.

Priklad:
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Vypocet indexovou metodou zde probihal takto:

e Vybrano czz = 1, tedy x32 = 20, vyCerpan 3. dodavatel i 2. spotfebitel.
e Vybrano co3 = 1, tedy x23 = 20, vyCerpan 2. dodavatel i 3. spotfebitel.
e Vybrano cy; = 6, tedy x11 = 10, vycerpan 1. spotiebitel.

e Vybrano c14 = 8, tedy x14 = 10, vyCerpan 1. dodavatel a 4. spotiebitel.

Kvalita feSeni ziskaného indexovou metodou zpravidla neni $patna, mutze se vSak pomérné
snadno stat ze vysledek neni nejlepsi, mize byt dokonce i nejhorsi mozny. Zde je ptiklad:

10 10

10 | 10

5 1000
10 10

Zde jsme nejprve chamtivé vybrali ¢;; = 4 a pak nezbyla jind moznost nez vyuzit velmi drahou
trasu (2,2) s cenou co2 = 1000. Snadno ovéFite, Ze horsi FeSeni neexistuje.

3.2.3 Vogelova metoda se snazi prekonat vySe zminény nedostek indexové metody.

Pro kazdy radek vypocteme rozdil mezi nejmensi a druhou nejmensi cenou v ramci radky.
Vybereme radek s nejvétsim rozdilem a v tomto fadku vybereme prvek s nejmensi cenou.

Pouzijeme-li Vogelovu metodu na piiklad uvedeny ve 3.2.2, dostaneme pro jednotlivé radky
tyto rozdily mezi nejmensi a druhou nejmensi cenou: 3, 1, 1. Nejvétsi rozdil je v prvém fadku,
nejlevnéjsi cena v prvém fadku je v prvku (1,2), vybereme tedy tento prvek a stanovime z15 = 20.
Tim je vycerpan prvni dodavatel a soucasné i druhy spotiebitel.

Prvy tadek a druhy sloupec vypadly ze hry, coz ma vliv na rozdily mezi nejnizsi a druhou
nejnizsi cenou ve zbyvajicich fadcich. V nasem pripadé ovsem oba rozdily ndhodou ztstaly rovny
jedné. Vybereme si tedy celkové nizsi cenu co3 = 1 a stanovime xo3 = 20.

Tim ze hry vypadl druhy fadek a t¥eti sloupec. Ve hie tedy ztstavaji uz jen prvky (3,1) a (3,4),
kde uz neni z ¢eho vybirat a nezbyva nez zvolit x3; = 10 a x34 = 10. Jak uvidime déle v 3.3.16,
dostali jsme jako vysledek optimalni feSeni.

Je tfeba zdiraznit, ze Vogelova metoda je pouze heuristikou, je bézné, Ze feSeni které
touto metodou ziskdme, neni optimalni. Ve srovnani s indexovou metodou je Vogelova metoda
pracnéjsi, ale dava zpravidla lepsi vysledky.

Dale poznamenejme, Ze alternativné lze Vogelovu metodu délat se sloupci namisto s fadkami,
popfipadé s fadkami i se sloupci najednou. Existuje také mnoho variant, jak si poCinat v neroz-
hodnych pfipadech.

3.2.4 Metoda severozapadniho rohu vybird v kroku 1 vzdy dvojici s nejmensim 4 a s nejmen-
§im j, tedy prvek, ktery je v tabulce v levém hornim rohu, tedy tam, kde je na mapé severozapad.
Odtud velmi popularni nazev metody.

Tuto metodu zde uvddime spiSe z terminologické povinnosti, nebot je uvddéna ve vSech
ucebnicich. 7 hlediska kvaliy vysledku je to ta nejhloupé&jsi metoda, kterou si lze predstavit.
Nebere totiz viibec v itvahu cenové koeficienty, proto vysledkem muze byt zrovna tak feseni nejlepsi
jako nejhorsi.
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3.2.5 Heuristiky zaloZené na transformaci cen. KdyZ v néjakém fadku i dopravni tabulky
zménime (napf. snizime) vSechny ceny c;; o stejnou hodnotu A, dostaneme novou dopravni tlohu,
ktera bude mit stejné optimalni FeSeni (se stejnymi x;;), jako ptivodni tloha.

Pro¢? Obé tlohy maji stejnou mnozinu piipustnych feseni (protoze omezujici podminky ztstaly
nezménény) a pro vSechna pfipustné feSeni plati, Ze hodnota tcelové funkce se zméni (nap¥. zmensi)
o stejnou hodnotu a;A. Tedy FeSeni, které bylo optiméalni pfed zménou cen, bude optimélni i po
zméneé.

Totéz plati i o zméné cen v libovolném sloupci. A tyto transformace cen v fadcich i ve sloupcich
Ize libovolné kombinovat. Pokud transformaci dostaneme nékteré ceny zaporné, viibec to nevadi,
vysledna tloha totiz také mé stejné optimalni feseni jako tloha ptvodni.

Nékteré heuristiky vyuzivaji transformaci cen jako sviij prvni krok. Prikladem je tzv. frekvencni
metoda.

3.2.6 Frekvenc¢ni metoda nejprve provede transformaci cen a to tak, Zze od kazdého cenového

koeficientu odecte primér cen v fddku a pramér cen ve sloupci. Na vyslednou transformovanou
tlohu se pak pouzije indexova metoda.

3.3 Metoda MODI
Trochu divny nazev metody méa pripominat, Ze jde vlastné o modifikovanou simplexovou metodu.

3.3.1 Primarni a dualni tloha. Pfipomenime tvar primérni tilohy:

m n
E E CijTij —7 min

i=1 j=1

n
g Tij = @
j=1
m
> wiy = b
i=1

0 pro vSechna ¢, j

v

ZL'ij
Naptiklad pro 3 dodavatele a 4 spotfebitele vypada vychozi simplexova tabulka takto:

I 1 1 1 a1
11 1 1 as
1 1 1 1]as
1 1 1 by
1 1 1 by

1 1 1 bs

1 1 1| ba

Soustava rovnic je zavisla, jednu z rovnic bychom tedy mohli vynechat. Z davodd thlednéjsi
teorie ovSem nebudeme nic vynechavat.

V duélni tloze rozlisime duélni proménné tykajici se dodavatelti a spotiebiteld, oznacime je
u;,vj. Dudlni tloha pak ma tvar

m n
E a;u; + E bj vj  — max
i=1 j=1

Ui+Uj

A

cij pro vsechna i, j

Ug, Vj neomezeny
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1 C11
C12
1 C13

1 C14
1 C21
C22
1 Co3

1 Co4
1 C31

1 C32
C33
1 C34

— = e
—_

—
—_

— ==
—

Duaélni tloha miize mit tuto interpretaci: Pfepravce nabizi, Zze zbozi za tplatu dopravi a chce
maximalizovat své trzby z toho plynouci. Cenu za piepravu jednotkového mnozstvi zbozi chce
stanovit jako soucet ceny wu;, kterou bude chtit od dodavatele a ceny v;, kterou bude chit od
spottebitele. Tyto ceny mohou byt i zdporné (tj. pfepravce je ochoten i pfiplacet), ale musi dodrzet
podminku u; + v; < ¢, jinak by si to dodavatelé a spotiebtelé dopravili sami levnéji, totiz za
cenu c;j.

Preformulovanim véty o rovnovaze 2.10.11, str. 41 podle pravé zavedeného znaceni dostaneme
toto tvrzeni:

3.3.2 Kritérium optimality. Reseni 2 a u,v jsou optimalnimi feSenimi (kazdé ve své tloze)
prévé tehdy, kdyz spliiuji tyto podminky:

1. z je pripustnym TeSenim primérni tlohy,
2. w,v je pfipustnym FeSenim dudlni tlohy, tj. u; + v; < ¢;; pro vSechna i, j,
3. pro vSechna 4, j plati x5 > 0= u; +v; = ¢y.

3.3.3 Duikaz kritéria optimality bez duality. Predpoklddejme, Ze x a u, v splituji kritérium
optimality 3.3.2. Hodnoty wu, v pouzijme k transformaci cen podle 3.2.5, tj. kazdy cenovy koeficient
nahradme cenou ¢j; := ¢;j—u;—v;. Vysledna tiloha ma podle 3.2.5 stejné optimélni feseni jako tloha
puvodni. Dale, ponévadz u, v je pfipustnym fesenim dualni tlohy, plati c;j = ¢;;—u;—v; 2 0. Navic
plati, Ze feSen{ x je nejen ptipustné (podminka 1), ale v transformované loze ma nulovou hodnotu
elové funkee (podminka 3). Reseni x je tedy piipustné a zadarmo, pticem? Z4dné pripustné feseni
nemiize mit ic¢elovou funkci zdpornou, nebot transformované ceny jsou vsechny nezédporné. Reseni
z je tedy optimélnim fesenim transformované ulohy, a tedy podle 3.2.5 je také optimalnim FeSenim
ptvodni tlohy.

3.3.4 Upravené kritérium optimality. Vypocet optimélniho feSeni bude zalozen na kritériu
optimality

Abychom nemuseli délat vyjmky kvili degenerovanym FeSenim, kterd maji mensi pocet nenu-
lovych hodnot z;;, budeme podminku 3 pozadovat v ponékud silnéjsi formé: Budeme pozadovat,
aby Teseni x bylo bazické a platnost rovnic u; + v; = ¢;; budeme pozadovat pro vSechny dvojice
(4,4), které jsou v bazi.
Jestlize

1. z je béazickym pfipustnym feSenim (primarn{) dopravni tlohy,

2. w,v je pfipustnym FeSenim dualni alohy, tj. u; + v; < ¢;; pro vsechna ¢, 7,

3. pro vSechny dvojice 4, j v bazi plati u; + v; = ¢;5,
pak feSeni = a u, v jsou optimédlnimi Fesenimi (kazdé ve své tloze).

Abychom mohli toto kritérium pouZit pro vypocet, musime védét néco o tom, jak vypadaji
baze v dopravni tabulce.
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3.3.5 Cesty a kruzZnice v dopravni tabulce. Posloupnost prvki matice typu m X n nazveme
cestou, jestlize prvky, které jsou v této posloupnosti sousedni, lezi ve spole¢ném sloupci nebo ve
spoleéném tadku a jestlize navic zadné tti po sobé jdouci prvky posloupnosti nelezi ve spole¢ném
radku ani sloupci.
Prakticky to znamené, ze pokud prvy a druhy prvek posloupnosti lezi ve spoleéném radku, pak
druhy a tfeti prvek lezi ve spole¢ném sloupci, t¥eti a ¢tvrty prvek zase ve spole¢ném radku, atd.
Uzavienou cestu, tj. cestu, kterd zacina a konci ve stejném prvku, budeme nazyvat kruzZnice.
Pokud vite, jak se v Sachu tah4 figurkami, tak vySe definovany pojem cesty odpovida tahu vézi.

3.3.6 Zavislost a nezavislost. Sloupce simplexové tabulky odpovidaji prvkam dopravni ta-
bulky. Diky velmi specidlnimu tvaru matice soustavy v simplexové tabulce (viz 3.3.1) plati, ze
mnoZzina prvkid (4,j) dopravni tabulky je zavisld pravé tehdy, kdyz obsahuje kruznici, tj. uzavte-
nou cestu.

3.3.7 Baze. Mnozina B prvki dopravni tabulky tvofi bazi, jsou-li splnény néasledujici pod-
minky:

Souvislost. Pro kazdy fadek i a kazdy sloupec j tabulky existuje cesta tvofena (nékterymi) prvky
mnoziny B, kterd za¢ina v fadku ¢ a konci ve soupci j.

Absence kruznic. Neexistuje kruznice (tj. uzaviend cesta) tvofend prvky mnoziny B. Jinak
feCeno, mnozina B je nezavisla.

Poéet prvka mnoziny B je roven m +n — 1.

Pomoci teorie grafi (viz 8.5.2) je dokdzano, ze jsou-li splnény kterékoli dvé z téchto podminek,
je splnéna i t¥eti. Pfi praktickém vypoctu se nejsnaze ovéiuje souvislost a pocet prvki.

Pocet prvki m + n — 1 je nejmensi, aby mnozina B mohla byt souvisla a zaroven je nejvétsi,
aby mnozina B mohla neobsahovat kruznici.

3.3.8 Bazické pripustné resSeni. Pripustné feSeni, které ziskime nékterym heuristickym po-
stupem popsanym v 3.2, je vidy takové, Ze mnozina prvki (i,j) s nenulovym z;; > 0 zarucené
neobsahuje kruznici a pocet téchto prvku zarucené neni vétsi nez m +n — 1.

Je-li pocet nenulovych prvkia presné roven m + n — 1, pak tyto nenulové prvky tvoti bazi.

Je-li pocet nenulovych prvki mensi nez m 4+ n — 1, pak tyto prvky bazi netvofi (je jich malo).
Proto formalné do baze doplnime nékteré nulové prvky. Musime je ovSem doplnit tak, aby skute¢né
vznikla baze, tedy souvisld mnozina bez kruznic a o spravném poctu prvku.

Zde je ptiklad spravné doplnéné baze:

10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 0 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
201 0 20

A zde je odstrasujici priklad, jak baze vypadat nema:

10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
201 0O 20 0
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Pocet prvki je sice spravny, ale je zde kruznice tvofena rohovymi prvky a navic druhy radek a
tfeti sloupec neni propojen se zbytkem tabulky.

3.3.9 Metoda MODI.
1. Najdeme bazické piipustné feseni x.

2. Vypoéteme dualni proménné u, v tak, aby pro vSechny béazické prvky (7, j) platilo u;4+v; = ¢;;.
Postup vypoctu viz 3.3.10.

3. Zkontrolujeme, zda pro v8echny dvojice (i, j) plati u; +v; < ¢;;. Pokud ano, vypocet konéi, «
je podle 3.3.4 optimélnim fesenim dopravni tlohy a u, v je optimalnim feSenim duélni dlohy.
Pokud ne, pokrac¢ujeme ve vypoctu.

4. Vybereme néktery prvek (i,j), pro ktery neplati podminka u; + v; < ¢, tj. plati opak:
u; +v; > ¢;;. Tento prvek zavedeme do béze, tj. provedeme zménu feSeni x podle 3.3.12 a
pokracujeme krokem 2.

3.3.10 Vypocet dualnich proménnych u; a v; spo€iva v FeSeni soustavy rovnic. Pro kazdy
prvek baze (i, j) mame rovnici u; +v; = ¢;5, kde ¢;; je konstanta. Mame m +n —1 rovnic pro m+n
neznamych, tedy zdanlivé o jednu rovnici méné, nez je tfeba. Je zfejmé, ze soustava ma nekonecné
mnoho feseni.

Nastésti maji rovnice velmi specidlni tvar, vzdy je to ,nékteré u* plus ,nékteré v“. Kdyz
o né&jakou hodnotu zvétsime vSechna u; a o stejnou hodnotu zmensime vSechna v;, rovnice zlistanou
zachovany. Navic plati, Ze v metodé¢ MODI potiebujeme proménné u; a v; vidy jen v souctu
u; + vj. Proto ndm nejednoznac¢nost reseni nevadi. Klidné tedy mifizeme zcela libovolné zvolit
jednu (kteroukoli) z dudlnich proménnych a ostatni proménné dopocitat.

Soustavu rovnic u; + v; = ¢;; pro bazické dvojice (¢, j) neni t¥eba explicite zapisovat. Vypocet
lze provést primo v dopravni tabulce. Stac¢i, kdyz si uvédomime, ze kazdy bazicky prvek predstavuje
rovnici. Hodnoty proménnych u; a v; zapisujeme na pravém a dolnim okraji tabulky.

Napriklad v tabulce uvedené v 3.3.7 mohou duélni proménné vyjit takto:

10 20 20 10

6 3 7 s| 6
20 | 10 0 10

2 7 1 sl o
20 20

3 1 4 2| 3
20| O 20

0 -2 1 2

Postup vypoctu byl tento:

Zvolili jsme vy = 0.

(1,1) je v bazi, z rovnice u; + v; = 6 tedy dopocteme u; = 6.
(1,3) je v bazi, z rovnice u; + v3 = 7 tedy dopocteme vz = 1.
(1,4) je v bazi, z rovnice u; + v4 = 8 tedy dopocteme vy = 2.
(2,3) je v bazi, z rovnice us + vs = 1 tedy dopoéteme uy = 0.
(3,1) je v bazi, z rovnice uz + v; = 3 tedy dopoéteme uz = 3.
(3,2) je v bazi, z rovnice uz + v3 = 1 tedy dopoéteme vy = —2.

)

Ponévadz baze je souvisla a neobsahuje kruznici, 1ze kazdou dualni proménnou dopocitat presné
jednim zpusobem. Pripomenme, Ze zaporné hodnoty dualnich proménnych nevadi a obecné se jim
nelze vyhnout.
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3.3.11 Kontrola pripustnosti dualniho feSeni je snadnd. Staci vzit vSechny nebazické prvky
dopravni tabulky a zkontrolovat, zda plati u; + v; < ¢;;. Pro bazické prvky diky pfedchozimu
vypodtu musi platit rovnost (ovSem neni na $kodu to zkontrolovat).

Mnemotechnickd pomtcka: je-li ¢;; < u; + vj;, je pieprava po trase ¢ — j za cenu c;; lacina
vzhledem k ostatnim cenam (jejichz vliv se zde uplatiiuje pies u; a v;) a tedy se vyplati na této
trase zvysit prepravu, tedy zvétsit x;; na nenulovou hodnotu.

Vsimnéte si, ze je opravdu lhostejné, jak byla zvolena vychozi hodnota pfi vypocétu dudlniho
feSeni. Na soucty u; + v; to nemd vliv.

Upozornéni: pocet prvki, které porusuji pripustnost dualniho feseni nemé zadny vztah k délce
vypoctu, ktery nas jesté ceka.

3.3.12 Zména feSeni. Pokud k bazi v dopravni tabulce pfidame jakykoli dalsi prvek, zvétSena
mnozina prvkid vzdy obsahuje kruznici, ktera prochazi pfidanym prvkem. Tento fakt vyuzijeme pti
vypoctu.

K béazi priddme prvek (i, j) dopravni tabulky takovy, Ze ¢;; < u; + v;. (Doporucuje se vybirat
prvek s nejvétsim rozdilem.) Tento prvek ozna¢me znaménkem + na znameni toho, Ze zde chceme
prepravu zvysSovat. Ostatni prvky kruznice ozna¢me stiidavé znaménky — a + tak, aby prvky, které
jsou v kruznici sousedni, mély opa¢né znaménka. Kruznice ma vzdy sudy pocet prvka. V prvcich
oznacenych + budeme pfepravu x;; o néjakou (vSude stejnou) hodnotu A zvySovat a v prvcich
oznacenych — ji budeme o stejnou hodnotu snizovat. Velikost zmény A uréime jako minimum
z hodnot z;; oznacenych —.

Rédkové a sloupcové soucty hodnot z;; se vySe popsanou operaci nezméni. Navic viechna ;;
zustanou nezaporna. Provedenim zmény tedy dostaneme opét pripustné reseni.

Nejméné jedna hodnota x;; pfitom klesne na nulu. P¥islusny prvek tedy vyfadime z baze. Pokud
by kleslo na nulu nékolik hodnot x;;, vyfadime z baze jen jednu z nich, ostatni v bazi ponechadme
(jde o degenerované feseni).

3.3.13 Pokracovani prikladu. Pokrac¢ujme v nasem piikladé a vyberme k zavedeni do béaze
prvek (1,2).

10 20 20 10
- 6]+ 3 7 8| 6
20 | 10 0 10
2 7 1 8| o
20 20
¥ 3] — 1 4 2| 3
20| O 20
0 2 1 2
Velikost zmény zde vychdzi A = 10. Po provedeni zmény dostaneme néasledujici tabulku.

Vsimnéte si, ze zde mame jinou bézi, tedy jinou soustavu rovnic pro dualni proménné, tedy i
hodnoty duélnich proménnych vysly jiné.

10 20 20 10

6]+ 3 7| - s| 3
20 10 0 10

2 7 1 8| -3
20 20

3] - 1 4]+ 2| 1
20 | 10 10

2 0 4 5

Kritérium optimality stéle neni splnéno a to v prvcich (3,3) a (3,4). Vybereme si prvek (3,4),
nebot mé vétsi rozdil u; + v; — ¢;;. Opét vychazi A = 10 a po provedeni zmény dostaneme tuto
tabulku:
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10 20 20 10

6|+ 3] - 7 8| 5
20 20 0

2 7 1 8] -1
20 20

3] - 1|+ 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -2 2 -1

Ani zde jesté neni kritérium optimality splnéno a to kvili prvku (3,3). Ponévadz zde vychazi
A = 0, odlozime tento zapeklity piipad na 3.3.16.

3.3.14 O kolik se zlepsi Giéelova funkce. Zavedenim prvku (i,7) do béze se Gcelova funkce
zlepsi (zmensi) o hodnotu (u; +v; — ¢;5)A.

Toto tvrzeni lze odvodit z platnosti soustavy rovnic pro dudlni proménné a z toho, Ze pirepravu
ménime v souladu s 3.3.12 pouze v prvcich baze a v prvku, ktery do baze zavadime. Nejste-li tak
hloubavi, ovérte alespon, Ze to plati na prikladé zmén uvedenych v 3.3.13.

Toto tvrzeni je pfimou analogii zlatého pravidla simplexové metody 2.6.3. Vyrazy (u; +v; —c¢;;)
jsou analogii relativnich cen.

Je-li n€kolik prvkd, které se nabizeji k zavedeni do béze (tj. plati pro né u; +v; > ¢;;), nabizeji
se tyto moznosti:

1. Vybirat prvek, ktery da nejvétsi zlepseni tcelové funkce.

2. Vybirat prvek s nejvétsim rozdilem (u; + v; — ¢;5).

3. Vybirat prvek s nejnizsim ¢islem fadku a v rdmci takto vybraného fadku vybrat sloupec
s nejnizsim c¢islem sloupce.

Podobné jako u linedrniho programovéani (viz 2.6.7), i zde mé kazdé pravidlo své klady a
zépory. Prvni pravidlo dé vic prace pii vypoc¢tu hodnot A, ale rychleji zlepSuje tcelovou funkci.
Tteti pravidlo poskytuje jistotu, Ze se vypocet nezacykli kvili degenerovanym fesenim, ale zlepsuje
ucelovou funkci nejpomaleji. Druhé pravidlo predstavuje rozumny kompromis.

3.3.15 Cesty byvaji klikaté. Je tieba upozornit, Ze kruznice (tedy uzaviend cesta v tabulce)
nemusi vzdy vypadat jako tthledny obdélnicek. Mtize byt delsi, klikatéjsi a mize vypadat docela
propletené. Nenechte se tim odradit.

Pokud se klikaté cesty zaleknete a rozhodnete se ménit feSeni jinak nez podle 3.3.12, nic vam
v tom nezabrani, ale uz nebudete mit zaruku, Ze provedenim zmény feseni nezhorsite. Pfedpovéd
zmény ucelové funkce popsana v 3.3.14 plati pouze za predpokladu, ze zména feSeni x je provadéna
v souladu s 3.3.12.

3.3.16 Degenerované feseni. ReSeni dopravni tlohy nazyvame degenerovanym, ma-li méné
nez m + n — 1 nenulovych slozek (srovnejte s 2.6.8, str. 24). Degenerovanych feSeni se tykaji ¢tyfi
druhy problému.

Prvni problém se tyka situace, kdy pfi provedeni zmény podle 3.3.12 klesne na nulu vice nez
jedna hodnota x;;. V takovém piipadé vyradte z baze jednu z vynulovanych hodnot a ostatni v bazi
ponechejte. Tim zarucené zachovate korektni bazi. Na otazku, kterou z nové vynulovanych hodnot
vytadit a kterou v bazi nechat, neni jednoduché odpovéd, ale miize to byt kterdkoli.

Druhy problém se tyka situace, kdy vyjde velikost zmény A = 0. I v takovém pripadé zménu for-
malné provedte. Hodnoty x se tim sice nezméni, ale zméni se baze. Prvek, ktery mél byt do baze za-
veden skutec¢né do baze zavedte a z baze vyradte néktery z prvkil, diky kterym vyslo A = 0, tedy pr-
vek, kde x;; = 0 a ktery je oznacen znaménkem — (na znameni, Ze zde chceme hodnotu ;; snizovat.

Vyzbrojeni témito radami miizeme pokracovat v nasem piikladé. Pro pohodli ¢tenafe zopa-
kujme posledni tabulku:
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10 20 20 10

6|+ 3] - 7 8| 5
20 20 0

2 7 1 8] -1
20 20

3] - 1|+ 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -2 2 -1

Zde vychazi A = 0 dokonce diky dvéma nulovym prvkim béze. Ponechame-li v bazi prvek
(1,3), dostaneme tuto tabulku:

10 20 20 10

6 3 7 8| 6
20 20 0

2 7 1 gl o
20 20

3 1 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -3 1 -1

Konecné je jsme dosahli stavu, kdy je splnéno kritérium optimality 3.3.4, mame tedy optimalni
feseni. Vsimnéte si, Ze stejné feseni x jsme méli jiz v pfedchozi tabulce, ale ponévadz jsme meéli
jinou bazi, nevédéli jsme, ze je optimalni.

Treti problém s degenerovanym feSenim se tyka pravé popsané situace, kdy feseni z jiz bylo
de facto optimalni, ale hodnoty dualniho feseni to jesté nepotvrzovaly. Teprve po zméné baze se
ukézalo, ze feseni jiz bylo otimalni. Nékdy mtize byt zapotiebi i nékolika zmén baze, nez se ukaze,
ze jiz chvili mame optiméalni feseni.

Konecné ¢tvrty problém s degenerovanym feSenim je ten, Ze muze vzniknout falesny dojem, Ze
uloha ma vice optimalnich feSeni.

3.3.17 Vicenasobné optimum. Pokud v dopravni tabulce, kterd obsahuje optiméalni feSeni
x, pro néktery nebézicky prvek (4,j) plati ¢;; = u; + v;, pak zavedenim tohoto prvku do béze
dostaneme Teseni, které ma stejnou hodnotu tcelové funkce a je tedy také optimélni.

Je zde malé zaludnost — feseni, které takto dostaneme, sice je urcité také optimalni, ale nemusi
byt rizne od ptivodniho optiméalniho feseni, mutze se liSit pouze jinou bazi. VSimnéte si, ze tento
pifipad nastal v posledni tabulce naseho ptiklaku v 3.3.16. Zavedeme-li do baze prvek (1,1), bude
A = 0 a proto provedenim zmény dostaneme stejné feseni. O vicenasobné optimum se tedy nejedné.

3.3.18 Stabilita feSeni. Rozbor stability optimélniho Feseni vzhledem ke zménam jednotlivych
cen je pomérné snadny.

Jde-li o zménu ceny c;; nebazického prvku (7,j), pak, dokud cena c¢;; neklesne pod soucet
u; + vj, zlstava stavajici feSeni optimélni. V naSem prikladé napi. snadno vidime, Ze pokud cena
c14 neklesne pod hodnotu 5 = 6 — 1, stavajici feSeni zlstane optimalnim. Jiz méné snadno, totiz
zménou baze, lze zjistit, Ze totéz TeSeni zlistane optimélnim dokonce i kdyZ ci4 neklesne pod
hodnotu 4.

vvvvv

zkontrolovat jeho pfipustnost.

3.3.19 Poznamka o celoéiselnosti. Jsou-li kapacity dodavatelt a pozadavky spotiebitelil ce-
loc¢iselné, pak dopravni iloha ma celociselné optimalni feseni. Je to proto, ze v celém vysSe popsaném
postupu vypoctu se vyskytuji jen operace secitani a od¢itani. VSimnéte si, ze celociselnost nebo
necelociselnost cenovych koeficientth nemé na celociselnost feSeni x vliv.
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Kapitola 4

Celociselné linearni programovani

Celociselné linearni programovani se od obecného linedrniho programovni lisi pouze tim, ze
(nékteré) proménné sméji nabyvat pouze celo¢iselnych hodnot. Zato zdanliva malic¢kost dokéze
tlohu pofadné zkomplikovat. Ulohy celo¢iselného LP jsou obecné velmi obtizné.

4.1 Typy tuloh a aplikace

4.1.1 Typy proménnych v celoéiselnych tlohach. Obvykle se rozlisuji tfi zédkladni typy
proménnych:

Spojité, které mohou nabyvat vSech redlnych hodnot z néjakého intervalu. MnoZina hodnot
proménné je omezena pomoci bézné podminky pro jednotlivou proménnou, zpravidla jde
o podminku nezapornosti.

Celocéiselné, které mohou nabyvat pouze celo¢iselnych hodnot.

Bivalentni (téZ nulajednickové, popt. binarni), které mohou nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1.
Striktné vzato, jde o kombinaci podminky celodiselnosti a podminky omezeni na interval
(0,1), tedy o zvlastni p¥ipad vyse popsaného, ale jde o pfipad velmi dilezity jak z hlediska
praxe, tak i z hlediska metod vypoctu.

V kapitole 2 jsme se zabyvali pouze pripadem, kdy vSechny proménné byly spojitého typu.

4.1.2 Priklady aplikaci jsou Gasté a nesmirné rozmanité.

Nejjednodussi priklady se tykaji vyroby kusového zbozi pfi omezenych zdrojich. Samoziejmé
zalezi na charakteru praktické tlohy. Napf. velkopekarna, ktard denné chrli desetitisice rohlik1,
miuZe celoc¢iselnou povahu tlohy s klidnym svédomim zanedbat, protoze zaokrouhlenim vyroby na
cela ¢isla vznikne nepatrna chyba, srovnatelna s jinymi chybami, které model oproti realité ma.
Pokud pocty vyrabénych vyrobkid budou malé a jejich cena velikd, pak jiz je tfeba celociselnost
vzit v tvahu.

Dalsi priklady se tykaji rozhodovani o investicich. Zde obvykle pracujeme s bindrnimi promén-
nymi a omezujici podminky vyjadfuji jednak naroky na zdroje, jednak pfipadné vztahy logické
podminénosti. Napiiklad k tovarné na vyrobu hliniku je tfeba postavit elektrarnu. Nebo k jaderné
elektrarné je vhodné mit elektrarnu precerpavaci.

Zejména je vSak tieba zminit kombinatorické tlohy.

4.1.3 Problém batohu. Lupi¢ nasel v trezoru n predmétii, které vazi wy,...,w, a maji ceny
c1,...,Cn. Lup chce odnést v batohu, ktery ma nosnost K. Lupi¢ nesmi batoh pretizit, jinak mu
praskne a bude chycen.
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4.1.4 Optimalni nezavisla mnoZina. Lupi¢ nasSel v trezoru n pfedméti o cenéch cy,...,c,.
Na rozdil od problému batohu vsak tentokrat neni omezen vahou predméti, ale tim, které dvojice
predmétii lze nést spolu ve stejném batohu.

Ulohu lze modelovat jako tlohu ILP. Pro kazdou dvojici vylu¢ujicich se pfedmétit i, j zavedeme
strukturni podminku z; +z; < 1.

Poznamenejme, Ze totéz lze modelovat pomoci teorie grafii. Pfedméty jsou vrcholy grafu, hrany
grafu jsou dvojice vylucujicich se predméti. Hledame tzv. nezdvislou mnozinu vrcholl — jeji vrcholy
nesmi byt spojeny hranou — a to takovou, aby soucet cen byl maximéalni.

4.1.5 TUloha o feznych planech je také znama jako tiloha o déleni tycovitého materialu.

Ze zasoby tyc¢i o délce D natezat p; kusti o délce d; proi = 1,..., P a to tak, abychom vychozich
ty¢i o délce D spotfebovali co nejméné.

Existuje jen kone¢né mnoho zpiisobt, tzv. feznych plani, jak z tyce o délce D nafezat né€kolik
kustt o délkadch z mnoZiny {di,...,dp}. VSechny tyto zpiisoby oéislujme ¢isly j = 1,...,n a
zavedeme n proménnych z;, které vyjadiuji, kolikrdt mé byt j-ty fezny plan pouzit. Ugelovou funkef
je prosty soucet vSech proménnych > 7 | z; a tento soucet minimalizujeme. Line4drni omezujici
podminky pak vyjadiuji, Ze pouzitim Feznych plant dostaneme pozadované pocty vyslednych tyci.
Tedy koeficient a;; je roven poctu tyci o délce d; v fezném planu j. VSechny strukturni omezujici
podminky jsou typu ,,vétsi nebo rovno“ a pravé strany jsou d;.

Pozor! Vyse popsané feSeni problému déleni tyCovitého materidlu prevodem na celoCiselné
linedrni programovani je velmi neefektivni. Existuji jednoduché (az trividlni) heuristické postupy,
které poskytuji skoro vzdy optimalni feSeni a vzdy feSeni, které se od optiméalniho lisi jen malo.

4.1.6 Diskrétni proménné Ulohu, v niz proménna z nabyva diskrétnich hodnot z koneéné
mnoziny {k1,ka,...,k-} o r prvcich, lze pfevést na tilohu s r bindrnimi proménnymi z1, ..., z,.

—$+I€1.’E1+k2$2+...+k7~1’r = 0
rT1+xo+...+x,, = 1.

Tyto dvé rovnice spolu s podminkami, Ze proménné z1, ..., x, jsou binirni, zarucuji, Ze proménna
2 muZe nabyt kterékoli hodnoty z mnoziny {ki, k2, ..., k.} a Zaddné jiné hodnoty nabyt nemize.

4.1.7 Modelovani logickych podminek. Bindrni proménné obvykle modeluji rozhodnuti
typu ano—ne, popf. pravda—nepravda. Zpravidla se dodrzuje konvence, Zze hodnota 1 znamend
»ano“,  pravda“ a hodnota 0 znamena ,ne“, ,nepravda“.

Binarni proménné jsou Casto svazany podminkami logického charakteru.

Vezmeéme napft. situaci, kdy rozhodujeme o né€kolika investicich a z povahy véci vyplyva omezeni,
ze investice 1 ma smysl pouze pokud je soucasné provedena i investice 2. Mezi omezujicimi
podminkami tlohy tedy je podminka, kterou lze vyjadrit logickou vyrokovou formuli x; = =z,
my vSak potfebujeme podminku ve tvaru linedrni nerovnosti nebo rovnice. V nasem ptipadé lze
pouzit nerovnost x1 < z5. Vskutku, jestlize 21 = 0, pak nerovnost zo mize byt jakékoli (tedy 0
nebo 1), ale pokud x; = 1, pak nerovnost x; < xo zpusobi, Ze také x5 = 1. A to je pfesné to, co
vyjadfovala logickd podminka x1 = 5.

Zde je nékolik dalsich prikladt jednoduchych formuli:

To < X1 1 +x0 =1

1 = T $1§Z‘2
I1:>(1’2\/£C3) 1‘1§I’Q+l’3

(1’2 \/.’Eg) = T To + I3 § 211

71 S (T2 Vo) 2x1 2 X2 + 73 2 71

Pro jednoduché formule se obvykle podafi jejich vyjadieni uhodnout a ovéfit, ze to funguje.
Ovéfeni spociva v tom, Ze vezmeme vSechny kombinace logickych hodnot vSech proménnych, které
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se ve formuli vyskytuji, a zkontrolujeme, zda ve vSech pfipadech formule i soustava linearnich
podminek vyjadruji totéz. Pokud kontrola vyjde, méme vyhrano. Pokud nevyjde, miizeme zkusit
linearni podminky néjak ,vyspravit® a samoziejmé znovu zkontrolovat.

Pokud vdm metoda ,uhodni a ovér“ nevyhovuje, existuje metoda silnéjsiho kalibru, ovSem
vyzaduje trochu znalosti z matematické logiky. Kazdou vyrokovou formuli (jakkoli slozitou) totiz 1ze
prepsat do tzv. konjunktivni normadlni formy, tj. do tvaru konjunkce nékolika takzvanych klauzuli,
pficemz kazda kaluzule je disjunkci takzvanych literalt a literal je bud logickd proménnd nebo
negace proménné. Piikladem klauzuke je tfeba (x3 V —x4 V xg), kde x3, —x4 a xg jsou literaly.
Vtip je v tom, ze kazdou klauzuli lze snadno vyjadrit jako linedrni nerovnost, kde kazdou negaci
—z; nahradime vyrazem (1 — z;). Klauzuli z naseho piikladu lze tedy vyjadiit jako nerovnost
3+ (1 — 2z4) + g 2 1, tedy po zjednoduseni x3 — x4 + z¢ = 0.

Napriklad vyrokovou formuli

1= (22 V (3 A\ 24))

Ize ekvivalentné vyjadfit v konjunktivni normélni formé
(ﬁxl V xo V ,’E3) AN (ﬁl‘l V xo V 1‘4)

a tu jiz lze snadno prevést na soustavu nerovnosti

(171‘1)+l’2+1’3 g ].
l—z)+aza+zs 2 1
4.1.8 Pocet nenulovych proménnych. Méjme tlohu, kde proménné x4, ...,z jsou spojité

a omezené na interval (0, K), ale z téchto s proménnych jich nesmi byt kladnych vice nez r < s.
Napftiklad obalovna miize kvili technologickym omezenim z celkového sortimentu s druhd smési
vyrabét v jednom dni pouze r z nich. Kolik budeme vyrdbét jednotlivych druht vyjadiime

hodnotami (spojitych) proménnych 1, .. ., x4, ale pouze r z téchto proménnych smi nabyvat kladné
hodnoty.
Zavedeme s pomocnych bindrnich proménnych 2}, ..., .. Proménna 2} bude vyjadfovat, Ze

odpovidajici proménna x; smi nabyvat kladné hodnoty. Zafidime to pomoci podminek ve tvaru
x; £ Kz Plati tedy x; > 0 = z} = 1. A nyni jiz sta¢i pfidat podminku 2} + 25 +... + 2} < r.

Poznamenejme, Ze s konstantou K v praktickych tlohach nebyva problém. V nasem pripadé
Ize jako K pouzit naptiklad denni kapacitu obalovny.

4.1.9 Metody FeSeni celociselnych tdloh. Prvni nipad obvykle je tento: Zanedbame (tzv.
relazujeme) podminky celo¢iselnosti, ilohu vyfesime bez nich a pak vysledek zaokrouhlime na celd
¢isla. Je tfeba upozornit, ze zaokrouhlenim casto dostaneme nepiipustné feSeni, ostatné ani neni
jasné, zda se mé zaokrouhlovat nahoru nebo doli. Dalsi potiz je v tom, Ze feSeni relaxované tlohy
muze byt i velmi vzdéaleno od celociselného optima. A konecné, viibec neni jisté, Ze celociselna
uloha ma vibec néjaké celociselné feseni.

Dodejme ovSem, ze v praxi se zaokrouhleni pouziva a to v situaci, kdy vime, Ze chyba, které se
tim dopustime, je pfijatelna.

Metoda hrubé sily (téZz enumerativni metoda) spoc¢ivd ve vyzkouSeni vSech moZnosti. Lze ji
pouzit, pokud mnozina pfipustnych feseni relaxované tilohy je omezend, tj. je cela obsazena
v néjakém koneéném (mnohorozmérném) kvadru. K tomu sta¢i pro kazdou proménnou z;
najit interval takovy, Ze pro vSechna pfipustnd feseni proménnd x; urcité lezi v tomto
intervalu. Nyni postupné vyzkousime vSechny body kvadru s celo¢iselnymi soufadnicemi,
pro kazdy z nich ovéfime platnost omezujicich podminek a pokud tento bod je pfipustnym
feSenim, vypocteme hodnotu ucelové funkce a porovname ji s nejlepsim dosud nalezenym
FeSenim.
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Zévaznou nevyhodou této metody je (zpravidla) obrovska vypocetni narocnost. Ulohu s deseti
bindrnimi proménnymi takto Fesit lze, pocet moznosti je ,jen* 1024. OvSem ulohu se stovkou
binarnich proménnych by vSechny pocitace svéta fesily tisice let.

Metoda seénych nadrovin je popséna v sekci 4.2

Metoda vétvi a mezi je popsana v samostatné sekci 77.

4.2 Metoda seé¢nych nadrovin

4.2.1 Metoda seénych nadrovin vychazi z optimalniho feseni relaxované tlohy. Jeli optimalni
feseni relaxované tlohy celociselné, pak jsme hotovi, protoze toto Feseni je zaroven optomalnim
feSenim ptivodni celo¢iselné tlohy.

Jeli feSeni relaxované tilohy necelociselné, piidavéa se k tiloze dalsi omezujici podminka a to
takova, ktera

e nevylouci zadné celociselné ptripustné feseni, ale
e vyloudi optimum relaxované tlohy (uéini ho nepfipustnym).

Geometricky vzato, pridanad omezujici podminka urcuje poloprostor ohrani¢eny nadrovinou a
tato nadrovina ,usekne“ z mnoziny pfipustnych reseni relaxované ilohy néjaka necelociselna reseni.
Proto mluvime o metodé se¢nych nadrovin (anglicky cutting plane method).

Ulohu s pfidanou omezujici podminkou fesime zcela stejnou metodou jako tilohu piivodni:
relaxujeme podminky celociselnosti, najdeme optimum relaxované tlohy a opét testujeme, zda
jsme dostali celociselné zeseni. To se opakuje, dokud nejsou vsechny souradnice feseni celociselné.

Sec¢né nadroviny lze generovat mnoha zptsoby. Nejznaméjsi je tzv. Gomoryho metoda. K jejimu
vykladu budeme potiebovat néasledujici pojem:

4.2.2 Dolni cela ¢ast redlného ¢isla x je nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez x. Dolni celou
¢ast ¢isla x znaéime |z |. Tedy napfiklad

[2.5] =2 a |—2.5] =-3.
Kazdé redlné ¢islo x lze zapsat ve tvaru @ = |z] + r, kde neceloéiselna ¢ast r splituje 0 < r < 1.

4.2.3 Gomoryho metoda je pouzitelna na tzv. celociselné celo¢iselné tlohy, tj. na ulohy, kde
v8echny proménné jsou celociselné a vSechny konstanty v omezujicich podminkach (tj. vSechny a;;
a b;) jsou celd ¢isla. Z toho myj. plyne, Ze celo¢iselné feseni bude mit i vSechny doplitkové proménné
cela ¢isla a tedy i po pfevodu tlohy na kanonicky tvar dostaneme celoc¢iselné celoc¢iselnou tlohu.

Gomoryho algoritmus odvozuje se¢nou nadrovinu ze simlpexové tabulky, kterd representuje
optimalni feSeni relaxované ulohy, a to z takového jejiho i-tého fadku, ktery ma na pravé strané
necelociselnou hodnotu b;. Tento i-ty fadek reprezentuje rovnici

(4.1) a; 171 + Qi2%2 + ... G nTp = b; .

Konstanty a; ; a b;, které se vyskytuji v této rovnici rozlozime na dolni celou ¢ést a zbytek
(4.2) aij=laijl+r;  a  bi=|b|+r,

k tloze pridame omezujici podminku

(4.3) TMT1 F Ty . T, 2T

Pripomenime, Ze pridani omezujici podminky je popsano v 2.9.11, str. 37.
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4.2.4 Zduvodnéni Gomoryho metody. V rovnici (4.1), kterd plati proto, Ze nam vysla v
simplexové tabulce, rozepiSeme vSechny konstanty a; ; a b; podle (4.2) a rovnici upravime tak, ze
na levou stranu prevedeme vSechny ¢leny s neceloc¢iselnymi koeficienty a na pravou stranu vSechny
¢leny s koeficienty celociselnymi. Dostaneme tak rovnici:

(4.4) rixy Freta .+, — = b — laii]rr — |ai2]ze — o G n] @,
Ponévadz jsou vSechna x; nezdpornd a ponévadz r < 1, leva strana rovnice 4.4 spliluje
(4.5) rMxy+roxe + ...+ rpxy, —r > —1,

Zéroven, ponévadz maji byt vSechna x; celociselnd, je prava strana rovnice 4.4 také celociselna,
proto musi i leva strana byt celé &islo a to celé ¢islo ostfe vétsi mez —1. Jeli tedy x pFipustné a
celoc¢iselné, musi platit

(4.6) T +7roTo + ...+ 1T, —7 20

Odtud jiz snadno plyne podminka (4.3)

4.2.5 Pr¥iklad. Re$me celoéiselné celociselnou tilohu (porovnejte s 2.2.2, str. 12):

1

2x1 + 3o max
T — 229
—2z1 + 22
Tl + X2

T

(IAVARIAVAR VAN VANMIVAN
=IO

€2

Nejprve najdeme optimalni feSeni relaxované tilohy

2 3 0 0 0 | max

0| 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 4
-2 =3 0 0 0 0

0| 3. -3 0 1 2 0 6
3| 2. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 2
-8 0 0 3 0 6

0| 3. 0 0 1 1 1 8
3|2 0 1 0 L 2 3 Y
ol L | 1 0o o0 -l | 2
0 0 0 s 2% [ 111

Optimélni fesen{ relaxované tlohy (%53 %5 8,0, 0) neni celo¢iselné. Gomoryho se¢nou nadrovinu
vygenerujeme podle prvni neceloéiselné soutadnice 1 = %3. Pfiddavdme omezujici podminku ulce
projevi jako

%y + Yoy 21/3,

coz se v simplexové tabulce projevi jako ¢tvrty fadek a Sesty sloupec.

2 3 0 0 0 0 | max
013 0 0 1 1 1 0 8
3|2 0 1 0 % % 0| 3%
2|1 1 0 0 —% 1 0 2
0]6 0 0 0 —%h —h 1| —%
0 0 0 % 2% 0| 11%
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Ponévadz mame zaporné ¢islo na pravé strané, pokracujeme dualné simplexovou metodou. Klicovy
prvek bude na misté (4,4). Po provedeni Jordanovy eliminace dostaneme:

2 3 0 0 0 0 | max
03 0 0 1 0 1 -1 7
312 0 1 0 0 % 0% 3
21 1 0 0 0 B =T 1
016 0 0 0 1 Yy —1% 1
0 0 0 0 2% T 11

Optimélni celoé¢iselné feseni je (1,3,7,1,0,0).

4.2.6 Poznamky Gomoryho metoda seénych nadrovin zpravidla nepracuje moc efektivné, ob-
vykle potfebuje zna¢ny pocet iteraci.

Pro specidlni lohy (napf pro problém obchodniho cestujiciho) jsou zndmy dokonalejsi metody
konstrukce se¢nych nadrovin, které ,jodsekavaji“ nepotiebna feseni ,po vétsich kusech“ a tedy
vedou k feseni rychleji.

4.3 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi je znacné obecnou metodou k feseni optimalizacnich tloh. Lze ji pouzit k
feseni uloh celoc¢iselného linearniho programovani, ale i pro tlohy, které s linearnim programovanim
nemaji skoro nic spole¢ného.

V této sekci podame obecny vyklad metody vétvi a mezi a uvedeme dva priklady pouziti.

4.3.1 Vétveni mnozZiny pripustnych feseni. Mnozinu piipustnych feSeni tlohy U ozna¢me
symbolem P¥(U).

Méjme optimalizaéni tlohu U s téelovou funkei f. Ulohu U miizeme fesit (mimo jiné) tak, Ze
vytvotime tlohy Uy, ..., U, se stejnou Gcelovou funkei (tzv. podilohy tlohy U) takové, ze

Pi(U) = Pi(UL) U... UPK(U,) .

Optimalni feseni tlohy U pak lze ziskat tak, Zze vybereme nejlepsi ze vSech optimélnich feseni
podualoh Uy,...,U,. Samoziejmé se pii tom snazime (v tom je smysl vétveni), aby podulohy
Ui, ..., U, byly v néjakém smyslu snazsi nez ptivodni tloha U, tj. aby napt. byly mensi. Dodejme,
7e pii tom je vyhodné, kdyz mnoziny P#(U;),...,PF(U,) jsou navzajem disjunktni, ale neni to
nutné.

Nalezeni optiméalniho feSeni tilohy U je snadné, pokud pro kazdou podilohu Uj;:

1. bud najdeme optimdlni feSeni tlohy U;,

2. nebo prokazeme, Ze tloha U; neméa zadné pfipustné feSeni,

3. nebo prokazeme, ze zadné pripustné FeSeni tlohy U; neni lepsi nez néjaké v té dobé€ jiz znamé
pripustné feseni ulohy U.

Casto se oviem stava, Ze pro nékterou podilohu (a ¢asto ne jen jednu) nejsme schopni pifmo zjistit
ani jednu z vysSe uvedenych tii moznosti. V tom pripadé pro kazdou takovou podilohu, ozna¢me
ji U;, pouzijeme stejny postup jako pro dlohu U, tj. rozvétvime ji na podualohy U;,,...,U;,  a pro
takto ziskané podulohy se opét snazime zjistit nékterou z vyse uvedenych moznosti. Nékteré z takto
ziskanych podiloh mutzZe byt nutno dale vétvit.

4.3.2 Strom resSeni. Jednotlivé podialohy miizeme pokladat za vrcholy kofenového stromu,
ktery nazyvame stromem feseni. Kofenem je vychozi tloha U a z kazdé ulohy, ktera byla vétvena na
podilohy, vedou hrany ke vSem jejim podilohdm. Béhem vypoctu se strom FeSeni méni (zvétsuje).
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Pro vypocet jsou zajimavé pouze listy stromu feSeni. Listy délime na tzv. Zivé a mrivé. Za
mrtvé pokladame ty listy (podilohy), u nichz se jiz podafilo prokdzat n&kterou ze t¥{ moznosti
uvedenych v 4.3.1. Témito podilohami se jiz neni tfeba déle zabyvat. Ostatni listy (podulohy)
jsou zivé.

Zivou podilohu je tfeba bud umrtvit (zjisténim nékteré ze t¥i moznosti z 4.3.1), anebo rozvétvit.
Rozvétvenim poduloha prestava byt listem, ve stromé feseni se vSak misto ni objevi né€kolik novych
listt. Vypocet konéi v okamziku, kdy vSechny listy stromu feSeni jsou mrtvé.

4.3.3 Odhady a meze. Pokud pro nékterou podulohu U; zjistime, ze plati moznost 3, tj. pokud
prokazeme, ze zadné pripustné reSeni ulohy U, neni lepsi nez néjaké v té dobé€ jiz znamé Feseni
ulohy U, je to pfi feseni dobré zprava, protoze tuto podiulohu neni tfeba vétvit. Nejlepsi dosud
zndmé FeSeni tlohy U se vSak béhem vypoétu obvykle méni (zlepsuje), a tak se snadno stane, ze
moznost 3 se o néjaké podiloze podafi prokazat, teprve az najdeme dostatecné dobré feseni celé
tlohy U.

Proto byva vypocet usporadan tak, ze jednak evidujeme nejlepsi dosud znamé feseni a hodnotu
jeho ucelové funkce, jednak pro kazdou podilohu U; vypocteme ¢éislo Odh(U;) takové, Ze zadné
pripustné feseni tlohy U; neni lepsi nez Odh(U;).

Cislo Odh(U;) byva v literatuie nazyvano u minimaliza¢nich tloh dolnim odhadem a u maxima-
liza¢nich tloh hornim odhadem. Cim je odhad bliZe skuteéné hodnoté optimalniho feseni podtilohy,
tim je tento odhad uzite¢n&jsi, nebot tim snéaze jeho pomoci prokdzeme, ze pro podilohu plati moz-
nost 3. Odhad je tedy tim lepsi, ¢im je méné optimisticky. Nékdy lze volit mezi nékolika metodami
vypoctu odhadu, které davaji rtizné kvalitni vysledky.

Zpusob vypoctu odhadu samoziejmé velice zavisi na fesené tloze a na zpusobu vytvareni
podiloh. Jako odhad pro podulohu U; se ¢asto pouziva hodnota optiméalniho feSeni tzv. relaxované
podulohy:

4.3.4 Relaxace neprijemnych omezujicich podminek. PonévadZ mnoZina ptipustnych fe-
Seni tlohy je vzdy popsdna (zad4dna) pomoci omezujicich podminek, provadi se i vétveni tlohy na
jeji podilohy pomoci dodatecnych omezujicich podminek, které se k vétvené tloze pridavaji.

Obvykla situace je tato: Omezujici podminky vychozi tlohy U lze rozlozit na dvé skupiny,
nazvéme je pirijemné a nepiijemné. Vynechameli (takzvané relazujeme) nepifjemné omezujici
podminky, dostaneme tzv. relaxovanou tlohu, kterda ma jiz jenom piijemné omezujici podminky
a kterou dovedeme (pokud mozno rychle) Fesit.

Najdemeli optimalni feSeni r tlohy, kterd vznikla relaxaci z U, jsou dvé moznosti: bud feseni
spliiuje, nebo nespliuje nepiijemné omezujici podminky. Pokud spliuje, pak mame Stésti, protoze
feseni r je zaroven optimalnim FeSenim i samotné dlohy U, a ulohu U tedy neni tfeba vétvit.
Obvykle vsak stésti nemame a FeSeni r nepiijemné omezujici podminky nespliiuje. V takové situaci
udélame dvé véci: za prvé, hodnotu optimalniho feSeni relaxované tlohy mutzeme pouzit jako
odhad, a za druhé, platnost onéch nepiijemnych podminek si snazime vynutit pfidavanim podminek
piijemnych, a to i za cenu toho, Ze se ndm tloha rozpadne (rozvétvi) na nékolik podiloh.

Podstatné je, ze pfi vétveni tlohy pridavame vzdy jen prijemné omezujici podminky. Tim je
totiz zaruceno, ze takto vzniklé podillohy jsou stejného typu jako vétvend tloha, a mizeme tedy
opét pouzit onen trik s relaxaci a feSenim relaxované podulohy.

Které omezujici podminky muzeme pokladat za prijemné, je ddno nasi schopnosti rozumné
rychle fesit prislusné relaxované podilohy. Zpravidla pro danou tlohu existuje nékolik moznosti,
jak zvolit prostor feSeni a jak preformulovat omezujici podminky, pfitom oboji mé znacény vliv na
pracnost feSeni metodou vétvi a mezi.

4.3.5 Volba podilohy k vétveni by mohla byt zaloZena na prohleddvani stromu feSeni napft.
do siiky nebo do hloubky. Castéji se vSak pro kazdou podilohu vypoéte hodnota, nazvéme ji
prioritou, a mezi zivymi podalohami vybirame k vétveni tu, kterd ma prioritu nejlepsi. Bézné se
v roli priority pouZiva (dolni nebo horni) odhad. Vybirdme pak podialohu, kterd ma odhad nejlepsi
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Vv

a pomoci odhadt pak umrtvime nékteré dosud zivé podulohy.

4.3.6 Shrnuti metody vétvi a mezi. Pfi vypoc¢tu udrzujeme nejlepsi dosud nalezené pii-
pustné feSeni 7 dané tlohy U a jeho hodnotu tucelové funkce L. Na zacatku 7 neni definovano
a jako hodnotu L pouzijeme nejhorsi moznou hodnotu (400 nebo —o0).

Doporucuje se vsak jesté pred zahdjenim vypoctu metodou vétvi a mezi ziskat néjakym
heuristickym postupem (viz 4.5) co nejlepsi pfipustné feSeni 7 a jeho hodnotu L, nebot to mize
nasledujici vypocet urychlit.

Dale pfi vypoctu udrzujeme seznam zivych poduloh.

Obvykle jesté pred zarfazenim do seznamu pro kazdou podilohu vypocteme odhad, nejcastéji
feSenim relaxované verze prislusné podilohy. Pokud pfitom dostaneme pfipustné feSeni, porovname
je s feSenim 7 a dale uchovavame lepsi z nich. Pokud bylo feSeni 7 nahrazeno lepsSim, tj. pokud se
zlepsila hodnota L, projdeme seznam zivych poduloh a vyradime ty, které jsou diky nové hodnoté
L umrtveny.

Pokud podiloha nemé zadné pfipustné feSeni nebo pokud pro ni dostaneme odhad, ktery
je horsi nez L, pak tuto podillohu okamzité umrtvime a do seznamu zivych poduloh ji vibec
nezapisujeme.

Ze seznamu zivych poduloh vybirdme zpravidla tu, kterd mé nejlepsi odhad. Tuto podilohu
ze seznamu odstranime, rozvétvime ji na podulohy, pro kazdou z nich ihned vypocteme odhad
a pripadné ji zafadime do seznamu zivych poduloh, jak bylo popsano vyse.

Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu néjaka ziva poduloha. Vysledné feseni 7 pak je
optimalnim feSenim ulohy.

4.3.7 Priklad — celoéiselné linearni programovani Ulohy celo¢iselného linearniho progra-
movani jsme (vCetné piikladi aplikaci) zavedli v 4.1, str. 55. Jednou z metod pro FeSeni téchto tloh
je metoda vétvi a mezi.

Prijemné podminky jsou zde bézné podminky linedrniho programovani, tedy nerovnosti a
rovnice. Nepfijemnou podminkou je celoc¢iselnost. Relaxované tilohy lze fesit béznou simplexovou
metodou.

KdyZz nam u relaxované tlohy vyjde optiméalni feSeni, které obsahuje neceloc¢iselnou hodnotu
nékteré proménné x; = h, pak tlohu rozvétvime na dvé podulohy a to tak, ze v jedné podiloze
pfiddme podminku z; < |h] a ve druhé podiloze podminku x; = [h].

Metodu vétvi a mez predvedeme na nasledujici jednoduché tloze.

r1+T9 — max
221 +x2 = 5 1/2
20—z 2
Ty 2 1/2
r1,T9 = 0
T1, X2 celociselné

MnoZina pifpustnych feseni relaxované tlohy je na obrazku 4.1. Optimaln{ feseni (1%,2 %)
relaxované tlohy ma neceloc¢iselné obé souradnice. K vétveni na podulohy si vybereme souradnici
x1, priddme tedy omezujici podminky x1 < 1 a x7 2 2. Vzniklé podilohy a optiméalni feSeni jejich
relaxovanych verzi jsou na obrazku 4.2.
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\é_kxz—)max

o

T

Obréazek 4.1: Reseni relaxované tilohy 4.3.7

¢islo pridand odhad komentar
podulohy omezeni

1 — 4  vétveno na podulohy 2 a 3
2 I é 1 2 1/2 Ziva,
3 x22 3 ziva
Y
o [e]
— e
T1 < 1

1'122
\éerg%max

o

T

Obrazek 4.2: Podilohy tlohy 4.3.7 po prvém vétveni.

vvvvv

had. Vétvime podle proménné x5 Po rozvétveni vznikne situace v nasledujici tabulce a zndzornéné
obrazkem 4.3.
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¢islo pridana FeSeni odhad komentar
podilohy omezeni
1 — (1%,2%) 4 vétveno na podulohy 2 a 3
2 151 (1,1%) 21 Ziva
3 w22 (2,1%) 3% vétveno na podilohy 4 a 5
4 I 2 2, To é 1 21/47 1) 31/4 VANE:)
5 1122,1022 — — nema piipustné reseni

Yy
0] o
-
.%'122
xr1 + r9 — max
0] Q (e}
ZEQZQ
$2§1
o — o

T

Obrazek 4.3: Podulohy tlohy 4.3.7 po druhém vétveni.

vvvvv

podilohu 4 a vétvime podle proménné z;.

Podiloha 6 vznikne pfiddnim podminky x; < 2. Mnozina pfipustnych feSeni relaxované
podilohy se tim de facto redukuje na tisecku. Optimalni FeSeni této relaxované podtlohy je (2, 1),
tedy celociselné reseni. Hodnotu 3 celové funkce tohoto feSeni nyni muzeme pouzit k umrtveni
zivych poduloh, které maji horsi hodnotu odhadu. V nasem pripadé takto umrtvime podilohu 2.

Podiloha 7 vznikne pfiddnim podminky z; 2 3 a tato podiloha nemé zadné piipustné reseni.

¢islo pridana FeSeni odhad komentar
podulohy omezeni

1 — (1%,2%) 4 vétveno na podilohy 2 a 3
2 =51 (1,1%) 21, umrtveno diky odhadu

3 x1 22 (2,1%) 3% vétveno na podilohy 4 a 5
4 322,251 (2Y,1) 3Y vétveno na podilohy 6 a 7
5 x122,1922 — — nemé pripustné feSeni

6 z122,2251, 2152 (2,1) 3 celociselné optimum

7T 2122, 2251, 2123 — — nem4 piipustné reseni

4.3.8 Problém batohu Lupi¢ ma batoh, do kterého mize dat nejvyse K kilogramu kofisti
a ani o gram vice. Jeho lup se skldda z n pfedmét o hmotnosti wq, we, ..., w, kilogrami a cenach
€1,¢2,...,c, K& Snahou lupice je odnést v batohu co nejdralsi kotist, ale nesmi batoh pretiZit.

Tato tloha mé& mnoho poctivéjSich podob, zejména pri sestavovani rozvrhi a pfi planovani
paralelné probihajicich procest, které spotfebovavaji néjaky material, energii nebo praci. Vzdy se
snazime co nejuzitecnéji vytizit dany materidlovy, energeticky nebo lidsky zdroj.
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Y
(] o
—>—
33122
xr1 + 9 — max
(] [}
IQS].
—
r1 <2 T1 >3
O
x

Obréazek 4.4: Podulohy tlohy 4.3.7 po tfetim vétveni.

Megjme batoh o kapacité 40 a pét predmétt s témito vahami a cenami:

predmét i: ‘ A B C D E
cena ¢;: 50 107 31 31 69
vaha v;: 14 30 9 10 27

Jako prostor feseni vezmeme R, jeho prvky jsou uspoiddané pétice &isel x1, . . ., x5, kterd uréuji,
kolikrat zabalime do batohu jednotlivé pfedméty. Omezujici podminky urcuji, ze 0 < z; < 1
a Z§:1 v;z; < 40. Nepfijemnou omezujici podminkou zde je, Ze vSechna z; musi byt navic
celociselna.

Pro icely snadného feSeni relaxované tlohy si pfedméty sefadime sestupné podle jejich ,,mérné
ceny“, tj. podle podilu cena/vdha. Ve vySe uvedeném zadéni je toto sefazeni jiz provedeno.

Optimalni feseni relaxované ulohy pak ziskame velmi jednoduse tak, Ze do batohu budeme
ukladat celé predméty v poradi klesajici mérné ceny, priCemz posledni z takto zafazenych predméta
mozna nebude zafazen cely. Pro nasi tlohu tak dostaneme feseni o hodnoté 142,73 tvofené celym
predmétem A a ¢asti 26/30 pfedmétu B. Jako horni odhad pouZzijeme celou éast této hodnoty, tj.
zde 142, nebot v8echna pi¥ipustnd feSeni ptivodni (nerelaxované) tlohy U maji hodnotu téelové
funkce celociselnou, a ta tedy nemiize presdhnout 142.

Vétveni budeme provadét vzdy na dvé podilohy, a to tak, Ze si vybereme néktery predmét,
o némz v dané podiloze neni jesté rozhodnuto, a v jedné z poduloh jej pevné zafadime, zatimco
ve druhé jej zakdzeme. V obou podulohéch se tedy rozhoduje o mensim poc¢tu predmétt. Pridané
omezujici podminky, tj. prikazy a zakazy, budeme zkracené oznacovat symboly + a - tak, Ze napft.
-+-.. bude znamenat, ze 1. a 3. pfedmét jsou zakazany, 2. predmét je prikdzan a o ostatnich
predmétech neni v podiloze rozhodnuto.

Pribéh feSeni je zaznamenan v nésledujici tabulce. Podulohy jsou ocislovany potradovymi
¢isly v poradi, jak byly vytvofeny vétvenim. K vétveni byla vybirana vzdy podiloha s nejlepsim
odhadem, a to v poradi 1, 2, 3, 6, 8, 11.

¢islo pridand  horni komentar
podilohy omezeni odhad
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..... 142 vétveno podle A na podulohy 2 a 3

+o... 142 vétveno podle B na podulohy 4 a 5

- ... 141  vétveno podle B na podulohy 6 a 7

++. .. —  pretiZeno

129 umrtveno po zpracovani podilohy 9

© 00 O Uk Wi
+
|

-+... 141 vétveno podle C na podulohy 8 a 9
-—... 115 umrtveno po zpracovani podulohy 9
—++, . 141  vétveno podle D na podulohy 10 a 11
—+-.. 138 (optimum) viz komentaf v textu

10 —+++. — pfetizeno

11 -+, 140 vétveno podle E na podilohy 12 a 13

12 —++—+ —  pretiZeno

13 —++-- 138 dalsi optimum

Strom feseni je na obrazku 4.5.

1: 142
2: 142 \ 3: 141
4: pfetizeno \5: 129 6: 141/ 7: 115
8: 14)1/ 9: 138 opt

N

10: pfetizeno 11: 140

pd

12: pretizeno 13: 138 (opt)

Obrazek 4.5: Strom feseni k ptikladu 4.3.8. U vrcholt jsou napsana ¢isla podiloh a hodnoty hornich
odhadi.

Podiloha 9 vyzaduje podrobnéjsi komentaf: ReSenim relaxované verze podilohy 9 jsme zde
(ndhodou) dostali celo¢iselné feSeni. Ziskali jsme tedy pfipustné feSeni celé tulohy, aniz by bylo
nutno podulohu vétvit. V té dobé to bylo prvni pfipustné feseni, které jsme nalezli. Pouzili jsme je
ihned k umrtveni poduloh 5 a 7, které v té dobé byly jesté zivé, ale mély ve srovnani s podalohou
9 horsi odhad.

Stoji za zminku, ze v této chvili jsme jiz méli Feseni, o kterém se pozdéji ukizalo, Ze je optimalni,
ale v té dobé jsme to jesté neveédéli, protoze stale jesté zbyvala ziva podiloha 8 s odhadem, ktery
déaval nadéji na zlepSeni. Bylo tedy nutno ve vypoctu pokracovat a teprve po rozvétveni poduloh
8 a 11 se ukazalo, Ze lepsi feseni neexistuje.

4.4 Backtracking

4.4.1 Posloupnosti a strom Feseni. Backtracking lze pouzit v téch situacich, kdy kazdé feSeni
ulohy (tj. kazdy prvek prostoru Fesen{) miizeme povazovat za kone¢nou posloupnost, pficemz kazdy
prvek posloupnosti musi byt vybran z néjaké predem dané koneéné mnoziny. Pri trose fantazie se
na vétsinu kombinatorickych tiloh mizZeme divat timto zptsobem.

Kromé posloupnosti, které predstavuji (iplné) feSeni tlohy budeme uvaZovat také vSechny
jejich pocétecni useky. Tyto pocatecni tseky odpovidaji ¢asteénym (nedplné uréenym) FeSenim.
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Vsechny takovéto posloupnosti mtzeme poklddat za vrcholy orientovaného grafu, v némz kazda
¢astecna posloupnost méa jako své nasledniky vSechna své prodlouZeni o jeden prvek. Tento graf je
kofenovym stromem (kofenem je prazdnd posloupnost) a nazyvame jej stromem fesend.

4.4.2 Backtracking. Nejjednodussi verze backtrackingu spociva v prohledavani stromu Feseni
do hloubky. Vzdy, kdyz se pfi prohledavani dostaneme k posloupnosti, kterd odpovida tplnému
feseni, provedeme test, zda toto feseni je pfipustné. U optimalizacni tlohy navic evidujeme nejlepsi
dosud nalezené pfipustné feSeni.

Takto jednoduchy backtracking bez pouziti dalsich trikti ovSem neni v podstaté ni¢im jinym
nez systematicky provedenou metodou hrubé sily. Triky, kterymi lze vypocet mnohdy i znac¢né
urychlit, spoc¢ivaji v tom, ze vynechame prohledédvani nékterych podstromii.

M4 smysl prodluzovat jen ty posloupnosti, u nichz je nadéje, ze mohou byt prodlouzeny na
piipustné fesSeni. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, ze zadné prodlouzeni uz nemiize byt
piipustné, mizeme usetfit ¢as tim, Ze prohleddvani prislusného podstromu piesko¢ime (provedenim
névratu).

Resimeli optimaliza¢ni tlohu, miizeme dosahnout daldi tGspory ¢asu, budemeli schopni pro
kazdou posloupnost x1,...,x; uréit éislo D, které nazveme dolnim, popf. hornim odhadem (pro
minimaliza¢ni, popf. maximaliza¢ni lohu) a které ma tu vlastnost, Ze prodluZovanim posloupnosti
Z1,...,x; nelze dosdhnout p¥ipustného feseni lepsiho nez D. Budeli tedy pro posloupnost z1, . . ., 2;
tento odhad horsi nez néjaké pripustné feseni, které uz v té chvili zname, nemé dalsi prodluzovani
posloupnosti z1, ..., z; smysl a prohledavani pfislusného podstromu mtzeme opét preskodit.

I pfes uvedené moznosti uspor byva backtracking ¢asové hodné naro¢ny.

4.4.3 Priklad — problém batohu. Pfedméty libovolné, ale pevné sefadime do posloupnosti.
Muze to byt poradi podle mérné ceny jako v 4.3.8, ale neni to nutné. Do batohu budeme ve
zvoleném potradi pridavat predméty, dokud se vejdou. Kdyz se pfedmét, ktery je na fadé nevejde,
vezmeme dalsi. KdyZ uz neni co pridavat, vyndame naposledy pridany predmét a zkusime pridavat
predméty, které nasleduji za nim.

Takto postupné vyzkouSime vSechna pripustna FeSeni, tj. vSechny mnoziny predméti, které
batoh nepfetizi. Pokud pfitom budeme zaznamenévat nejvétsi dosazenou cenu predmétit v batohu,
najdeme timto zpuisobem optimalni feSeni.

Vyzkousejte to na prikladé 4.3.8 jako cviceni.

4.4.4 Backtracking versus vétve a meze. Obé metody maji nékteré rysy spolecné a u né-
kterych algoritmi je tézké rici, o kterou z obou metod jde.

Backtracking pouzity k feseni optimalizac¢ni tlohy lze pokladat za specialni pfipad metody vétvi
a mezi. Na posloupnost, kterd v backtrackingu tvori ¢astecné feSeni, se totiz mtzeme divat jako
na podilohu, v niz nékolik prvych ¢lenti posloupnosti je pomoci pfidanych omezujicich podminek
pevné urceno. Prodlouzeni posloupnosti pak znamené ptidani nové omezujici podminky.

Pii backtrackingu vSak prohledavame strom feSeni vzdy do hloubky (jinak by to nebyl backtrac-
king), zatimco v metodé vétvi a mezi lze dalsi postup Feseni volit svobodnéji, a tedy zpravidla
vyhodnéji (napf. pomoci priorit, viz 4.3.5). V backtrackingu lze k zamezeni zbyteéného vétveni
pouzit i jiné triky neZ dolni, popf. horni odhady. A koneéné, backtracking 1ze pouzit také k feseni
uloh, které nemaji optimaliza¢ni charakter.

4.5 Heuristické algoritmy
V praxi mnohdy vystacime s feSenim, které je ,dostatecné dobré“, které vsak ziskdme rychle.

Algoritmy, které poskytuji takovato feSeni, nazyvame heuristické. Tyto algoritmy byvaji zaloZzeny
na nejriznéjsich principech.
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Mnohé heuristické algoritmy pracuji tzv. hladovgm zplsobem: FeSeni vytvaii (konstruuji)
postupné a v kazdém kroku se snazi o co nejvétsi zlepSeni ucelové funkce, popf. o co nejvétsi
tusporu. Napiiklad pfi feSeni problému batohu 4.3.8 budeme davat do batohu vzdy predmét, ktery
ma nejlepsi mérnou cenu a jesté se do batohu vejde. Samoziejmé se mize stat, ze se ,,chamtivost
nevyplati“ a vysledkem je feseni, které neni optimélni. Prikladem je pravé zminéna tloha o batohu
(vyzkousejte). Ulohy, v nichz hladov§ postup zarucené vede k optimalnimu FeSeni, jsou spise
vyjimecné.

Nékteré heuristické algoritmy feSeni mnohokrat opakuji s vyuzitim ndhody a z takto ziskanych
feSeni vybiraji nejlepsi.

Dalsi heuristické algoritmy vyuzivaji tzv. lokdini prizkum: vezmou néjaké stavajici Teseni
(zpravidla ziskané néjakou jinou heuristikou) a systematicky je pozménuji, tj. v jistém smyslu
prozkoumavaji okoli stavajiciho feSeni. Pokud nékteré z pozménénych feSeni je lepsi nez feSeni
stavajici, prohlasi toto lepsi feSeni za stavajici a pokracuji prizkumem okoli tohoto nového feseni.
Toto se opakuje, dokud se daii feSeni zlepSovat. Samoziejmé mtzeme skoncit i dfive, pokud najdeme
feSeni, jehoz kvalita ndm postacuje nebo pokud uz nemame cas na dalsi zlepsovani.

Metodu lokalniho prizkumu lze déle zdokonalit s vyuzitim ndhody. Jednak mtzeme s néjakou
pravdépodobnosti akceptovat i zhorSeni tucelové funkce v nadéji, ze takto pozdéji objevime cel-
kové lepsi feSeni, jednak mizeme cely postup mnohokrat opakovat z jiného, ndhodné zvoleného
vychoziho TeSeni.

a mezi, v nichZ pouzivdme nepfesné (ne zcela spolehlivé) odhady. Prohleddvdme pak mensi strom
feSeni a vypocet se muze podstatné urychlit, ale muze se stat, Zze diky neprfesnému odhadu
preskocime prohledavani podstromu, ktery obsahuje optimalni feseni.

Obecné plati, Ze heuristické algoritmy byvaji ,Sity na miru“ pro ur¢ity typ tulohy, jejich
aspésnost zavisi na tom, jak se podaii vyuzit specifickych ryst daného typu tlohy i specifickych
rysu instanci, které chceme fesit. Pti jejich navrhu hodné zalezi i na zkuSenosti a citu pro reseny
problém.
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Kapitola 5

Dynamické programovani

Dynamické programovani je pomérné obecnym a u¢innym néastrojem k feseni nékterych optimali-
zacnich uloh.

5.1 Bellmantiv princip optimality

Dynamické programovani je zaloZeno na mySlence, ze ¢ast optimalniho feSeni by méla byt také
optimalnim feSenim (mensi tlohy). Napriklad ¢ast nejkratsi cesty by méla byt také nejkratsi cestou.

Vychazime pfitom z pfedpokladu, zZe feSeni optimalisacni tlohy lze rozlozit na ¢asti, které lze
pokladat za YesSeni optimalisa¢nich iloh stejného typu, ale mensiho rozsahu. Pokud Ize feseni dil¢ich
tloh spolu libovolné kombinovat, pak celkové feSeni nemtize byt optimalni, budeme-li schopni
nékterou jeho cast ,lokalné“ vylepsit.

Dynamické programovani se nejcastéji aplikuje na tlohy, jejichZz feSeni si lze predstavit jako
posloupnost rozhodnuti o dalsSich a dalsich ¢astech feseni. Rozhodujeme se dynamicky vzdy podle
situace, do které jsme se dostali na zakladé predchozich rozhodnuti. Odtud ostatné pochazi nazev
metody.

5.1.1 Bellmanuv princip optimality.

Optimélni startegie mé tuto vlastnost: at je vychozi stav a vychozi rozhodnuti jakékoli,
posloupnost nasledujicich rozhodnuti musi tvorit optimalni strategii vzhledem ke stavu,
ktery vyplyva z vychoziho rozhodnuti.

5.1.2 Podminky platnosti Bellmanova principu optimality. Pokud se pfi rozhodovani
musime Fidit nejen soucasnym stavem, ale i zptisobem, jak jsme se do tohoto stavu dostali, pak
Bellmanuv princip optimality ve vySe zminéné jednoduché podobé nelze pouzit. Aby jej pouzit §lo,
je nutno zahrnout do pojmu ,stav® vse, co ovlinuje moznosti dalsiho pokracovani.

5.1.3 Priklad. Chcete optimélnim zptisobem pfistat s tryskovym letadlem. Vlivem piedchozich
fidicich zasaht jste se ocitli v plné rychlosti sto metri vpravo od pristavaci drahy. Nejkratsi cesta
z tohoto mista do cilové pozice vede sto metri vlevo, jenze vlivem setrvacnosti a manévrovacich
schopnosti letadla tuto cestu nelze pouzit. Aby bylo mozno pouzit Bellmantv proncip optimality,
musi stav letu zahrnovat nejem bod, ve kterém se letadlo nachazi, ale i rychlost a smér jeho letu
s leticim letadlem délat, jako napr. nastaveni fidicich klapek na kridlech nebo okamzity vykon
motoru.
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5.2 Priklad: alokace investic

5.2.1 Uloha o alokaci investic. Mame @ jednotek né&jakého ekonomického zdroje (tieba
penéz) a nasim tkolem je rozdélit je mezi n investi¢nich programi. Pro kazdy investi¢niho program
i a pro kazdou celoéiselnou velikosti investice 0 < z < @ zndme velikost vynosu g;(x). Celkovy
vinos je souctem vynost ze viech n programtl. Ukolem je najit velikosti investic zy,...,z, do
jednotlivych programi tak, aby celkovy vynos byl maximalni mozny.

Predpokladame, ze investice do jednotlivych programi jsou vzajemné nezavislé a také, ze vynosy
z jednotlivych programi nezavisi na investicich do ostatnich programsi.

5.2.2 Obecné Feseni tlohy o alokaci investic. Ozna¢me
F;(q) = optimélni (tj. nejvyssi mozny) vynos z programu 1,...,j pfi celkové velikosti investic g.

d;(q) = velikost z; investice do j-tého programu, pfi niz celkovy vynos z programa 1, ..., j nabyva
maximalni hodnoty Fj(g).

Plati
(5.1) Fi(g) = o),
(5.2) Fj(q) = max {g;(q) + Fj-1(q — 2)}
0Sz<q
Podle vzorct (5.1) a (5.2) lze poéitat postupné Fy, Fy, F3, ..., F,. Tim ov em vypo

Je vhodné soucasné zaznamendvat hodnoty d;, protoZe s jejich pomoci lze pak vypocitat
hodnoty z1,...,x,.

5.2.3 Pro¢ tak slozité? Neslo by jednoduse vyzkouset vSechny moznosti? Je jich pfece kone¢né
mnoho.

Samoziejmé by to §lo. Bylo by to dokonce velmi jednoduché, ale pro tlohy vétsiho rozméru
také nesmirné pracné. Pocet vSech moznosti, kterymi lze investovat ¢ penéz do n programi, je
totiz roven'

(n—i—q—l) _(n4+q-1)

x xl(n —1)!

a pro kazdou z nich je tfeba provést (n — 1) se¢itani.

Napf. pro Q@ = 50 a n = 25 je podet viech moznosti pfiblizné 1.75 - 101 a cely v§podet by
vyzadoval zhruba 8.6-10%° seéitdni. P¥i rychlosti miliarda operaci za vtefinu by vypocet trval pies
7 let.

Vypocet pomoci dynamického programovani je sice komplikovanéjsi, ale mnohem méné pracny.
Pocitame Q(n—1) hodnot F;(g), vypocet kazdé z nich vyzaduje v priméru ()/2 se¢itani a porovnani
dvou ¢&isel. Celkem tedy nejvyse Q2(n — 1)/2 se¢itani a porovnani.

Pro @ = 500 a n = 25 potfebujeme pouze asi 30 tisic operaci selitani a porovnani, coz
srovnatelné rychly pocitac zvladne béhem zlomku vtefiny.

5.2.4 Piiklad. Resme tlohu o alokaci investic, kde Q = 6 a vynosy jsou dany touto tabulkou:

1Tento vzorec lze odvodit napt. touto tivahou: Reseni si piedstavime jako proces. Za¢neme u prvniho programu a
provedeme celkem (n + @Q — 1) dil¢ich kroki, kdy bud zvétsime o jednotku investici do stavajiciho programu a nebo
prejdeme na dalsi program. Zvétseni o jednotku provedeme celkem Q-krat, prechod k dalsimu programu celkem
(n — 1)-krat. Q operaci typu zvétseni o jednotku lze v celé posloupnosti viech (n + @ — 1) operaci rozmistit celkem
("Jr;’*l) zpisoby.
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g1 92 g3 g4
0 0 0 0
4 15 5 10
6 16 10 14
12 17 15 18

24 30 20 22
30 35 25 30
35 40 30 40

UL W OR

Podle vzorce (5.1) ziskdme nejprve F; = g1 a pak podle vzorce (5.2) vypoéteme nejprve Fy,
pak z néj F3 a nakonec hodnotu Fy(6).

91 92 93 ga|| i P 3 Fy
0 0 0 0 0o 0o 0o
4 15 5 10 4, 15 15¢
6 16 10 14 6o 197 204

12 17 15 18 123 214 259

24 30 20 22| 244 305, 3005

30 35 25 30| 305 39, 39

35 40 30 40 || 356 45, 459 49

ST WO

Jako indexy jsou zde uvadény hodnoty d;(¢), které pouzijeme pro zpétny vypocet hodnot z;:

Ponévadz ds(6) = 1, bude v optimalnim feSen{ x4 = 1. Pro investice do programt 1, ...,3 tedy
zbude 5 jednotek. Z prvych t¥i programi tedy dostaneme vynos F3(5) = 39, pfi¢emz t¥eti program
dostane nulovou investici, nebot ds(5) = 0. Odtud x5 = 0. Pro investice do prvych dvou programu
tedy zbude 5 jednotek. Z prvych dvou programi tedy dostaneme vynos Fs(5) = 39, pficemz druhy
program dostane investici ve vy$i do(5) = 1, tedy 2o = 1. Pro investici do prvého programu tedy
zbudou 4 jednotky, tedy =1 = 4.

Vskutku, g1(4) + g2(1) + g3(0) + ga(1) = 49.

5.3 Optimalni dopliovani zasob

5.3.1 Optimalni doplnovani zasob. Piedpokladejme, Ze poptavka je pfedem presné znadma
a to tak, ze v n okamzicich ¢4, ..., t, bude mit poptavka velikost q1, ..., g,. Naklady na skladovani
jsou Cs za jednotku casu a mmozstvi, ndklady spojené s pofizenim zésoby jsou C). Ukolem
je naplanovat optimalni dopliovani zasob tak, aby celkové naklady spojené s dopliiovanim a
udrzovanim zasoby byly miniméalni.

5.3.2 Reseni ulohy o optimalnim dopliiovani zasob. Jesté nez za¢neme poditat, provedeme
nékolik pfipravnych tvah, kterymi zredukujeme pocet moznosti, kterymi ma smysl se zabyvat.

Predevsim omezime okamziky, kdy ma smysl pofizovat zasoby. Zasobu nema smysl dopliovat
jindy nez v okamzicich z mnoziny T = {t1,...,t,}. Kdybychom totiz zdsobu doplnili v okamziku
t, ktery neni v této mnoziné, mohli bychom celé feseni zlevnit tim, ze bychom doplnéni zasoby
odlozili na nejblizsi ptisti okalzik z mnoziny 7.

Dale omezime rtiznost mnozstvi, které budeme skladovat. Velikost zasoby by v kazdém oka-
mziku méla byt bud nulové a nebo rovna souctu jedné nebo nékolika nasledujicich poptéavek. Kdyby
totiz velikost zasoby v néjakém okamziku byla jina, bylo by mozno zmensit velikost predchozi do-
davky do skladu a tim zmensit naklady na skladovani.

Je tedy zfejmé, Ze v optimalnim feSeni musi byt prvni dodavka do skladu v case ¢; a dalsi
dodavky musi byt v nékterych (mozna zadngch, mozné vsech) okamzicich to,. .., t,. Vybérem této
mnoziny okamzikid je pak jiz celé feSeni jednoznacné urceno. Velikost kazdé dodavky totiz musi
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byt pravé takova, aby stacila na kryti poptavky do nejblizsi dalsi dodavky popt. az do okamziku
posledni poptéavky ,,.
Vsimnéte si, ze jsme velmi podstatné zredukovali pocet feseni, mezi kterymi hled-ame optimum.
Pouzili jsme k tomu myslenky dynamického programovani aniz jsme prozatim cokoli pocitali.
Pocet feseni, ze kterych vybirdme optimum, je vSak i po této redukci roven po¢tu podmnozin
(n — 1)-prvkové mnoziny, tedy 2(n — 1). Dynamické programovani nam opét pomtize, ale ted jiz
budeme muset trochu pocitat.

Oznac¢me F; naklady na kryti poptavky v obdobi t1,...,t; véetné. Ziejmé F; = C,. A aby nam
dalsi avahy pékné vychézely, budeme brat F'(0) = 0.
Plati
(5.3) Py = min{F, 1 + N(i,)}
i<j

kde N(i,7) jsou néklady na jedno doplnéni zasob v ¢ase t; a udrzovani zasoby do okamziku t;
vcetné. Plati

(5.4) N(i,j) = Cp+Cs Y ar(ts — i)
e

Hodnoty N (i,7) proi < j je vhodné vypocitat pfedem. Pfitom je vhodné postupovat po Fadcich,
nebot kazdou nasledujici hodnotu N (4, j+1) dostaneme snadno tak, Ze k pfedchozi hodnoté N (i, j)
pfiéteme pfirustek quj+1(tj+1 — tz)

Obvykle neni tieba pocitat vSechny hodnoty N (i,7) pro i < j. Je-li totiz pfirustek vétsi nez
néklady C), na pofizeni nové zasoby, je zfejmé, ze vysledna hodnota N (i, j+ 1) nemuize byt soucasti
optimalniho feSeni, nebof nové porizeni zdsoby by bylo levnéjsi nez onen piirustek. V takovém
pfipadé pak neméa smysl pocitat ani nasledujici hodnoty az do konce fadky matice N.

V dalsi fazi vypoctu pak postupné podle vzorce (5.3) pocitame hodnoty F; pro j=1,...,n.

Cilem vypoCtu ovSem neni jen hodnota tucelové funkce F),, ale zejména casy a velikosti
jednotlivych objedndvek. Pro tento tucel je tfeba pfi vypoétu hodnot F; podle vzorce (5.3)
zaznamenavat, pfi kterém ¢ bylo dosazeno minima.

Ve tieti fazi vypoctu tedy zjistujeme casy jednotlivich objednavek. Postupujeme pritom
pozpatku, od posledni objednavky k prvni. Z casi objednavek pak jiz snadno zjistime jejich
velikosti.

5.3.3 Piiklad. Resme tilohu o optimalnim dopliiovani zasob s témito daty: Naklady na pofizeni
zésoby jsou C, = 70, nédklady na skladovéani jsou Cs = 1. Poptavka je déna touto tabulkou:

1t | q
1 0| 40
21 11|50
31 21|30
4| 3| 20
51 4] 20
6| 6] 15
71 81|10

Nejprve vypocteme hodnoty N (%, j).

1 2 3 4 5 6 7

1|70 120 180 240 - - -
2 70 100 140 200 - -
3 70 90 130 190 250
4 70 90 135 185
5 70 100 140
6 70 90
7 70
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Ve druhé fazi vypocteme hodnoty Fj:

F0) = 0
F(1) = 70
. { Fi+N(2,2) =70+ 70 = 140
F2) = mm{ Fy+ N(1,2) =0+ 120 = 120
Fy + N(3,3) = 120 + 70 = 190
F(3) = min{ Fy+N(2,3) =70+ 120 = 190
Fy+ N(1,3) = 0+ 180 = 180
F3 + N(4,4) = 180 + 70 = 250
) B+ N(3,4)=120+90 = 210
F(4) = ming o + N(2,4) = 70 + 140 = 210
Fy+ N(1,4) = 0 + 240 = 240
Fy + N(5,5) = 210 + 70 = 280
) P34 N(4,5) =180+ 90 = 270
F(5) = ming g N(3,5) = 120 + 130 = 250
Fy 4+ N(2,5) = 70 + 200 = 270
Fs + N(6,6) = 250 + 70 = 320
) Fy+N(5,6) =210+ 100 = 310
F(6) = min{ 5\ N(46) = 180 + 135 = 315
Fy + N(3,6) = 120 + 190 = 310
Fs+ N(7,7) = 310 + 70 = 380
F5 + N(6,7) = 250 + 90 = 340
F(7) = min{ Fy;+ N(5,7) = 210 + 140 = 350
F3+ N(4,7) = 180 + 185 = 365
Fy + N(3,7) = 120 + 250 = 370

Abychom doséhli optimélnich celkovych nakladt Fr = 340, musi posledni dodavka do skladu
byt v case tg = 6. Predch8zejici obdobi t; az t5 musi byt pokryto optimalnim zptisobem, tedy s
naklady F(5) = 250 a s posledni dodavkou do skladu v ¢ase t3 = 2. Obdobi ¢; az to pak bude
optiméalné pokryto dodavkou v case t; = 0.

7 castt dodavek pak odvodime jejich velikosti:

cas velikost objednavky ‘ na obdobi
tl =0 90 tl az tQ
tg =2 70 tg az t5
t6 =6 25 t6 az t7

5.3.4 Poznamka o €asovém horizontu. Velikost poditecéni optiméalni objednavky v case t;
zavisi na celé nasledujici poptavce, tj. na poptavce ve vSech nasledujicich okamzicich. Zména i
casové velmi vzdalené poptavky miize ovlivnit poc¢ateéni rozhodnuti.

To znamend, %e kdybychom omezili ¢asovy horizont a zanedbali (tj. ve vypoétu neuvazovali)
casoveé vzdalenou poptavku, mohli bychom dostat neoptimalni, tedy drazsi feSeni. Rozdil v ti¢elové
funkci pak muzeme pokladat za cenu informace o budouci poptavce.

Napriklad kdyby se v predchozim prikladé zmensila velikost posledni poptavky na g7 = 4,
zménil by se sice v matici N jen posledni sloupec
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1 2 3 4 5 6 7

1|70 120 180 240 - - -
2 70 100 140 200 - -
3 70 90 130 190 214
4 70 90 135 155
5 70 100 116
6 70 78
7 70
Ve druhé fazi vypoctu se zméni pouze hodnota Fr:
Fs + N(7,7) =310+ 70 = 380
F5+ N(6,7) = 250 + 78 = 328
F(7) = min< Fy+ N(5,7) =210+ 116 = 326
F3+ N(4,7) =180 + 155 = 335
F>, + N(3,7) =120+ 214 = 334

Casy a velikosti objednavek se viak zméni velmi podstatné:

cas velikost objednéavky ‘ na obdobi

t1=0 90 ty
tz =1 50 tg az t4
t5 =4 45 t5 az t7

Jifi Demel: Operac¢ni vyzkum
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Kapitola 6

Teorie zasob

6.1 Zakladni pojmy

6.1.1 Zasoba je libovolny pohotovy ekonomicky zdroj, ktery je nyni k disposici a jehoZ spotfeba
miuzZe byt odlozena do budoucnosti.

Teorie zasob se zabyva otazkou, jak stanovit a ridit velikost zasoby, aby byly minimalisovany
néklady, které jsou disledkem zvolené strategie fizeni. O jednotlivych typech nakladt pojedname
dale v 6.1.4.

6.1.2 Poptavka se v teorii zdsob chape jako proces zmenSovani zasoby. Ptiklady: poptavka na
trhu, spotfeba materidlu pro vyrobu, spotieba nahradnich dild.
Poptéavku zpravidla nemtzeme ovlivnit, ¢asto je ndhodna a predem neznama.

6.1.3 Doplnovani zasob je proces, ktery vede ke zvySovani zasoby. Zasoba se dopliiuje zpra-
vidla skokové. Zpravidla rozliSujeme vystaveni objkednavky a vlastni dodavku, protoze tyto dva
tkony zpravidla nenastavaji najednou.

Proces dopliovani zasoby je to, ¢im mtzeme ovliviiovat velikost zasoby a naklady se zasobami
spojené.

Zjednodusené lze Fici, ze zakladni otazky teorie zasob jsou

e kdy objednavat,
e kolik objednavat.

6.1.4 Typy naklada. Teorie zdsob se nezabyva tim, kde a za kolik zdsobu nakoupime, ale pouze
tim, kdy a jak velkou zasobu si opatfime. Pfitom rozliSujeme tyto typy nakladu:

Naklady na udrzovani zasoby C, — jsou tmérné skladovanému mnozstvi a dobé skladovéni.
Nejveétsi ¢ast téchto nakladt tvoti ndklady z vazanosti penéz v zasobach. Tyto naklady zavisi
na moznostech alternativniho zhodnoceni penéz, které jsou jinak vazany v zasobach. Déle
sem patii ndkladu na samotné skladovani, napf. pronajem skladovych prostor, oSetFovani
zasob, znehodnoceni zasob, manipulace se zdsobami, pojisténi.

Naklady na doplnéni zasoby C; — zpravidla konstantni ndklady spojené s jednim doplnénim
zésoby. Jde o néklady na p¥ipravu a vystaveni objednavky, na dopravu (je-li cena za dopravu
nezavisla na velikosti objednévky), ale tfeba i nadklady na sefizeni stroji na jinou vyrobni
Sarzi materialu.

Naklady z nedostatku C,, — zbozi, které nendme pohotové na skaldé jiz odbératel nebude chtit,
jde o ztrata prilezitosti, napf. prodeje. Tyto naklady jsou tmérné chybé&jicimu mnozstvi.
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Naklady ze zpozdéni C, — zbozi, které nemame pohotové na skladé, doddme pozdéji a utrpime
naklady imérné chybéjicimu mnozstvi a délce zpozdéni. Piiklady: penéle, odloZeni vyroby.

6.2 Nahodné dynamické modely

U nahodnych modeld se poptavka pokladd za ndhodny proces. Proces dopliiovani je zpravidla
deterministicky (zbozi je dodédno vzdy v objednaném mnozstvi a ¢ase), ale mtize byt také ndhodny
jak v case tak i v mnozstvi.

U téchto modeli nejde o to stanovit cas a velikost jedné objednavky. Nelze ani predem naplé-
novat sérii objednévek. Cilem tedy je najit algoritmus (postup, strategii), jak pomoci objednévek
fidit velikost zasoby.

V literatufe jsou popsany dva vyznac¢né zpusoby zizeni zasob:

6.2.1 P-systém rizeni zasob spocivd v periodickém objednavani. Objedndva se mnozstvi,
které v okamziku objednavky ve skladu chybi do jeho pfedepsané kapacity. Objednané mnozstvi
zpravidla neni dodédno okamzité, takze v okamziku dodavky velikost zasoby stoupne na hodnotu,
ktera je obvykle nizsi, nez kapacita skladu.

Parametry, které mohou byt pfedmétem optimalizace, jsou délka periody a kapacita skladu.

6.2.2 Q-systém Fizeni zasob odvozuje ¢as objednani od velikosti zdsoby. Objednava se v oka-
mziku, kdy zdsoba poklesne na tzv. signdlni droven (téz velikost pojistné zdsoby. Objednéava se
mnozstvi, které v okamziku objednavky ve skladu chybi do jeho pfedepsané kapacity.

Parametry, které mohou byt pfedmétem optimalizace, jsou velikost signalni tirovné a kapacita
skladu.

6.2.3 Srovnani P-systému a Q-systému Fizeni zasob. Oba systémy se do jisté miry
adaptuji na zmény ndhodného procesu poptavky, kazdy ovSem jinak.

Optimalisace parametri P-systémt a Q-systému je zavisld na znalosti ndhodného procesu
poptavky. Casto se pouziva simulace

6.3 Jednorazova nahodna poptavka

6.3.1 Zakladni model. Pfedpokladdme, Ze velikost budouci poptavky je ndhodné veli¢ina,
oznaéme ji X, s rozlozenim, které je dano pravdépodobnostmi p,, = P(X = k). Odtud lze odvodit
ditribuéni funkei F(k) = 325 ps.

Velikost pfedem potfizené zasoby oznacme gq.

Néklady spojené s pfebytkem zdsob ozna¢me C), na jednotku pfebytku. Podobné néklady
spojené s nedostatkem zasob ozna¢me C), na jednotku mnozstvi, které se nedostava. V obou téchto
pfipadech néklady uvazujeme vzhledem k optimalni varianté, tj. o kolik vice nas bude stat kazdy
kus zasoby, kterou poridime navic nebo ktera bude chybét.

Cilem je najit optimalni velikost pfedem pofizené zasoby ¢ tak, aby stfedni hodnota naklada
byla nejmensi.

6.3.2 Reseni. Celkové naklady jsou ndhodnou veli¢inou, jeji stfedni hodnota N.(q) zavisi na
q a sklada se ze dvou slozek, ze stfednich naklad® z prebytku a stfednich nakladt z nedostatku:
Stiedni naklady z pfebytku jsou
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6.4. Konstantni poptavka 7

a stfedni naklady z nedostatku jsou

Nn(q) = Cy Z (= q)ps

x=q+1

Hleddme nezdporné celé ¢, pro které funkce N.(q) = Np(¢) + N, (¢) nabyva minima.

Pti zméné velikosti zasoby z ¢ = i na hodnotu ¢ =i+ 1 se Np(q) zvysi o C, Z;:o = CpF(3)
a Np(q) se snizi o C, 307 ) = Cn(l — F(i)), celkové stiedni niklady Nc(q) tedy stoupnou
0 (Cp—Cy)F(i) — Cp.

Odtud plyne, Ze pro optimalni velikost zasoby ¢ musi platit

Ch

Flg—1)< —"
(q )—Cp+cn

< F(q)

6.3.3 Jednorazovy prodej. Zbozi nakoupime za cenu Cy, budeme je prodavat za cenu Cp a
prebytek zdsob prodame ve vyprodeji za cenu Cly .

Ve vyse popsaném modelu jsou jednotkové naklady z piebytku C, = Cy —Cy (ztréta, se kterou
prodévame ve vyprodeji) a ndklady z nedostatku jsou C,, = Cp — Cy (usly zisk).

Dodejme, ze vyprodejni cena Cy mize byt i zdporna, pokud za likvidaci pfebyvajiciho zbozi
musime platit.

6.3.4 Zasoba nahradnich dili. Pfi pofizovani specidlniho stroje mame moznost si soucasné
objednat zasobu nahradnich dild za cenu Cpy za kus. Dodateénd vyroba téhoz jednotlivého
nahradniho dilu by stala C;. Typicky C; > Cy.

Ve vyse popsaném modelu jsou jednotkové naklady z pfebytku C, = Cy (zbyteéné vyrobeny
nahradni dil) a ndklady z nedostatku jsou C,, = C1 —Cq (kolik jednotlivé vyrobeny dil stoji navic).

6.4 Konstantni poptavka

6.4.1 Zakladni model. Predpokladdme, Ze poptavka je v ¢ase spojita a ma konstantni inten-
zitu r. Doplnéni zasob je deterministické. Zasobu dopliujeme vzdy v okamziku, kdy jeji velikost
klesne na nulu. Nedostatek zasob nepfipoustime. Jednotkové naklady na udrzovani zasoby jsou
(s, néklady na porizeni jsou C, na jednu objednévku. Ukolem je najit optimalni ¢asovy interval ¢
mezi objednavkami a optimalni velikost dodavky q.

6.4.2 ReSeni — Wilsontiv vzorec. Uvazujme model ve velmi dlouhém ¢asovém intervalu 7.
Celkové naklady zavisi na intervalu ¢ mezi objednavkami a jsou vyjadfeny vzorcem

N(t) = C,Trt/2 + C,T/t,

kde prvni séitanec vyjadiuje ndklady na udrzovani zasoby (tmérné primeérné velikosti zasob rt/2

krét ¢as T') a druhy séitanec ndklady na objedndvani (imérné poctu objednavek T/t za dobu T).
Z rozboru pritbéhu této funkce plyne, Ze v intervalu (0,infty) mé vSude derivaci a mé zde

jediné minimum, které 1ze zjistit pomoci nulové derivace. Derivace je N'(t) = CsTr/2 — C,T/t* a

polozime-li ji rovnu nule, po jednoduchém vypoctu dostaneme, ze optimalni ¢as mezi objednavkami

je

20,

t= .
rCy

Optimalni velikost dodavky pak je ¢ = tr.
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6.4.3 Nékolik soucasné objednavanych materiala. Od zakladniho modelu 6.4.1 se tento
model lisi pouze tim, zZe skladujeme n materidld ¢ = 1,...,n, poptavka po i-tém materidlu je
konstantni s intenzitou r; a jednotkové néklady spojené s udrzovanim zésoby i-tého materialu jsou
Cs;.

Celkové naklady jsou

o Cyrit
N(t) = Tzf—l% +C,T/t

a po velmi podobném vypoctu vyjde optimalni interval mezi objednavkami

. 20,
> iz TiCsi

6.4.4 Neceloéiselna doba mezi objednavkami je zprvidla nepfijatelnd. Z prubéhu funkce
N(t) plyne, Ze optimalnim FeSenim je nejblizsl vys$§i nebo nejblizsi nizsi celé ¢islo k optimalni
hodnoté ¢. Které z nich to bude, je tfeba zjistit dosazenim do funkce N (t).

6.5 Deterministicka diskrétni poptavka
Predpoklddame, Ze poptavka se bude realizovat v diskrétnich ¢asovych okamzicich (tj. nikoli

spojité) a ze Casy a velikost poptavky presné zndme. Pak lze pfedem vypodcitat jak optimélné
dopliiovat zasobu. ReSenim se budeme zabyvat v nasledujici kapitole, piesnéji v ??
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Kapitola 7

Strukturni model

Strukturn model (nékdy nazyvany po svém tvirci Leontéviv strukturni model) je ve své zakladni
podobé jednim z nejjednodussich modeld opera¢niho vyzkumu.

7.0.1 Predpoklady, z nichz vychazi Leontévav strukturni model, jsou pomérné silné.

Hospodarstvi se skladd z n odvétvi. Kazdy produkt, kterym se model zabyva, je produkem
nékterého z téchto n odvétvi.

Kazdé odvétvi produkuje jediny produkt. Jinymi slovy, mezi riiznymi vécmi, které produkuje ité
odvétvi, pro ucely strukturniho modelu nerozlisujeme a pokladame je dohromady za jediny produkt
itého odvétvi. Velikost vyroby itého odvétvi budeme znadit x;. Velikosti vyroby v jednotlivych
odvétvich x1, ..., z, dohromady poklddame za (sloupcovy) vektor, ktery ozna¢ime X a nazeme jej
vektorem vyroby.

Spotteba itého produktu pro vyrobu produktu jtého je zavisld pouze na velikosti viroby jtého
produktu a je pfimo imérna velikosti této vyroby. Tedy ¢im vice jté odvétvi vyrabi, tim vice
spotfebovava vseho, co spotfebovava, a tato zavislost je linearni.

Tento nevinné vypadajici pfedpoklad je ve skutecnosti velmi omezujici a ponékud nerealisticky.
Nepripousti totiz v zddném odvétvi moznost nahradit néktery spotfebovavany produkt jinym
produktem. Z tohoto pfedpokladu nap¥. vyplyva, Ze snizimeli virobu elekt¥iny o 10%, pak spotieba
vseho, z ¢eho elektiinu vyrabime, pokesne rovnéz o 10%. Ve skutecnosti by se ovSem pokles spotieby
tykal zejména surovin, které jsou drahé, Spatné dostupné nebo neekologické.

Konec¢né budeme predpokladat, ze vSechno, co se v modelovaném hospodarstvi vyrobi, bude
spotiebovano a to bud pro vyrobu v nékterém odvétvi, nebo pro néjaky jiny ucel, ktery nazveme
konecnou spotrebou. Velikosti konecné spotieby jednotlivych produkt® budeme znacit y1,...,y, a
dohromady je budeme pokladat za (sloupcovy) vektor konecné spotieby Y.

7.0.2 Jednotky. Velikosti vyroby a spotieby jednotlivych odvétvi mizeme vyjadfovat v ja-
kychkoli jednotkach, klidné pro kazdé odvétvi jingch. MuzZe jit o jednotky fyzické (tuny, litry,
megawathodiny, atd.) nebo penéZni (vzhledem k cendm jednotlivych produktt). Jedinou nezbyt-
nou podminkou je, aby pro kazdé odvétvi (a jeho produkt) byla v celém modelu pouZivana vzdy
taz jednotka.

7.0.3 Matice technickych koeficientu. Symbolem a;; zna¢ime spotfebu itého produktu na
vyrobu jednotkového mnoZstvi produktu jtého. Jde vlastné o koeficienty piimé timérnosti mezi
vyrobou a vyrobni spotiebou. Tyto koeficienty nazyvame technickymi koeficienty nebo téz normamsi
prime spotreby.

Dohromnady tyto koeficienty tvori matici, kterou znac¢ime A a nazyvame matici technickych
koeficienti nebo také matici norem primée spotieby.

Koeficienty, které se tykaji spotieby v jtém odvétvi, najdete v jtém sloupci.
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80 Kapitola 7. Strukturni model

Technické koeficienty 1ze urcit ze statistiky, kolik které odvétvi vyrobilo a kolik pfitom spotie-
bovalo jednotlivych produkti.

Technické koeficienty jsou v podstaté urceny technologiemi, které se pouzivaji v jednotlivych
odvétvich a proto se v Case prili§ rychle neméni. Proto lze matici technickych koeficient, ktera
odpovida soucasnému stavu hospodafstvi, pouzit i k vypoctam, které se tykaji nepfili§ vzdalené
budoucnosti.

7.0.4 Vyrobni spotfeba. Celkova spotfeba itého produktu pro vyrobu ve vSech odvétvich je
rovna 2?21 a;;x;. V maticovém vyjadieni je tedy vektor vyrobni spotieby roven soucinu AX.

7.0.5 Uzavieny strukturni model je charakterizovan pfedpokladem, Ze vSechny vyrobené
produkty budou beze zbytku spotfebovany pro vyrobu. V uzavieném modelu plati X = AX, tedy

(E—A)X =0.

Vektor vyroby je feSenim této soustavy linedrnich rovnic. Tato soustava je homogenni (nulovy
vektor na pravé strané), proto jeji feSeni neni jednozna¢né. Kazdy (nezédporny) nasobek pfipustného
vektoru vyroby je tedy opét pfipustnym vektorem vyroby.

7.0.6 Otevreny strukturni model pfipousti i nenulovou koneénou spotiebu Y a je charakte-
risovan rovnici
X=AX+Y

nebo ekvivalentné
(7.1) (F-A)X =Y.

Je-li matice (E — A) regularni a existuje-li tedy inverzni matice (E — A)~!, plati také
(7.2) X=(E-A1y.

7.0.7 Jednoduché alohy. Vyse uvedené rovnice umoziuji fesit jednoduché tlohy.

Nejcastéji poc¢itame novy vektor vyroby, znameli matici technickych koeficientt a jeli dan novy
(zménény) vektor kone¢né spotieby. Jde o prosté feSeni soustavy linedrnich rovnic (7.1).

Jesté jednodussi je vypocet vektoru konecné spotieby (prosté dosazeni do soustavy (7.1)).

Jina tloha muze spocivat ve vypoctu vektoru vyroby pfi stejné koneéné spotiebé, pokud vime,
ze se technické koeficienty zméni ndm zndmjm zptsobem.

Ponékud slozitéjsi je kombinovana tloha, kdy pfi znamé matici technickycjh koeficient® mame
vypodéitat vektor viroby a vektor koneéné spotieby, jeli pro néktera odvétvi dana velikost vyroby
a pro ostatni odvétvi je predepséna velikost konecné spotieby. I tato tiloha vSak nakonec vede na
feSeni soustavy linearnich rovnic.

7.0.8 Matice norem plné spotieby je matice H = (E — A)~! (viz rovnice (7.2)).

Prvek h;; vyjadiuje velikost vyroby itého produktu, pokud v koneéné spotifebé méa byt spotie-
bovana (pouze) jedna jednotka jtého produktu (a nulovd mnozstvi ostatnich produkti). Toto lze
snadno odvodit z rovnice (7.2), kdyZz jako Y vezmeme vektor tvofeny samymi nulami a jedinou
jedni¢kou na jté pozici.

Prvky h;; nazyvdme normami pln€é spotreby. Slovo ,plné“ je tfeba chéapat jako protiklad
ke spotiebé piimé, kterd je vyjadfena matici technickych koeficient. Normy plné spotieby h;;
zahrnuji kromé spotieby primé i spotfebu nepfimou, kterd je zprostfedkovana pomoci pfimo
spotrebovavanych produkti.

Piiklad: K vyrobé podkovy (pfimo) potfebujeme Zelezo a koks pro kovaiskou vyhen. Technické
koeficienty vyjadiuji, kolik Zeleza a kolik koksu spotifebujeme primo pii vyrobé jedné podkovy.
K vyrobé Zeleza (pfimo) potifebujeme Zeleznou rudu a koks a i zde technické koeficienty vyjadiuji,
kolik rudy a koksu spotfebujeme pfimo pfi vyrobé jednotkového mnozstvi Zeleza. Koks se tedy
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,dostava do podkovy“ dvéma cestami: jednak pfimo, jednak prostifednictvim Zeleza. Kromé toho
z koeficientu plné spotieby bude také vidét, kolik na jednu podkovu potiebujeme Zelezné rudy,
tfebaze ji pii vyrobé podkovy viibec nespotiebovavame pirimo, ale jen zprostifedkované v podobé
zeleza.

7.0.9 Priklad. Mame tii vyrobni odvétvi. Velikost vyroby, vyrobni spotieby a koneéné spotieby
je dana tabulkou

Odvétvi || Vyroba | spotfeba v odv. | konecna
L] 2] 3. | spotfeba
1. 150 | 15 | 20 20 95
2. 200 | 30| O 60 110
3. 100 | 60 | 20 10 10
Matice norem plné spotieby je
0.1 01 0.2
A= 02 0.0 0.6
04 01 0.1
odtud
09 —-0.1 -0.2
E—-A=1| —-02 1.0 —-0.6
—-0.4 —-0.1 0.9
a dale

1.3333 0.1746 0.4127
H=(E—-A™"=/[ 06667 1.1587 0.9206
0.6667 0.2063 1.3968

Pokud se vektor konené spotieby zméni z dosavadniho Y = (95,110, 10) na Y = (95,100, 10), pak
novy vektor vyroby dostaneme jako X = HY = (E — A)~! .Y = (148.27,188.40,97.92)T.

Dodejme, Ze pro jednordzovy vypocet vektoru vyroby neni nutné pocitat inverzni matici
H = (E — A)~L. Vektor vyroby lze ziskat feSenim soustavy linedrnich rovnic (E — A)X =Y,
tedy v nasem prikladé feSenim soustavy rovnic s rozsifenou matici

09 -01 —-02]| 9
—-0.2 1.0 -0.6 | 100
—04 -0.1 09| 10

7.0.10 Energeticka naroc¢nost je celkové mnozstvi energie pfimo ¢i nepfimo spotfebované na
vyrobu jednotkového mnozstvi produktu.

Vzhledem k tomu, ze vyroba energie zpravidla je zahrnuta ve strukturnim modelu jako odveétvi,
1ze energetickou naro¢nost urcit primo z matice norem plné spotieby H.

7.0.11 Celkova pracnost produktu je celkové mnozstvi lidské prace, kterd byla vynaloZzena na
vyrobu jednotkového mnozstvi produktu, af jiz byla vloZzena p¥imo v odvétvi, které tento produkt
vyrabi, nebo neptimo, prostiednictvim produkti, které byly k vyrobé pouzity (spotfebovény).

Ponévadz lidskou préaci obvykle nepokladdme za produkt zvlastniho odvétvi strukturniho
modelu, musime si pomoci jinak:

Predpokladejme, Ze zname mnozstvi prace vynaloZené pfimo na jednotku vyroby v jednotlivych
odvétvich. Lze to zjistit napf. z poctu zaméstnanct v odvétvi a velikosti vyroby. Oznac¢me vektor
téchto hodnot W, pfi¢emz tentokrat ptjde o vektor fadkovy.

Déle oznac¢me T' tadkovy vektor, jehoz slozky t; vyjadiuji celkové mnozstvi prace obsazené
v produktu j.
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82 Kapitola 7. Strukturni model

Celkové mnozstvi prace ¢; je rovno souctu piimé préce w; a prace, kterd je obsazena v produk-
tech, které v jtém odvétvi spotiebovavame. Tedy celkova pracnost jednotkového mmnozstvi jtého
produktu je rovna

n
t]‘ = wj + Ztiaij .
i=1
Vyjadfeno maticové
T=W+TA,

tedy
T(E-A) =W

a pokud matice (E-A) je reguldrni, pak
T=W(E-A"'.

Tedy i zde vyuZijeme matici norem plné spotieby H.
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Kapitola 8

Teorie grafu

Pojem grafu je pfirozenym prostiedkem k form8In9mu vyjadieni parovych vztahi, tj. vztaht mezi
dvojicemi né&jakych objektd. Grafy maji mnoho riznorodych aplikaci.

8.1 Definice grafu

8.1.1 Grafy orientované a neorientované. Graf se sklddé z tzv. vrcholi a tzv. hran. MnoZinu
vrcholt zna¢ime obvykle V', mnozinu hran E (od anglického edge).

Hrana vzdy spojuje dva vrcholy (ne nutné rtizné) a je bud orientovand, nebo neorientovana.

U hran orientovanych rozlisujeme pocatecni a koncovy vrchol a fikdme, ze hrana vede z poca-
te¢niho do koncového vrcholu. Pocateéni vrchol hrany e znac¢ime Pv(e), koncovy vrchol Kv(e).

Neorientované hrany chédpeme jako symetrické spojeni dvou vrchold a nerozliSujeme, ktery z
obou vrcholi byl uveden drive.

V obou pfipadech fikdme, Ze hrana je incidentni (popf. inciduje) s vrcholy, které spojuje a
také kazdy s téchto vrchold je incidentni s touto hranou. Vztah incidence lze formalizovat jako
zobrazeni ¢, které kazdé hrané piifazuje dvojici vrcholi (pro orientované grafy piifazuje dvojici
usporadanou, pro neorientované grafy dvojici neusporadanou.

Pokud hrana spojuje néjaky vrchol se sebou samym, nazyvame ji smyckou. Smycka muze byt
orientovana nebo neorientovana.

Orientovany graf mé vSechny hrany orientované, neorientovany graf ma vSechny hrany neori-
entované. Existuji i smiSené grafy, které maji oba druhy hran, ale témi se nebudeme zabyvat.

8.1.2 Kresleni grafu. Grafy (orientované i neorientované) lze s vyhodou znazoriovat kresle-
nim. Ostatné odtud dostaly jméno.

Vrcholy obvykle kreslime jako body (krouzky), hrany jako ¢ary (kfivky, tsecky, oblouky), které
spojuji piislusné dvojice vrcholii. Jeli hrana orientovana, zna¢ime orientaci Sipkou od poc¢ateéniho
ke koncovému vrcholu. Céra, kterd je obrazem hrany, nesmi mit jako vnitini bod obraz zadného
vrcholu. Cary se mohou kiizit, samo kifZeni se nepovazuje za vrchol.

Je tfeba mit na paméti, ze graf lze vétSinou nakreslit mnoha k nepoznani riznymi zptsoby.

Rovinné nakreslent je takové nakresleni grafu, ze libovolné dvé kiivky prifazené riznym hranam
grafu maji spolecné nejvyse své krajni body, tj. body pfifazené vrcholim grafu. Rovinng graf (téz
plandrni) je takovy graf, ke kterému existuje rovinné nakresleni. Ne kazdy graf je rovinny a i rovinny
graf Ize nakreslit nerovinnym zpisobem.

Presto, ze se grafy Casto kresli, je chybou chapat vrcholy a hrany jen jako body a kiivky
v prostoru. I nehmotna myslenka mize byt vrcholem grafu.

8.1.3 Cviceni. V nasledujicich prikladech grafovych popisi redlnych situaci rozhodnéte, ktery
druh grafu (orientovany, neorientovany) lépe vystihuje skutecnost:
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Situace:  Silni¢ni sit

Vrcholy:  Krizovatky

Hrany: Kiizovatky ¢, 7 jsou spojeny primou silnici
Situace:  Silni¢ni sit

Vrcholy:  Silnice

Hrany: Silnice 4, j maji spolecnou kfizovatku

Situace:  Elektrické zarizeni
Vrcholy:  Vodiée (uzly)
Hrany: Mezi vodici 4, j je zapojena soucastka

Situace:  Sachy
Vrcholy: Postaveni figurek na sachovnici spolu s informaci, kdo je na tahu
Hrany: 7 postaveni 7 lze jednim tahem dostat postaveni j

Situace:  Utad

Vrcholy:  Ufednici

Hrany: Ufednik i je nadfizenym ufednika j

Situace:  Nérodni hospodéaistvi

Vrcholy:  Produkty a sluzby

Hrany: Produkt nebo sluzba ¢ je zapotiebi k vyrobé nebo vykonani j
Situace:  Pfidélovani ukola

Vrcholy:  Pracovnici a tkoly

Hrany: Pracovnik ¢ je schopen vykonat tkol j

Situace:  Slozita ¢innost, proces
Vrcholy: Jednoduché ¢innosti, tkony
Hrany: Cinnost ¢ musi byt dokonc¢ena pied zapocetim &innosti j

Situace: Rodokmen
Vrcholy: Lidé
Hrany: Osoba 7 je otcem osoby j

Situace:  Rodinné vztahy
Vrcholy: Lidé
Hrany: Osoba i je rodi¢em osoby j

Situace:  Mnohostén
Vrcholy:  Vrcholy mnohosténu
Hrany: Vrcholy 4, j lezi na stejné hrané mnohosténu

Situace:  Uloha linearniho programovani
Vrcholy: Bazicka pripustna feseni — krajni body mnoziny pfipustnych reseni
Hrany: BPR jsou sousedni — jejich simplexové tabulky lze ziskat jednu z druhé Jordanovou eliminaci

8.1.4 Ohodnoceny graf je graf, jehoz vrcholy a (nebo) hrany jsou opatieny néjakou dodated-
nou informaci. Zpravidla jde o Ciselné hodnoty, které vyjadiuji napf. doby trvani nebo naklady
¢innosti, propustnosti potrubi, pravdépodobnosti udélosti apod. V mnoha aplikacich se bez ohod-
noceni neobejdeme. Ohodnoceny graf byva téz nazyvan siti.

U jednotlivych piikladét z 8.1.3 posudte moznosti a vhodnost rozlicnych ohodnoceni hran ¢&i
vrchold.

8.1.5 Nasobnost hran, prosty graf a multigraf. Hrany, které v orientovaném grafu maji
stejny pocatecni i stejny koncovy vrchol, nazyvame rovnobézné. V neorientovaném grafu nazy-
vame rovnobéznymi hrany, které spojuji stejné dva vrcholy. V obou pfipadech pocet navzijem
rovnobéznych hran nazyvame ndsobnost hrany.

Prosty graf je graf, v némz nasobnost kazdé hrany je nejvyse rovna jedné, tedy graf, kde zadné
dvé rtzné hrany nejsou rovnobézné.
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Multigraf je graf, v némz nésobnosti hran mohou byt i vétsi nez jedna.

Pozor, v literature je Casto slovem graf oznacovan pouze prosty graf a slovo multigraf se pak
pouziva k pojmenovani obecnéjsiho pripadu, kdy nasobnosti hran mohou byt i vétsi nez jedna.

V této knize je tedy multigraf totéz, co (obecny) graf. Slovo graf zde pouZivame obecnéji, nez
je obvyklé, jednak s ohledem na aplikace, jednak proto, ze fada tvrzeni i algoritmt funguje bez
uprav i pro multigrafy, tj. pro grafy, které nemusi byt prosté. Slovo multigraf budeme pouzivat pro
zduraznéni, Ze graf nemusi byt prosty.

8.1.6 Specialni grafy Diskrétni graf je graf, ktery nemé Zzadnou hranu. Podle potieby jej
muzeme povazovat za orientovany ¢i neorientovany.

Uplny (neorientovany) graf je prosty neorientovany graf bez smycek, jehoz kazdé dva rizné
vrcholy jsou spojeny hranou. Mali n vrcholi, znacime jej K,, (obr. 8.1).

Bipartitni graf je takovy graf G, jehoz mnoZina vrcholit V(G) je disjunktnim sjednocenim dvou
neprazdnych mnozin S, T a plati E(G) = Wg(S). Jinymi slovy, kazda hrana bipartitniho grafu
ma jeden krajni vrchol v S a druhy v T. Mnoziny S, T nazyvame stranamsi bipartitniho grafu.
U orientovaného bipartitniho grafu zpravidla pozadujeme, aby vsechny hrany byly orientovany
souhlasné, tj. aby E(G) = WT(S).

Uplng bipartitni graf je takovy bipartitni graf, kde kazda dvojice vrcholit s € S, t € T je
spojena piesné jednou hranou. Uplny bipartitni neorientovany graf, jehoz strany S, T maji m = |S|
a n = |T| prvki, zna¢ime K,, ,, (viz obrazek 8.1).

K5 K3’4

Obréazek 8.1: Uplny graf K5 a tplny bipartitni graf Kj 4.

8.1.7 Rovnost grafii. Rekneme, 7e dva grafy G = (V,E,¢) a G’ = (V',E',€’) jsou si rovny,
jestlize V.=V' E=F ae=¢.

8.1.8 Izomorfismus. Grafy G, G’ se nazyvaji vzajemné izomorfni, kdyz existuji dvé vzdjemné
jednoznacénd zobrazeni f : V. — V' a g: F — E’ takovd, Ze zachovadvaji vztahy incidence € a €’

Vztah izomorfismu znac¢ime G = G'.

Mnoho vlastnosti grafii se prenasi izomorfismem. Pfesnéji, mnoho vlastnosti V je takovych, Ze
mali graf Gy vlastnost V a platili G4 = Gs, pak i graf Go méa vlastnost V. Teorie grafi se témér
vyluéné zabyva pravé takovymito vlastnostmi.

Prikladem vlastnosti, ktera se zachovava izomorfismem, je tfeba ,pocet vrchold stupné 2, které
mayji alespor jednoho souseda stupné 3“.

Chcemeli dokézat, Ze dva grafy jsou izomorfni, stadi najit (staci uhodnout) izomorfismus (tj.
zminéna dvé zobrazeni vrcholl a hran) a ovéfit, Ze to jsou ta spravna zobrazeni, tj. Ze spliiuji vyse
uvedené podminky. Jsouli oba grafy prosté, sta¢i dokonce najit jen p¥ifazeni vrcholt, piifazeni hran
pak totiz je jednoznacné urceno. Na obrazku 8.2 na nasledujici strané jsou tfi navzajem izomorfni
grafy. Pro prvé dva je izomorfismus naznacen shodnym pojmenovanim vrchold.

Zjednodusené lze Fici, ze dva grafy jsou izomorfni, kdyz se lisi pouze nakreslenim a oznacenim
(pojmenovanim) vrcholl a hran.

Chcemeli naopak dokazat, Ze dva grafy izomorfni nejsou, je t¥eba bud vyzkouset véechna mozna
zobrazeni (coZ obvykle je nesmirné pracné), anebo najit vlastnost, kterd se pfendsi izomorfismem
a kterou ma jen jeden z obou grafi.
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Rozhodnuti, zda dva dané grafy jsou izomorfni, je v fadé pfipadd obtiznym ukolem. Pii
zjistovani izomorfismu lze ¢asto vyuzit tato jednoduchd pozorovéani:

1. Izomorfni grafy musi mit stejné pocty vrcholt i hran.

2. Vrcholu stupné k lze izomorfismem prifadit pouze vrchol stejného stupné k.

3. Dvojici sousednich vrcholi muze byt izomorfismem pfifazena opét jen dvojice sousednich
vrchold.

Obrazek 8.2: Vzajemné izomorfni grafy.

8.1.9 Cviéeni. O grafuna obr. 8.2 vpravo dokazZte, Ze je izomorfni s pfedchozimi dvéma. Navod:
doplite pojmenovani vrchold a hran, ¢imz vlastné ziskate zobrazeni f a g, a ovéfte, ze zachovavaji
vztahy incidence. Pokud nezachovavaji, zkuste jina zobrazeni.

8.1.10 Podgrafy. Graf G’ je podgrafem grafu G, vznikneli z grafu G vynechanim néjakych
(nebo zadnych) vrcholéi a hran. Podstatné je, Ze podgraf musi byt také grafem: spolu s kazdou
hranou, ktera je v podgrafu, tam musi byt i oba jeji krajni vrcholy. Poznamenejme, ze kazdy graf
pokladame za podgraf sebe sama.

8.2 Zpusoby zadavani grafa

Pokud neni graf piilis velky (zejména neméli mnoho hran), je ziejmé pro kazdého nejsrozumitelnéjsi
obrazek. Jeho snad jedinou nevyhodou je fakt, Ze casto svadi k jednostrannému pohledu, viz napf.
obrazek 8.2.

Situace se ale podstatné zméni, jestlize chceme pracovat s rozsahlymi grafy, které jiz neobsah-
neme pohledem, a zejména, jeli tieba zadat graf do pocitace.

8.2.1 Seznamy vrcholu a hran. Mnozina vrcholii je popsdna prostym vyctem (seznamem)
prvkd, mnozina hran je popsana seznamem trojic tvorenych jménem hrany a jejim pocatecnim
a koncovym vrcholem. V podstaté se jednd o Gplny popis grafu podle definice. Neorientované grafy
popisujeme formalné stejnym zpusobem jako orientované, ale potfadi vrcholi jednotlivych hran
volime libovolné.

Je-1i graf multigrafem, budou v seznamu hran vzajemné rovnobézné hrany zaznamenény stejné.
Proto mluvime o seznamu, a ne o mnoziné. V mnoziné by opakovani nebylo mozné.

8.2.2 Seznam vrcholu a seznamy okoli vrcholu. Tento zptsob je vlastné tspornéjsi vari-
antou predchoziho zptisobu. Mnozina vrcholti je opét popsana seznamem prvkt, ale hrany jsou
popisovany po skupinéch: pro kazdy vrchol z je vidy uveden seznam mnoziny hran, které v tomto
vrcholu zaéinaji. Kazda hrana pak je popsdna pouze svym jménem a koncovym vrcholem, nebot
pocatecni vrchol = je pro celou skupinu hran spolecny.

Je samozfejmé, Ze bychom misto mnozin E*(x) mohli uvadét téz mnoziny E~(z). K popisu
neorientovaného grafu mtzeme pouzit popisu nékteré jeho orientace anebo mizeme uvadét seznamy
mnozin E(x), coZ je ovSem méné tsporné, nebot kazdd hrana (kromé smycek) je uvedena ve dvou
seznamech.
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8.2.3 Matice sousednosti. Nechf G je orientovany graf. Zvolimeli (libovolng, ale pevné) potradi
jeho vrcholi vy, . .., v,, mizeme grafu G pritadit matici sousednosti M&L fadu n predpisem

+ _
m;; =

pocet hran vedoucich z vrcholu ¢ do vrcholu j .
Pro neorientované grafy definujeme matici sousednosti Mq predpisem

m;; = pocet hran spojujicich vrcholy ¢ a j .

To znamen4, ze matice sousednosti neorientovaného grafu je vzdy symetricka: m;; = m;; pro
vSechna 4, j. Grafy G a H na obr. 8.3 maji tyto matice sousednosti:

0
0
1
0

Mg = , My =

O = O N
o O OO
O~ = O

0
2
1
0

== O N
_ O ==
O~ R O

Obrazek 8.3: Grafy, jejichz matice sousednosti jsou Mg a Mpg.

Poznamenejme, Ze majili dva grafy, oba orientované, nebo oba neorientované, stejnou matici
sousednosti, pak tyto grafy jsou navzajem izomorfni. Naopak to vSak neplati: zména poradi vrcholt
ma za nasledek stejné zmény v poradi sloupci a fadkd matice sousednosti. Vzajemné izomorfni
grafy tedy mohou mit rizné matice sousednosti.

8.2.4 Matice incidence. Necht G je orientovany graf bez smycek. Zvolimeli (libovolné, ale
pevné) nejen pofadi vrchold vy,...,v,, ale i pofadi hran ey, ...,e,,, miZeme grafu G pfifadit
matici incidence (téZ incidenéni matici) Bg typu (n, m) predpisem

1, jestlize v; je pocatecnim vrcholem hrany e;,
bi; =< —1, jestlize v; je koncovym vrcholem hrany e;,
0 v ostatnich pfipadech.

Incidencni matice grafu G z obr. 8.3 je

1 1 0 0 0 -1
-1 -1 1 -1 0 0

Ba = o 0 o0 1 1 1
0 0 -1 0 -1 0

Poznamenejme, Ze kazdy sloupec obsahuje pfesné jednu 1 a pfesné jednu —1 (pro¢?) a dale, ze
soudet hodnot v itém Fadku je roven d*(v;) — d ™ (v;).
Pro neorientované grafy bez smycek se incidenc¢ni matice definuje predpisem
b — 1, jestlize v; je incidentni s hranou e;,
771 0 v ostatnich piipadech.
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Inciden¢ni matice grafu H z obr. 8.3 je

By =

SO~
OO
= o = O
o) Rk O
== O O
O = O =

Poznamenejme, ze soucet hodnot v itém ¥adku je roven d(v;) a ze kazdy sloupec obsahuje piesné
dvé jednicky.

8.2.5 Matice sousednosti bipartitniho grafu. Tento zpusob je pouZitelny pouze pro bi-
partitni grafy a je zalozen na faktu, Ze vrcholy bipartitniho grafu lze usporadat tak, aby matice
sousednosti méla tvar

0 A 0 A
M§—<00) nebo MG_<AT0)

v zévislosti na tom, zda se jedna o bipartitni graf orientovany, nebo neorientovany. Podmatici A
pak nazyvame matici sousednosti bipartitniho grafu. Viz téz obr. 8.4.

b

\
SO =
[ e
=
— O

Obréazek 8.4: Orientovany bipartitni graf a jeho matice sousednosti.

8.2.6 Neprimy popis grafu. V nékterych piipadech lze graf zadavat nepiimo pomoci algo-
ritm. Mnohdy totiZ nepotfebujeme znat napi. seznam hran jako celek, staci, kdyz pro kterykoli
vrchol v umime néjakym algoritmem zjistit postupné vSechny hrany, které z vrcholu v vychazeji.
Casto i mnozinu vrcholi nemusime znat explicite piedem: staci, kdyz se o existenci vrcholu do-
vime diky objeveni (zpracovani) hrany, kterd v ném koné{ nebo za¢in. Tento pFistup se pouzivé pii
zpracovani rozsahlych grafa, které jsou definovany nepfimo prostiednictvim popisu néjaké situace
nebo soustavy.

8.3 Sledy a odvozené pojmy

Pojem sledu odpovida predstavé prochazky grafem podél jeho hran.

8.3.1 Sled. Posloupnost vrcholt a hran vg, e1,v1, €2, v9,..., €k, vy Nazyvame orientovanym sle-
dem, jestlize pro kazdou hranu e; z této posloupnosti plati Pv(e;) = v;—1 a Kv(e;) = v;.

Posloupnost vrcholt a hran vg, e, v1, €2, s, . . . , er, Uy Nazyvame neorientovanym sledem, jestlize
kazda hrana e; z této posloupnosti spojuje vrcholy v;_1, v;.

Vrchol vg v obou pfipadech nazyvame pocdtecnim a vrchol vy koncovym vrcholem sledu. O sledu
fikdme, Ze vede z vrcholu vg do vrcholu vy, nebo také, ze spojuje vrcholy vg, vg.

V orientovaném i neorientovaném sledu na sebe vrcholy i hrany ,navazuji“. U orientovaného
sledu vsak navic pozadujeme, aby vSechny hrany byly orientovany ,vpfed ve sméru sledu‘.
U neorientovaného sledu na orientaci nezalezi. Proto méa pojem neorientovaného sledu smysl pro
orientované i neorientované grafy. Navic, kazdy orientovany sled je také sledem neorientovanym
(nebot spliiuje podminky, aby se takto mohl nazjvat). Koneéné poznamenejme, %e v obecnych
sledech se mohou vrcholy i hrany opakovat.
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V grafu G na obr. 8.3, str. 87, je posloupnost vs, eg, v1, €1, V2, €3, ¥4 orientovanym (a samoziejmé
zarovell i neorientovanym) sledem, zatimco posloupnost vs, e4, va, €1, v1, €1, V2 je pouze neoriento-
vanym sledem a posloupnost vs, e, vy, €4, v1 viibec neni sledem.

V grafu silni¢ni sité s jednosmérnymi silnicemi smi auta jezdit jen podle orientovanych sledi,
zatimco chodci smi chodit i podle sledi neorientovanych.

Trividalnt sled je sled, ktery obsahuje jediny vrchol a zadnou hranu. Trividlni sled lze pokladat
za orientovany i neorientovany.

Kazdy sled (kromé trividlniho) je jednozna¢né uréen posloupnosti svych hran. V prostém grafu
je sled urcen i posloupnosti vrcholi.

8.3.2 Tah, cesta. Orientovany (neorientovany) sled, v némz se Zddna hrana neopakuje, nazj-
vame orientovanym (neorientovangm) tahem. Orientovany (neorientovany) sled, v némz se neopa-
kuje zadny vrchol, nazjvame orientovanou (neorientovanou) cestou.

Nazev tah je pravdépodobné odvozen od znamé ulohy nakreslit ,,domecek” nebo jiny obrazek
(graf) jednim tahem.

8.3.3 Uzavtené sledy. Sled (orientovany nebo neorientovany), ktery ma alespon jednu hranu
a jehoz pocatecni a koncovy vrchol splyvaji, nazyvame uzavienym sledem. Podobné mluvime
0 uzavreném tahu.

Uzaviend cesta je uzavieny sled, v némz se neopakuji vrcholy (kromé toho, ze vy = v) a navic
se neopakuji ani hrany. Pro uzaviené cesty se pouzivaji specidlni nazvy: kruznice je neorientovana
uzaviend cesta a cyklus je orientovana uzaviena cesta. Opét plati, ze cyklus je zaroven i kruznici,
ale naopak to neplati.

Kruznice, kterd méa tfi hrany, se nazyva trojuhelnik.

Poznamenejme, Ze triviadlni sled nepoklddame za sled uzavieny. Pro definici uzavienych cest
jsme museli zakazat kromé opakovani vrcholi také opakovani hran proto, aby se posloupnost
Vg, €, V1, €, Vg nemohla nazyvat uzavienou cestou.

8.3.4 Sledy v ohodnocenych grafech. V ohodnocenych grafech mé ¢asto velmi dobry smysl
hovorit o sou¢tu ohodnoceni hran v néjakém sledu, cesté, cyklu apod. Jestlize napt. ohodnoceni
hrany vyjadfuje vzdalenost, mnoZstvi prace, ¢asu nebo penéz potfebnych k prichodu hranou, pak
soucet ohodnoceni hran ma jisté dobry prakticky smysl. Pfitom ohodnoceni kazdé hrany pocitame
vzdy tolikrat, kolikrat se hrana ve sledu vyskytuje. Pro tento soucet ohodnoceni hran se vzil termin
délka sledu (cesty, tahu, kruznice, cyklu) a v tomto smyslu se hovoii o nejkratsim nebo nejdelsim
sledu, cesté atd. Hledani nejkratsich nebo nejdelsich cest patii k nejcastéji aplikovanym tloham
teorie grafi.

Pozor, termin délka sledu (cesty, atd.) je ¢asto uzivan také pro oznaceni poctu hran ve sledu,
cesté apod. Tento rozpor ve vzité terminologii 1ze forméalné fesit imluvou, Ze pocet hran ve sledu
budeme pokladat za soucet ohodnoceni, jeli kazda hrana ohodnocena jednickou.

Dodejme, ze hledani cest s nejmensim poctem hran je podstatné jednodussi (viz 8.6.4) neZ
hledéni cest s nejmensim souétem ohodnoceni (viz 8.7).

My budeme pouzivat terminy délka sledu a nejkratsi nebo nejdelsi sled, cesta atd. témét vzdy
ve smyslu ,soucet ohodnoceni“ a jen vyjimecné ve smyslu ,,poc¢et hran®, pficemz na tyto vyjimky
vzdy zvlast upozornime.

8.3.5 Dostupnost. Rekneme, 7e vrchol y je orientované (neorientované) dostupny z vrcholu x,
jestlize existuje orientovany (neorientovany) sled vedouci z vrcholu x do vrcholu y. Ozna¢me

D{,(z) = mnozina viech vrcholt orientované dostupnych v grafu G z vrcholu z,
D¢, () = mnozina vSech vrchold, z nichz je v grafu G orientované dostupny vrchol z.

Nebudeli hrozit nedorozuméni, budeme misto DZ(z) a D (z) psat stru¢néji D¥(z) a D~ ().
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V definici dostupnosti jsme samozfejmé mohli se stejnym vysledkem misto sledu pouzit cestu.
(Proc?)

MnoZiny D (x) lze snadno nalézt pomoci algoritmti pro prohleddvani grafu uvedenych v oddile
8.6, str. 94. Mnoziny D~ (x) lze nalézt pouzitim tychz algoritmi na obraceny graf (graf, ktery
ziskdme obracenim orientace vSech hran).

8.4 Souvislost a silna souvislost

8.4.1 Souvislost. Graf nazyvame souvislym, jestlize kazdé jeho dva vrcholy jsou spojeny neo-
rientovanou cestou.

Pro odliseni od tzv. silné souvislosti (viz 8.4.6) nékdy mluvime o slabé nebo také obycejné
souvislosti.

Vsimnéte si, ze jsme souvislost definovali zaroven pro grafy orientované i neorientované. Je-li
graf orientovany, na orientaci hran nebereme ohled a zajiméme se pouze o neorientované cesty.

8.4.2 Komponenta souvislosti grafu G (téz souvisld komponenta nebo i jen komponenta) je
kazdy podgraf H grafu G, ktery je souvisly a ktery je maximélni s touto vlastnosti, tj. neni ¢asti
vétsiho souvislého podgrafu.

Dva vrcholy = a y lezi ve stejné komponenté souvislosti grafu G pravé tehdy, kdyz v grafu G
existuje neorientovana cesta z vrcholu z do vrcholu y.

KaZzdy vrchol grafu lezi v presné jedné komponenté souvislosti. Mezi riznymi komponentami
souvislosti nikdy nevede hrana.

4 3
950 9°
5
5 2 2
O———O O—g
78 6 1 78 6 1

Obrazek 8.5: Grafy k piikladu 8.4.3.

8.4.3 Priklad. Oba grafy na obr. 8.5 maji kazdy ¢tyfi komponenty souvislosti s mnoZinami
vrcholu {1,3,5}, {2,4,6}, {7,8}, {9}.

8.4.4 Hledani komponent souvislosti. Zvolime libovolné vrchol r a pomoci kteréhokoli
algoritmu pro hleddni neorientovanych cest (viz kap. 8.6, str. 94) najdeme mnozinu vrcholi
neorientované dostupnych z vrcholu r. Podgraf indukovany touto mnozinou je komponentou
souvislosti.

Pokud zbyva néjaky vrchol mimo dosud nalezené komponenty, zvolime jako r néktery z nich a
cely postup opakujeme, dokud neni kazdy vrchol zafazen do nékteré komponenty.

8.4.5 Cviceni. V nésledujicich neformélné popsanych grafech objasnéte vyznam pojmu kom-
ponenty souvislosti:

1. Vrcholy jsou atomy, hrany jsou chemické vazby mezi nimi.

2. Vrcholy jsou lidé a hrana z vrcholu x do vrcholu y vede pravé tehdy, kdyz x je otcem nebo
matkou osoby y. (VSimnéte si, Ze tento graf je orientovany, ale my se ptdme na komponenty
souvislosti, u nichZ na orientaci hran nezalezi.)

8.4.6 Silna souvislost. Orientovany graf G nazyvame silné souvislym, kdyz pro kazdou dvojici
jeho vrcholu z, y existuje v G orientovand cesta z x do y a také zpét z y do .
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8.4.7 Silné souvisld komponenta grafu G (téz silnd komponenta nebo komponenta silné
souvislosti) je podgraf H grafu G, ktery je silné souvisly a ktery je maximéalni s touto vlastnosti,
tj. neni ¢asti vétsiho silné souvislého podgrafu.

Dva vrcholy x a y lezi ve stejné silné souvislé komponenté grafu G pravé tehdy, kdyz v grafu
G existuje orientovana cesta z x do y a také z y do x.

Kazdy vrchol lezi v presné jedné silné souvislé komponenté. Mezi riznymi silné souvislymi
komponentami mohou vést hrany, ale vzdy jen v jednom sméru.

kazdy cyklus je vzdy cely obsazen v jedné silné komponenté.

Hrana je obsaZena v néjakém cyklu pravé tehdy, kdyz oba jeji vrcholy (pocateéni i koncovy)
lezi v téze silné souvislé komponenté.

Silné souvisld komponenta, ktera obsahuje alespon dva ruzné vrcholy, nutné obsahuje aspon
jeden cyklus.

I
@ | Hj
|

—_

7
Ha

1
l
I
I
I
I
I
I
I

.
[
| Hy
I
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Obréazek 8.6: Orientovany graf, jeho silné komponenty a kondenzace.

8.4.8 Priklad. Graf G na obr. 8.6 ma ¢tyfi silné souvislé komponenty Hy, Ho, Hs, Hy. Podgraf
indukovany mnoZzinou {1, 2, 3} je silné souvisly, ale neni silné souvislou komponentou, nebot je ¢asti
vétsiho silné souvislého podgrafu Hi.

Vsimnéte si, ze graf G je souvisly, ale nikoli silné souvisly. Déle si vS§imnéte, ze v komponenté
H; sice kazda hrana lezi na néjakém cyklu, ale neexistuje cyklus, ktery by prochazel pres vsechny
vrcholy.

8.4.9 Kondenzace. Kondenzace grafu G je prosty orientovany graf G’ bez smycek takovy, ze
plati:

1. Vrcholy grafu G’ jsou vSechny silné souvislé komponenty grafu G.

2. Vrcholy H;, Hs (tj. silné souvislé komponenty grafu G) jsou v grafu G’ spojeny hranou z H
do Hs praveé tehdy, kdyz Hy # Hs a v grafu G existuje hrana z nékterého vrcholu komponenty
H; do nékterého vrcholu komponenty Hs.

Kondenzace orientovaného grafu neobsahuje zadny cyklus.

8.4.10 Véta. Silné souvisld komponenta obsahujici vrchol  ma mnozinu vrcholt rovnu D (z)N
N D~ (z). Mnoziny D*(x) a D~ (z) jsme definovali v 8.3.5.)

8.4.11 Hledani silné souvislych komponent. Predchozi véta dava jednoduchy navod k se-
strojeni silné souvislé komponenty, kterd obsahuje dany vrchol r.

Vsechny silné souvislé komponenty pak lze sestrojit opakovanim tohoto postupu: zvolime vrchol,
ktery nelezi v zadné dosud nalezené komponent€, a najdeme silnou komponentu, ktera tento vrchol
obsahuje. Vypodet konéi, jsouli vechny vrcholy zafazeny do silnych komponent.

V 8.6.10, str. 98 uvedeme podstatné rychlejsi algoritmus zalozeny na prohledavani grafu do
hloubky.
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8.5 Stromy a kostry

8.5.1 Les a strom. Les je graf, ktery neobsahuje kruznici. Strom je graf, ktery neobsahuje
kruznici a je navic souvisly.
Komponentami souvislosti lesa jsou tedy stromy.

8.5.2 Vlastnosti stromu. Necht G je graf, kter ma n = 1 vrchol. Potom nésledujici podminky
jsou ekvivalentni:

G je strom.

G neobsahuje kruznici a ma presné n — 1 hran.

G neobsahuje kruznici a ma alespon n — 1 hran.

G je souvisly a ma presné n — 1 hran.

G je souvisly a ma nejvyse n — 1 hran.

G je souvisly a odebranim kterékoli hrany prestane byt souvisly.

G neobsahuje kruznici a po pfidani libovolné hrany bude obsahovat pfesné jednu kruznici.
Kazda dvojice vrcholl je spojena pfesné jednou neorientovanou cestou.

NSO

Lze tedy konstatovat, Ze strom mé nejmensi mozny pocet hran, aby mohl byt souisly, ale zaroven
ma i nejvétsi mozny pocet hran, aby mohl neobsahovat kruznici.

8.5.3 Korenovy strom je orientovany graf, v némz existuje vyznacny vrchol r, tzv. kofen,
takovy, Ze do korene nevede zaddna hrana, do kazdého jiného vrcholu vede presné jedna hrana
a navic jsou vSechny vrcholy z kofene r dostupné po orientovanych cestach. Kofenovy strom byva
néekdy nazyvan také vétvenim.

Kofenovy strom tedy je stromem (tj. je souvisly a mé pocet hran o 1 mensi nez pocet vrcholit).

Kofenové stromy patii k nejuziteénéjsim a nejéastéji pouzivanym grafim. Obrazky kotfenovych
stromu si pro znazornéni hierarchické struktury kresli i lidé, ktefi o teorii grafti nemaji ani tuseni.

V kofenovém stromé do kazdého vrcholu vede z kofene presné jedna orientovand cesta. Na obr.
8.7 jsou dva piiklady kofenovych stromt. (Najdéte kofeny.)

Obrazek 8.7: Kofenové stromy.

Pro kofenové stromy se ¢asto pouziva zvlastni ,pFirodopisnéfodinna“ terminologie. Vedeli
v kofenovém stromé hrana z vrcholu x do vrcholu y, pak vrchol x nazyvame otcem wvrcholu y
a vrchol y nazyvame synem vrcholu x. O vrcholech, které maji spoleéného otce, mluvime jako
o bratrech. Vrchol, ktery nemé zadného syna, nazyvame listem. Poznamenejme, Ze kazdy vrchol
kofenového stromu méa presné jednoho otce s vyjimkou kofene, ktery otce nema.

Korenovy strom se obvykle kresli tak, ze kofen je nahotfe a vSechny hrany vedou shora dola
tak, aby se nekfizily. Jiny oblibeny zptisob je kreslit kofen vlevo a hrany zleva doprava. Strom na
obrazku 8.7 vpravo je tedy nakreslen ponékud netradi¢nim zptsobem.

Usporddany kotenovy strom je kofenovy strom, v némz je pro kazdy vrchol uréeno usporadani
jeho synt. Usporadany kofenovy strom kreslime zpravidla tak, aby synové byli usporadani zleva
doprava.

Binarni kotenovy strom je kofenovy strom, jehoz kazdy vrchol méa nejvyse dva syny. Obvykle
pritom rozliSujeme potradi syni a ve shodé s obvyklym zptisobem kresleni pak mluvime o levém
a pravém synovi.
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Obrazek 8.8: Binarni kofenovy strom a podstromy vrchola z a y.

Podstromem kofenového stromu se zpravidla nenazyva jakykoli podgraf, ktery je kofenovym
stromem. Jeli # vrcholem kofenového stromu G, pak podstrom urcens vrcholem x nebo podstrom,
s korenem x je podgraf, ktery je indukovan mnozinou vSech vrcholi orientované dostupnych
z vrcholu x.

8.5.4 Véta. Kazdy souvisly graf ma faktor (tj. podgraf vznikly vynechdnim hran), ktery je
stromem.

DUKAzZ: Obsahujeli graf kruznici, odstranime libovolnou hranu této kruznice. Souvislost grafu
tim zustane zachovana. Takto opakovanym odstranovanim hran ziskdme podgraf, ktery obsahuje
vSechny vrcholy pivodniho grafu, je souvisly a neobsahuje jiz zddnou kruznici. a

8.5.5 Kostra grafu. Faktor grafu G, ktery je stromem, nazyvame kostrou grafu G (téz napnu-
tym stromem grafu Q).
Predchozi véta 8.5.4 tika, ze kazdy souvisly graf mé kostru.

8.5.6 Minimalni kostra Je déan souvisly graf G, jehoz hrany jsou ohodnoceny redlnymi ¢isly,
ktera budeme nazyvat cenami. Kostru grafu G nazveme minimdlni kostrou, jestlize ma nejmensi
cenu, tj. nejmensi souéet ohodnoceni hran (mezi vSemi kostrami grafu G).

8.5.7 Aplikace tlohy o minimalni kostfe. Predpokladejme, Ze méame za tikol propojit n mist
1,2,...,n vedenim vysokého napéti. Pro kazdou dvojici mist 4, j mame k dispozici odhad nakladt
na postaveni primé linky mezi misty ¢, j. Nasi snahou je propojit vSech n mist co nejlevnéji, pfitom
vSak nesmime vedeni vétvit mimo mista, kterd propojujeme.

Je zfejmé, ze vybudované linky nesméji tvorit kruznici, jinak by bylo mozno vynechanim nékteré
linky snizit celkové naklady. Vybudované linky tedy musi tvofit minimélni kostru. V§imnéte si, ze
toto nejlevnéjsi feSeni neni idealni z hlediska spolehlivosti: porucha kterékoli linky zpisobi rozpad
sité na dvé komponenty souvislosti.

Jinym prikladem miize byt silniéni sit, z niz chceme v zimé udrzovat sjizdnou pouze co nejkratsi
cast, kterd vzajemné propoji vSechny obce v dané oblasti.

Kromé téchto pfimych aplikaci se s minimalni kostrou setkdvame jako s diléim problémem pfi

vvvvvv

8.5.8 Priklad. V grafu na obr. 8.9 je minimélni kostra vytaZena silné.

8.5.9 Hladovy algoritmus (téZ Kruskaltiv) pro minimélni kostru. Vezmeme vSechny
vrcholy daného grafu G a vytvofime z nich diskrétni graf a oznaCime jej L. Hrany grafu G
usporadame podle jejich cen do neklesajiciho poradi, tj. od nejlevnéjsi po nejdrazsi. Pak hrany
v tomto poradi postupné bereme a pridavame je do grafu L. Pfitom pfidavame jen ty hrany, které
v grafu L nezpisobi vznik kruznice. Pfidanim hrany se tedy vzdy spoji dvé komponenty lesa L.
Vypocet konéi, kdyz se les L stane souvislym (a tedy stromem).
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Obrazek 8.9: Miniméalni kostra.

Nazev ,hladovy algoritmus® vystihuje fakt, ze k lesu L pridavame vzdy tu nejlevnéjsi hranu,
ktera v dané situaci pfipada v avahu'.

8.5.10 Véta (charakterizace minimalni kostry). Kostra K grafu G je minimdlni kostrou
praveé tehdy, kdyz

pro kazdou hranu e ¢ E(K) a pro kazdou hranu h na
() (jediné) cesté, ktera v kostie K spojuje krajni vrcholy
hrany e, plati c¢(e) = ¢(h).

8.6 Prohledavani graft

Ucelem prohledavani grafii je zjistovani dostupnosti, tj. zjistovani, do kterych vrcholi grafu vedou
cesty z daného vychoziho vrcholu, pfipadné téZ nalezeni téchto cest, Dalsim cilem prohledavani
¢asto je vykonani néjaké akce v kazdém dostupném vrcholu, popt. v kazdé dostupné hrané.

Prohledavat ,rucné“ graf, ktery je dan prehlednym obrazkem, je hracka. Je-li vSak graf
veliky a nepiehledny, potfebujeme systematicky postup, jinak snadno udélame chybu. Mali graf
prohledévat pocitac, je systematicky postup nevyhnutelny. A u grafti, které jsou zadany nepiimo
pomoci procedur pro generovani hran a vrcholil (viz 8.2.6), je systematické prohleddvéani zakladnim
zpusobem, jak se o grafu viibec néco dovédét.

Uvedeme tfi zptsoby prohleddvani. VSechny tyto postupy prohleddvani popisujeme pouze
ve verzi pro orientované cesty. Modifikace pro hledani neorientovanych cest jsou snadné a jsou
prenechany ctenafi jako cviceni.

8.6.1 Znackovani vrchola je vlastné jen ,zformulovana trivialita“. Vrcholim grafu pfifazu-
jeme znacky. Mali vrchol znacku, znamena to, ze do néj vede cesta z vychoziho vrcholu r. Vlastni
algoritmus je velmi prosty:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vychozi vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znadek.

2. [Vybér hrany.] Vybereme libovolnou hranu e, jejiz poéateéni vrchol mé znacku a koncovy
vrchol nikoli; pokracujeme podle kroku 3. Jestlize takova hrana neexistuje, vypocet konci.

3. [Znackovdni] Oznackujeme vrchol Kv(e) a pokracujeme ve vypoctu podle kroku 2.

I Takovyto prostoduchy postup, kdy se v kazdém kroku snazime o maximalni okamzity zisk bez ohledu na
pfipadné budouci problémy, je sice ¢asto pouzivan pii feseni nejruznéjsich optimaliza¢nich tloh, ale pro vétsinu
uloh nezarucuje, ze vysledkem bude skute¢né optimalni feSeni. Jde tedy zpravidla jen o heuristicky algoritmus.
(Zkuste t¥eba ,hladové“ hledat nejkratsi cestu. Snadno najdete ptiklad, kdy hladovy postup da chybny vysledek.)
Uloha o minimélni kostie je pozoruhodna tim, Ze pro ni hladovy postup vede ke skuteéné optimalnimu feSeni
zarucené a vzdy. Znovu upozorniujeme, ze typy uloh, pro které hladovy postup dava zarucené optimalni vysledky,
jsou (bohuzel) dosti vzacné.
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8.6.2 Praktické provedeni znackovaci procedury. Asi nejjednodussi je opakované (cyk-
licky) prochézet seznamem vSech hran, pro kazdou hranu pfitom testovat, zda ji lze pouzit k oznac-
kovani dalstho vrcholu (krok 2 algoritmu 8.6.1) a p¥ipadné pfidélit znacku. JestliZe pii celém jednom
prichodu seznamem hran nebyl oznackovan zadny dalsi vrchol, nemé smysl pokracovat, vypocet
koné¢i. V opa¢ném pripadé pokracujeme tim, ze znovu projdeme seznam hran.

Ponékud dimyslnéjsi postupy jsou zalozeny na udrzovani seznamu vrcholt, kterym byla pridé-
lena znacka a které v tomto seznamu ¢ekaji na zpracovani. Toto zpracovani spociva v postupném
prozkoumani vSech hran, které z vrcholu vychéazeji, a v eventuelnim oznackovani dalsich vrchol.
Nové oznackované vrcholy pfiddvame do seznamu, vrcholy, které jsou zcela zpracovany (nebo s je-
jichz zpracovanim pravé zaéindme) ze seznamu odstraiiujeme. Vypoéet konéi, nenili co zpracovéavat,
tj. jeli seznam prazdny. Dilezité varianty tohoto postupu uvedeme v 8.6.4 a 8.6.7.

8.6.3 Zapamatovani cest, strom nalezenych cest. Sdéleni, Ze do vrcholu v vede blize
neuréend cesta z vychoziho vrcholu r, ¢asto nestaci. Casto chceme védét kudy cesta vede. Pomoc
je prekvapivé snadné.

Vzdy ihned po oznackovani vrcholu Kv(e) pfifadime navic tomuto vrcholu hodnotu ODKUD(Kv(e)) :=e,
kde e je hrana vybrana v kroku 2.

Takto doplnény algoritmus 8.6.1 samoziejmé déla vSechno co algoritmus nerozsifeny, tj. oznac-
kuje pravé vsechny dostupné vrcholy, ale navic plati:

jeli oznackovan vrchol v # r, pak hodnota ODKUD(v) je jménem posledni hrany
v (néjaké) cesté z vrcholu r do vrcholu v.

Cestu do oznackovaného vrcholu v # r 1ze po skonceni znackovaciho algoritmu snadno nalézt
zpétnym postupem pomoci hodnot ODKUD: Hodnota ODKUD(v) je posledni hranou v hledané
cesté. Oznacme w pocateéni vrchol hrany ODKUD(v). Jeli w # r, pak hodnota ODKUD(w) je
predposledni hranou v cesté z vrcholu r do vrcholu w atd.

Oznackované vrcholy a hrany obsazené v hodnotich ODKUD navic tvofi kofenovy strom
s kofenem r (viz 8.5.3, str. 92). Budeme jej nazyvat strom nalezengch cest.

8.6.4 Prohledavani grafu do Sifky lze strucéné charakterizovat takto: nejprve oznackujeme
vrchol r, pak vSechny jeho nésledniky, pak vSechny dosud neoznackované nasledniky téchto nésled-
nikd atd. Lze si to pfedstavovat i tak, Ze graf soucasné prozkoumava velky pocet pruzkumnik,
ktefi ,zaplavuji“ postupné ,,po hladindch® dostupnou ¢ast grafu.

Na prohledavani do $itky je pozoruhodné, ze vede k nalezeni nejkratsich cest, tj. cest s nejmen-
$im poctem hran.

Vstup: Orientovany graf G a jeho vrchol r.

UkoL: Najit vSechny vrcholy v, do nichZ vede orientované cesta z vrcholu 7, do kazdého z nich
najit cestu o nejmensim poc¢tu hran a zjistit délku Vzp(v) této nejkratsi cesty, tj. vzdalenost
vrcholu v od vrcholu r.

POMOCNE PROMENNE: Vsechny vrcholy, do nichZz bude nalezena cesta, budou oznackovany
a budou jim prifazeny hodnoty ODKUD a VzD. Déle pouZijeme seznam FRONTA, ktery bude
obsahovat ty vrcholy, které jiz byly oznackovany, ale z nichz jsme jesté nezkoumali moznosti dalsiho
postupu.

ALGORITMUS:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znalek. Polozme VzD(r) := 0,
seznam FRONTA necht obsahuje jen vrchol r.

2. [Test ukonceni.] Jeli seznam FRONTA préazdny, vypodet konéi.

3. [Volba vrcholu.] Ze za¢atku seznamu FRONTA odebereme vrchol a oznadime jej v.
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vy

4. [Postup do $irky z vrcholu v.] Pro kazdou hranu e € ET(v) oznac¢ime w := Kv(e) a jestlize
w dosud nemé znacku, provedeme tyto operace: Oznackujeme vrchol w; ODKUD(w) = e;
VzD(w) := VzD(v) + 1; vrchol w pFipiSeme na konec seznamu FRONTA. Po zpracovani vech
hran z mnoziny E™ (v) pokracujeme podle kroku 2.

CASOVE NAROKY: Jeli graf zadan ve tvaru seznamu vrcholit a seznamt vystupnich okoli vSech
vrcholtt (viz 8.2.2), probéhne hledéni v éase O(m + n).

PozNAMKA: Pro hledani do $itky je podstatné, zZe ze seznamu FRONTA odebirdme vzdy ten prvek
(zde vrchol), ktery je v ném nejdéle. Takova datova struktura byva oznacovéna terminem fronta.

8.6.5 Piiklad. Pouzijeme algoritmus hledani do §ifky na graf G (viz obr. 8.10) s mnoZzinou
vrcholt V(G) = {1,2,...,11} a s mnozinou hran E(G) danou seznamem (1, 2), (1,3), (1,5), (2,3),
(2,8), (3,2), (3,7), (4,1), (5,4), (5,9), (6,5), (7,10), (8,7), (8,9), (10,8), (10,11). Jako vychozi
vrchol vezmeme vrchol 1. Na obr. 8.10 jsou silné vytazeny hrany, které jsou po skonceni algoritmu
obsazeny v hodnotach ODKUD a které vytvafeji systém nejkratSich cest do vSech dostupnych
vrchold. Vrcholy byly znackovany v poradi 1; 2, 3, 5; 8, 7, 4, 9; 10; 11. Stifednikem jsou zde
oddéleny mnoziny vrcholu, kterym byla vypoctena stejna vzdalenost od vrcholu 1. Vrchol 6 nebyl
oznackovan, nebot neni orientované dostupny z vrcholu 1.

Vsimnéte si, ze obrazek k vypoctu nepotfebujeme. Napoak, obrazek je spiSe na skodu. Pii
ru¢nim vypoctu ovsem muzete obrazek kreslit. Viz

2 4 1 2 8 I I I
1 | | |

| |

N Lo

3 5 : 10 : 11 :
| | |

KA o
| | 9 | | |

10 11 VzD=0 Vzp=1 VzD=2 Vzb=3 VzD =4

Obrazek 8.10: K piikladu 8.6.5 hledani do sirky.

8.6.6 Cviceni. V grafu z pifkladu 8.6.5 provedte hledani do $iiky z vychoziho vrcholu 6. Reste
bez pouziti obrazku!

8.6.7 Prohledavani grafu do hloubky Hledani do hloubky si lze piedstavit jako prizkum
grafu cestovatelem, ktery cestuje po hranach grafu a vraci se disledné cestou, po které prisel. Je
to tedy dobry navod, jak se chovat v bludisti.

Navic je hledani do hloubky zakladem fady dalsich, mnohdy velmi vykonnych algoritmi, napf.
hledéni silnych komponent 8.6.10, str. 98, nebo nalezeni topologického usporadani 77, str. ?7.

VsTupP: Orientovany graf G a jeho vrchol r.

UxkoL: Najit vechny vrcholy, do nichZ vede orientovana cesta z vrcholu 7.

POMOCNE PROMENNE: Proménné v bude obsahovat jméno aktudlniho vrcholu, tj. vrcholu ,kde
pravé ted jsme“. Seznam TRASA bude obsahovat vzdy posloupnost hran tvoricich tzv. aktualni
cestu, tj. cestu z vychoziho vrcholu r do aktudlniho vrcholu v. Kromé toho budeme vrcholy, do
nichz byla nalezena cesta, znackovat podobné jako v algoritmu 8.6.1.

ALGORITMUS:

1. [Inicializace.] v :=r; TRASA := (J; oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znacek.
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2. [Volba hrany e.] Vezmeme nékterou dosud nepouZitou hranu e zacinajici ve vrcholu v
a pokracujeme podle kroku 3. Pokud takova hrana neexistuje, pokracujeme podle kroku 5.

3. [Test vhodnosti hrany e.] Ozna¢me w koncovy vrchol hrany e. Jeli vrchol w oznackovén,
pokracujeme podle kroku 2, v opa¢ném pripadé podle kroku 4.

4. [Postup do hloubky.] Hranu e pfipiSeme na konec seznamu TRASA, polozime v := w a oznad-
kujeme vrchol v. Pokracujeme krokem 2.

5. [Ndvrat z vrcholu v.] Jeli seznam TRASA nepréazdny, odebereme z jeho konce hranu e, jeji
pocateéni vrchol ozna¢ime v a pokracujeme podle kroku 2. Jeli seznam TRASA prazdny,
vypocet kondi.

CASOVE NAROKY: Jeli graf zadan ve tvaru seznamu vrcholtt a seznamt vystupnich okoli vSech
vrcholt (viz 8.2.2), probéhne hledéni v ¢ase O(m + n).

PozNAMKA: Pro algoritmus hledani do hloubky je podstatné, Ze ze seznamu TRASA odebirame
vzdy hranu, kterd je v seznamu nejkratsi dobu. Tato datova struktura byva oznacovidna nazvem
zdsobnik (anglicky stack) a je v jistém smyslu opakem fronty, kterd je naopak podstatnd pfi
prohledavani do sirky.

PozNAMKA: Piedstava cestovatele, ktery chodi orientovanym grafem a vraci se, kudy pfisel, ma
drobnou vadu na krase: pfi postupu vpred smime jit pouze ve sméru hrany, ale pfi navratu jdeme
klidné v protisméru (ovSem pii hleddni do hloubky to jinak nejde).

2 4
3 5
7 6

Obrazek 8.11: K prikladu hledani do hloubky.

8.6.8 Priklad. Pouzijeme hledani do hloubky na graf z pfikladu 8.6.5, str. 96, tedy na graf
s mnozinou vrcholtt V(G) = {1,2,...,11} a s mnozinou hran E(G) danou seznamem (1, 2), (1, 3),
(17 5)7 (2a 3)7 (25 8)7 (35 2)7 (3’ 7)7 (4’ 1)’ (57 4)7 (57 9), (67 S)a (77 10)7 (Sa 7)7 (Sa 9)) (107 8)3 (107 11)'
Jako vychozi vrchol vezmeme opét vrchol 1.

Tento graf je znovu nakreslen na obr. 8.11, hrany, které byly pouzity k postupu do hloubky,
jsou zde vytazeny silné. V kroku 2 jsme pfitom volili hrany vychézejici z vrcholu v vzdy v potadi,
ve kterém jsou uvedeny v seznamu hran E(G).

Prubéh vypoctu je tento: postup vpred do vrcholua 1, 2, 3, 7, 10, 8, 9, navrat do vrcholu 8, test
hrany (8,7), navrat do vrcholu 10, postup vpfed do vrcholu 11, névrat do vrchol 10, 7 a 3, test
hrany (3,2), ndvrat do vrcholu 2, test hrany (2, 8), navrat do vrcholu 1, test hrany (1, 3), postup
vpred do vrcholl 5 a 4, test hrany (4, 1), navrat do vrcholu 5, test hrany (5,9), navrat do vrcholu 1.

Obrazek 8.11 vpravo byl nakreslen na zakladé prubéhu hledani do hloubky. VSimnéte si, ze
strom nalezenych cest je zcela jiny nez pri hledani do sirky.

8.6.9 Navod k prohledavani bludisté. Predstavte si, Ze jste v bludisti, které se sklada
z neznamého poctu mistnosti a z neznamého poctu chodeb, kazda chodba spojuje vzdy dvé
mistnosti. Vasim tkolem je prozkoumat systematicky vSechny chodby a mistnosti a najit vychod
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z bludisté nebo spolehlivé zjistit, Ze vychod neexistuje. Pfedpokladejme, ze mate s sebou kridu,
kterou si miizete délat na stény nebo podlahy chodeb a mistnosti znacky.

—— postup vpred (krok 4)
- — - test vhodnosti hrany (krok 3)
— — néavrat (krok 5)

Obrazek 8.12: Priklad bludisté a jeho prohledéni metodou do hloubky.

Tuto situaci lze modelovat neorientovanym grafem, jehoz vrcholy odpovidaji mistnostem
a hrany chodbam. Vy ovSem tento graf pfedem neznate. Jsteli v nékteré mistnosti (vrcholu),
vidite pouze ty chodby (hrany), které vychézeji z vasi mistnosti.

K prohledavani bludisté lze pouzit hledani do hloubky. Pti hledani je nutné oznacovat pouzité
chodby a odlisit je od chodeb, po nichz se budeme teprve vracet. Nejjednodussi je kreslit pfi prvém
priichodu chodbou jednu ¢aru a pti navratu druhou. Z mistnosti pak odchézime pokud mozno neo-
znagenou chodbou (krok 2, postup do hloubky). Vedeli tato chodba do d¥ive navitivené mistnosti,
nevstupujeme do ni, a okamzité se vratime touz chodbou zpét (krok 3, test vhodnosti hrany). Po-
kud jsme pfisli do dosud nenavitivené mistnosti, postupujeme z ni dale (krok 4). Jsouli jiz viechny
chodby vedouci z mistnosti pouzity (alespoii jedenkrét), vratime se chodbou, ve které je jen jedna
¢ara (krok 5, ndvrat). Konec hledédni poznadme podle toho, Ze jsme v mistnosti, kde v8echny chodby
jsou oznaceny dvéma carami. V takovém pripadé€ stojime v misté, kde jsme zacinali. Pokud vychod
z bludisté existuje a je dosazitelny, museli jsme jit kolem néj.

Priklad bludisté a mozny zpisob jeho prohledani je na obr. 8.12. Poznamenejme, ze seznam
TRASA je zde realizovan jaksi rozptylené v podobé vSech chodeb s jednou ¢arou.

Vyzkousejte na skutecném prikladé. Svétla s seboul!

8.6.10 Algoritmus pro hledani silné souvislych komponent uvedeme jako ukdzku algo-
ritmu, ktery je zaloZen na prohleddvni do hloubky ale cilem vypoctu je néco jiného nez zjisténi
dostupnosti. Béhem prohledavani budeme ,sbirat informace®“. Presnéji, budeme udrzovat rozklad
mnoziny vrcholtt V(G) na silné komponenty dosud prohledaného podgrafu, tj. grafu, ktery je tvo-
Fen vSemi vrcholy grafu G a vSemi dosud prohledanymi (pouzitymi) hranami. Nakonec, aZ bude
prohledan cely graf, budeme mit rozklad na silné komponenty celého puvodniho grafu.

Pfipomernime (viz 8.6.7), ze pfi hleddni do hloubky seznam TRASA obsahuje hrany tvofici
aktualni cestu, tj. cestu z vychoziho vrcholu r do aktualniho vrcholu wv. Silné komponenty,
které obsahuji néktery vrchol z aktualni cesty, budou pro nas dtlezité, nazvéme je otevienymi
komponentami. Tyto komponenty se jesté mohou béhem dalsitho vypoctu zménit.

Silnou komponentu, ze které jiz byl proveden navrat, tj. jejiz zadny vrchol jiz nelezi na aktudlni
cesté, nazvéme uzavienou komponentou, nebot takovd komponenta se jiz nemtize zménit, vSe, co
k ni pat¥i, jiz je prohledano.
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Na zacatku vypoctu bude kazdy vrchol sém ve své vlastni komponenté. Prohledéavani do hloubky
zahajime v libovolném vrcholu.

Vzdy, kdyz pii prohledavani do hloubky (v kroku 2 algoritmu 8.6.7) najdeme hranu, kterd
z aktualniho vrcholu v vede do néjaké komponenty, kterd obsahuje vrchol z aktualni cesty, nasli
jsme cyklus, ktery prochéazi pres jednu nebo nékolik komponent. Vsechny tyto komponenty lezici
na cyklu nahradime jejich sjednocenim.

Pokud prohledavani do hloubky skon¢i a neni prohledan cely graf, vezmeme kterykoli vrchol,
ktery neni v uzaviené komponenté a zahajime nové hledani do hloubky.

8.6.11 Hledani silnych komponent. PouZijeme algoritmus 8.6.10 k nalezeni silnjch kompo-

nent v grafu s mnozinou vrcholi {1,...,11} a mnozinou hran
(1,5) (3,9 (5,9 (7,2) (9,8) (10,6)
(2,1) (4,6) (5,10) (7,11) (9,10) (11,8)
(2,7) (5,4) (6,5) (8,11) (10,3)

postup do hloubky do vrcholt 1, 5, 4, 6,

po zpracovani hrany (6,5) nahradime komponenty {5}, {4}, {6} jejich sjednocenim {5,4,6},
navrat do vrcholu 5 a postup vpred do vrchola 9, 8, 11,

po zpracovani hrany (11, 8) nahradime komponenty {8} a {11} jejich sjednocenim {8,11},
navrat do vrcholu 9 a postup vpied do vrchola 10, 3,

po zpracovédni hrany (3,9) nahradime komponenty {9}, {10}, {3} jejich sjednocenim
{9,10,3},

navrat do vrcholu 10,

e po zpracovani hrany (10, 6) nahradime komponenty {5,4,6} a {9,10,3} jejich sjednocenim
{5,4,6,9,10, 3},

néavrat do vrcholu 5,

zpracovanim hrany (5,10) se nic nezméni,

navrat do vrcholu 1,

nové hledani z vrcholu 2,

postup do hloubky do vrchola 2, 7,

po zpracovani hrany (7,2) nahradime komponenty {2} a {7} jejich sjednocenim {2, 7},
navrat do vrcholu 2,

Vysledkem jsou silné souvislé komponenty indukované mnozinami {1}, {2,7}, {3,4,5,6,9,10}
a {8,11}. Na obrazku 8.13 je zvyraznén strom nalezenych cest.

8.7 Nejkratsi cesty
Ulohy o nejkratsich cestach patii k nej¢astéji aplikovanym tlohdm teorie grafii.

8.7.1 Ulohy o nejkrat$ich cestach. Mg&jme orientovany graf G, jehoz kazd4 hrana e € E(G)
je ohodnocena redlnym ¢islem a(e), které nazyvame délkou hrany. Délka cesty je soucet délek
jednotlivych hran tvoficich cestu (viz 8.3.4, str. 89). Jsouli z, y dva vrcholy grafu, pak vzddlenost
u(z,y) z vrcholu z do vrcholu y definujeme jako délku nejkratsi cesty z = do y, pokud viibec néjaka
cesta z x do y existuje. Jestlize neexistuje, definujeme vzdalenost u(z,y) = oo.

Ukolem je najit nejkratsi orientovanou cestu (popi. vzdalenost):

z daného vychoziho vrcholu do daného cilového vrcholu,
z daného vychoziho vrcholu do kazdého vrcholu grafu,
z kazdého vrcholu do daného cilového vrcholu,

a
b
c
d) mezi vSemi usporadanymi dvojicemi vrcholt.

)
)
)
)
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{1} {3,4,5,6,9,10}

{8,11}

{2,7}

Obrazek 8.13: K prikladu 8.6.11 hledani silné souvislych komponent. Vpravo je nakreslena konden-
zace.

Déle se budeme zabyvat pouze fesenim tiloh b) a d). Ulohu c) lze snadno pievést na tlohu b)
obréacenim orientace hran (nebo jednoduchou tpravou algoritmu). Uloha a) byva fesena pomoci
algoritmii uréenych pro tlohy b), ¢) nebo d). Postup, ktery by byl obecné vyhodné&jsi, neni znam.
Neékteré algoritmy (a to jen v nékterych typech grafii) jsou vSak schopny rozpoznat moznost
korektniho ukonceni vypoctu ve chvili, kdy je vypoctena definitivni hodnota pro cilovy vrchol.

Ve vSech zminénych tlohach pripoustime i zaporné délky hran. Neni to takovy nesmysl, jak to
na prvy pohled vypada. V roli délek hran totiz mohou vystupovat naptiklad naklady na prichod
hranou. Zaporna délka pak odpovida situaci, kdy za priichod hranou dostaneme naopak zaplaceno.
Je ovSem pravdou, ze tlohy, kde délky hran jsou nezdporné, jsou v praxi castéjsi a jejich feSeni je
0 néco snazsi.

Obtiznost ulohy o nejkratsich cestdch podstatné zavisi na tom, zda graf obsahuje cyklus se
zapornou délkou. V této kapitole se prevazné budeme zabyvat pfipadem, kdy v grafu cyklus se
zdpornou délkou neni a kdy je FeSeni relativné snadné (existuji pro né polynomiélni algoritmy).
Pokud v grafu cyklus se zapornou délkou existuje, je obecn4 tiloha o nejkratsich cestach NPt&zka.

Hledameli nejkratsi cesty v multigrafech, mizeme pfedem z kazdé mnoziny rovnobé&znych hran
vynechat vSechny kromé nejkratsi z nich, aniz by to mélo vliv na délku nejkratsi cesty. Také smycky
muzeme vyloudit, nebof nemohou byt obsazeny v zadné cesté.

Pro i # j ozna¢me a(i,j) délku nejkratsi hrany vedouci z vrcholu ¢ do vrcholu j. Pokud Zadna
hrana z ¢ do j nevede, polozme a(i, j) = oco. Déle polozme a(i, i) = 0.

Hodnoty a(i, j) mtzeme uspofadat do tvaru matice, budeme ji znacit A a nazyvat matici délek
hran. Tato matice obsahuje vSechny informace, které jsou tfeba k vypoctu vzdalenosti.

Podobné miizeme vysledné vzdalenosti u(i,j) uspofddat do tvaru matice, kterou znaéime U
a nazyvame matici vzddlenostt.

8.7.2 Véta. Jestlize v grafu existuje néjaka cesta z vrcholu a do vrcholu b, pak v ném existuje
i nejkratsi cesta z a do b.

DUKAZ: Pocet hran v cesté je omezen poétem vrcholii grafu. VSech cest z a do b je tedy koneéné
mnoho, proto nékterad z nich je nejkratsi. a

PozNAMKA: Pro sledy podobna véta neplati: Obsahujeli graf cyklus se zapornou délkou, pak pro
nékteré vrcholy a, b sice existuje sled z a do b, ale neexistuje nejkratsi z nich. Ke kazdému sledu lze
totiz vytvotit sled o néco kratsi, a to tim, Ze budeme dostatecné dlouho prochazet onen zaporny
cyklus.
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8.7.3 Véta. Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou nebo nulovou délkou, pak kazdy nejkratsi
sled z vrcholu a do vrcholu b je i nejkratsi cestou z a do b.

Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou délkou, pak kazdy nejkratsi sled z a do b obsahuje
nejkratsi cestu z a do b a délka této cesty je stejna.

8.7.4 Véta (trojuhelnikova nerovnost). Jestlize graf neobsahuje cyklus se zdpornou délkou,
pak pro vSechny trojice vrcholt i, j, k vzdalenost u spliiuje nerovnost

(8.2) u(i, j) < u(i k) + ulk,j) -

PozNAMKA: Nézev je odvozen od analogického vztahu mezi délkami stran trojuhelnika.

DUSLEDEK: Jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou, pro kazdou trojici vrcholt 4, 7, k
plati:

u(i,j) = a(i,j),
(8.3) u(i,j) = uli,k) )
u(i, j) = a(i,k) 4+ u(k, j)

8.7.5 Veéta. Predpoklddejme, zZe graf neobsahuje cyklus se zdpornou délkou. Jestlize nejkratsi
cesta z vrcholu ¢ do vrcholu j prochazi pres vrchol k, pak

e pocatecni tisek cesty mezi i a k je nejkratsi cestou z ¢ do k,
e koncovy usek cesty mezi k a j je nejkratsi cestou z k do j,
o plati u(i,j) = u(i, k) + u(k, 5)-

DUSLEDEK: Necht graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou a necht ¢, j jsou dva rizné
vrcholy. Jestlize k je poc¢ateénim vrcholem posledni hrany v nejkratsi cesté z ¢ do j, pak plati
u(i, j) = u(i, k) + a(k, j).

PozNAMKA: Véta 8.7.5 je jednou z forem tzv. Bellmanova principu optimality, ktery je zakladem
pomérné obecné optimaliza¢ni metody, tzv. dynamického programouvdnd.

8.7.6 Cykly se zapornou délkou. V grafech, které obsahuji cyklus se zdpornou délkou, vyse
uvedené véty 8.7.3 az 8.7.5 ani jejich dtsledky neplati. Jednoduchy ptiklad je na obr. 8.14.

Obrazek 8.14: Priklad grafu, v némz neplati trojuhelnikova nerovnost.

Algoritmy pro nejkratsi cesty, které dale uvadime, vSak na platnost téchto vét spoléhaji.
Rychlost téchto algoritmt je totiz zalozena na tom, Ze se nestaraji o opakovani vrchold v cesté,
takze vlastné nehledaji nejkratsi cesty, ale nejkratsi sledy. V grafech bez zapornych cyklt to ovSem
vyjde nastejno (viz véta 8.7.3).

Pokud graf obsahuje cyklus se zapornou délkou, nelze tento trik pouZit, nebot nejkratsi sled
viitbec nemusi existovat (viz poznadmka u 8.7.2). Hledani nejkratsich cest pak je NPtézka tloha
Jednoduchy (ale pracny) postup miZe byt zaloZen na vyzkousSeni vSech cest zacinajicich v daném
vrcholu. Potiz je v tom, Ze v8ech cest v grafu o n vrcholech mize byt fadové az n!.
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8.7.7 Zakladni schéma vypoctu vzdalenosti. je velmi jednoduché. Pro kaZzdy vrchol z si
budeme pamatovat hodnotu U(z), kterd bude vidy rovna délce nejkratsi dosud nalezené cesty
z daného vychoziho vrcholu r do vrcholu x. Jestlize jsme zadnou cestu z r do x dosud nenasli,
bude U(z) = oc.

Kdyby hodnoty U byly skuteénymi vzdalenostmi vrcholi grafu od vrcholu r, musela by pro
kazdou hranu grafu (z,y) platit trojuhelnikové nerovnost

(8.4) Uy) =U(z) +a(z,y) .

JestliZe neplati, znamend to, Ze U(y) neni délkou nejkratsi cesty z r do y, protoze pies vrchol x vede
do vrcholu y cesta kratsi. Proto v takovém p¥ipadé hodnotu U(y) upravime (snizime) provedenim
ptikazu

Uly) :=U(z) +a(z,y) -

Snadno lze nahlédnout, ze pak U(y) bude opét délkou nékteré (a to kratsi) cesty z vrcholu r do
vrcholu y. Navic tim nerovnost 8.4 pro hranu (z,y) zacne platit, je ovSem mozné, Ze se tim pokazila
tato nerovnost pro jinou hranu.

Testy trojahelnikové nerovnosti (8.4) a z nich p¥ipadné vyplyvajici tpravy hodnot U budeme
provadét tak dlouho, dokud nedosdhneme platnosti trojuhelnikové nerovnosti (8.4) pro vsechny
hrany grafu.

Na zac¢atku vypocétu volime U(z) := oo pro z # r a U(r) := 0, nebof zpocatku neznidme
zadnou cestu z vrcholu r kromé cesty trividlni, kterd ma nulovou délku. Zakladni schéma vypoctu
vzdalenosti 1ze shrnout takto:

1. Poloz U(r) := 0 a pro vSechny vrcholy j # r poloz U(j) := oo.

2. Vyber libovolnou hranu grafu e a zkontroluj, zda pro ni plati trojihelnikovd nerovnost
(8.4), tj. zda U(Kv(e)) £ U(Pv(e)) + a(e). Jestlize neplati (tj. platili opak), proved
U(Kv(e)) :=U(Pv(e)) + a(e).

3. Jestlize nerovnost (8.4) plati pro vSechny hrany grafu, vypocet kondi.

Poznamenejme, Ze téz hrana mize byt pouzita i nékolikrat ke snizeni hodnoty U ve svém
koncovém vrcholu. Pofadi vybéru hran k testu nerovnosti (8.4) i zpisob zjistovani, zda tato
nerovnost jiz plati pro vSechny hrany, mé, jak uvidime dale, velky vliv na rychlost vypoctu.

8.7.8 Veéta. Jestlize graf neobsahuje cyklus zaporné délky, pak vypocet podle 8.7.7 skonéi po
kone¢né mnoha zméndch hodnoty U a po ukonceni bude pro vSechny vrcholy x platit U(z) =
= u(r,x), tj. vzdalenosti U budou vypocteny spravné.

PozNAMKA: Tato véta nic nefikd o poctu testl trojihelnikové nerovnosti (8.4). Pfi nesikovné
volbé& hran pro testovani by vypodet nemusel vitbec skonéit (kdybychom napf. testovali stale tutéz
hranu).

8.7.9 Cviceni. Ovéite si na néjakém piikladé (t¥eba na grafu z obrazku 8.14, str. 101), Ze pokud
graf obsahuje cyklus se zapornou délkou a vrcholy tohoto cyklu jsou dostupné z vychoziho vrcholu
r, pak vypocet podle schématu 8.7.7 nikdy neskon¢i.

8.7.10 Konstrukce nejkratsich cest. Vzdy, kdyz dojde ke snizeni hodnoty U(v) pro néktery
vrchol v, zaznamename si pro tento vrchol hranu, kterd snizeni zpusobila. K zapamatovani
pouzijeme hodnotu ODKUD(v). Na zacatku vypoctu nechf neni hodnota ODKUD definovédna pro
zéddny vrchol.

Jeli hodnota ODKUD(v) definovana, pak je jménem posledni hrany v néjaké cesté o délce U (v)
z vrcholu r do vrcholu v. Hodnoty ODKUD lze po ukonéeni vypoétu vyuzit ke zpétné rekonstrukei
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nejkratsich cest (podobné jako v 8.6.3, str. 95). Poznamenejme, Ze béhem vypoctu se hodnota
ODKUD(v) mize nékolikrat zménit.

Déle poznamenejme, Z%e evidovani hodnot ODKUD nijak neovliviiuje postup vypocétu podle
schématu 8.7.7 nebo podle kteréhokoli jeho zlepseni.

8.7.11 Véta (kofenovy strom nejkratsich cest). Predpokladejme, Ze hodnoty ODKUD(v)
byly ziskany podle 8.7.10 a ze graf neobsahuje cyklus o zaporné délce. Potom po ukonceni vypoctu
plati:

1. Mnozina vrchold D = {v | ODKUD(v) je definovano} je tvofena vSemi vrcholy orientované
dostupnymi z r a ruznymi od r.

2. Jeli ODKUD(v) definovano, pak ODKUD(v) je posledni hranou v (nékteré) nejkratsi cesté z r
do v.

3. Pro kazdou hranu ODKUD(y) plati U(x) + a(z,y) = U(y), kde = je poc¢ateéni vrchol hrany
ODKUD(y).

4. Mnozina hran T = {ODKUD(v) | v € D} tvofi kofenovy strom s kofenem r na mnoZiné
vrchold D U {r}.

5. Kazda cesta z kofene r do libovolného vrcholu z € D v kofenovém stromé T je zaroven
nejkratsi cestou z r do « v ptivodnim grafu.

8.7.12 K cZemu je kofenovy strom nejkratSich cest. Kofenovy strom nejkrat$ich cest
poskytuje velmi dobry prehled o struktufe nejkratsich cest z daného vychoziho vrcholu r. Vyborné
se hodi k prezentaci vysledkt vypoctu, totiz ke sdéleni, kudy nejkratsi cesty vedou. Naptiklad po
vypoctu nejkratsich cest v prazské silni¢ni siti staci do planu Prahy zakreslit hrany, které nalezi
ke stromu, a vysledné nejkratsi cesty jsou vSechny patrné na prvy pohled.

Nejkratsich cest z vrcholu r do vrcholu v miize byt nékolik, v kofenovém stromeé se samoziejmé
objevi jen jedna z nich.

Kofenovy strom nejkratsich cest a vétu 8.7.11 lze také vyuzit ke kontrole spravnosti vypocétenych
vzdélenosti: staci pro vSechny hrany grafu zkontrolovat trojihelnikovou nerovnost (8.4), pfi¢emz
pro stromové hrany v ni musi platit rovnost.

8.7.13 Poznamka k pocitani s nekoneénem. Algoritmy v tomto oddile pracuji ¢asto s neko-
nec¢nem, nebot to zjednodusuje vyklad. Bé&Zné pocitace a programovaci jazyky ovSem s nekoneénem
pracovat nedovedou. Jsou dva zpusoby, jak si pomoci:

Nejjednodussi je misto symbolu co pouzit néjakou velkou konstantu, kterd bude spolehliveé vétsi
nez dvojnasobek délek vsech cest v grafu. Pii pouziti tohoto triku musime ovSem davat pozor,
abychom ani v mezivysledcich nepfesahli maximalni ¢islo zobrazitelné v pocitaci. Doslo by totiz
k tzv. preteCeni, coz vede ke zcela chybnym vysledktim.

Jinou moznosti je vyuzit hodnotu ODKUD: Jeli ODKUD(x) jménem né&jaké hrany, pak U(z) je

vvvvv

z4dné hrany (neni dosud definovana), pak U(x) = co.

8.7.14 Algoritmus s mnoZinou podezfelych vrcholu. Zékladni schéma vypocétu vzdale-
nosti 8.7.7 lze dale zlepsit tim, Ze zabranime zbytecnému testovani hran, o nichz predem vime, ze
trojuhelnikovou nerovnost (8.4) jiz spliuji.

Jestlize néjakd hrana e trojihelnikovou nerovnost (8.4) jiz spliiovala, mtze k poruseni této
nerovnosti dojit pouze snizenim hodnoty U v jejim poc¢ateénim vrcholu. Naopak, dosloli ke snizeni
hodnoty U(z), je nutno otestovat nerovnost (8.4) pro vSechny hrany vychazejici z vrcholu z, nebot
pro tyto hrany by mohla byt platnost nerovnosti (8.4) porusena. Budeme tedy béhem vypoctu
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udrzovat mnozinu M ,podezielych® vrcholll, v nichz doslo ke snizeni hodnoty U a které v mnoziné
M cekaji na testovani hran, které z nich vychazeji.

Vstup: Graf G, ohodnoceni hran a : E(G) — R a vychozi vrchol r.

V¥sTtup: Pro kazdy vrchol v hodnoty U(v), ODKUD(v).

POMOCNE PROMENNE: Jako pomocnou proménnou pouzijeme mnozinu M, kterd bude mit tuto
vlastnost:

(8.5) Jestlize Pv(e) ¢ M, pak hrana e spliiuje nerovnost (8.4).

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.) U(r) := 0, pro v # r polozime U (v) := oo a dale M := {r}.

2. [Vybér vrcholu.] Jeli M = (), vipocet konéi. Jestlize M # (), odebereme z mnoZiny M néktery
vrchol a oznacime jej x.

3. [Zpracovdni hran vychdzejicich z vrcholu x.] Pro kazdou hranu e € E*(x) provedeme krok
3a a po zpracovani vSech hran pokracujeme podle kroku 2.

3a. Polozime y := Kv(e). Jestlize plati U(x) + a(e) < U(y), pak provedeme U (y) := U(z) +
+ a(e), ODKUD(y) := e a navic, pokud y ¢ M, vlozime vrchol y do mnoziny M.

PozNAMKA:  Volbu vrcholu z mnoziny podezielych M lze v kroku 2 délat v podstaté libovolnym
zpusobem. Nemd to vliv na sprévnost algoritmu (viz véta 8.7.17), ovliviiuje to v8ak jeho rychlost.
Uvedeme dva dilezité ptipady:

8.7.15 Algoritmus s frontou podezielych vrcholi voli v kroku 2 vrchol, ktery je v mnoziné
M nejdéle. S mnozinou M tedy pracujeme jako s frontou (viz 8.6.4), tj. jako se seznamem, z néhoz
odebirdame na opa¢ném konci nez priddvame. Algoritmus pfitom funguje podobné jako algoritmus
s opakovanou kontrolou vSech hran 7?7, pouze jsou vynechany nékteré zbytecné testy trojihelnikové
nerovnosti. Zrychleni vypoctu ve srovnani s algoritmem 7?7 se sice neprojevi na ¢asovém odhadu
pro nejhorsi pfipad (ten zustava O(mn), praimérnd doba vypoctu je vak zejména u Fidkych graft
vyrazné kratsi.

Vypocetni experimenty ukazuji, Ze pres svou jednoduchost je tento algoritmus vhodny k hledani
nejkratsich cest ve dvou situacich: jednak v fidkych grafech, tj. v grafech, kde pocet hran m
nepiesahuje néjaky nevelky nasobek poctu vrcholli n, jednak v grafech, kde je velké procento hran
se zapornou délkou. Za zvlastni zminku stoji skutecnost, ze dokonce i na grafech s nezapornymi
délkami hran, pokud je graf ridky, je tento algoritmus v primeéru rychlejsi i nez ¢asto doporucovany
tzv. Dijkstriv algoritmus.

8.7.16 Modifikovany Dijkstruv algoritmus voli v kroku 2 vrchol, ktery mé nejnizsi hodnotu
U.

Volba vrcholu « s nejnizsi hodnotou U (z) se odtivodiiuje nadéji, Ze takto zvolend hodnota U (x)
se jiz v dalsim vypoctu nezméni a Ze uz tedy tento vrchol nebude znovu zafazen do mnoziny M.
Spolehnout se na to vsak lze jen v grafech, kde vSechny hrany maji nezaporné délky. V obecnych
grafech je tento algoritmus také pomérné dobfe pouzitelny, ale v ojedinélych pfipadech se muze
stat, 7ze tyZ vrchol bude do mnoziny M zafazen dokonce mnohokrat (az 2"~ 'krat).

Také je tfeba vzit v Gvahu, Ze vyhledavani vrcholl s nejmensi hodnotou U(z) vyZaduje néjakou
praci.

8.7.17 Véta (spravnost algoritmu s mnoZinou podezielych vrcholu). Jestlize graf ne-
obsahuje cyklus se zapornou délkou, pak se algoritmus 8.7.14 zastavi a nalezne nejkratsi cesty
z vrcholu r do ostatnich vrcholu grafu.

PozNAMKA: Toto plati nezévisle na zptisobu volby vrcholu z mnoziny M.
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8.7.18 Priiklad. Pouzijeme modifikovany Dijkstriv algoritmus 8.7.16 k vyhledéni nejkratsich
cest z vrcholu 1 v grafu na obr. 8.15. Z mnoziny M tedy budeme vybirat vzdy vrchol s nejnizsi

hodnotou U.

2 3

Obrazek 8.15: Graf k prikladu 8.7.18 a vysledny strom nejkratsich cest.

Prubéh vypoctu bude tento:

[y
——

U(2) beze zmény

M=
x=1 M=10
U(2) =3, M = {2}
U(5) = 4, M = {2,5}
x=2 M = {5}
U(4) =5, M ={4,5}
U(5) beze zmény M = {4,5}
r=0>5: M = {4}
U(?2) =2, M ={2,4}
U(3) = 10, M ={2,3,4}
U(4) = 4, M ={2,3,4}
z=2. M ={3,4]
U(4) beze zmény M = {3,4}
U(5) beze zmény M = {3,4}
z=4: M = {3}
U(3) =8, M = {3}
r=3 M=10
M=10
M=0

Vsimnéte si, ze vrchol 2 byl do mnoziny M zafazen dvakrat. Sledujte také, jak se v pribéhu

vypoctu méni korenovy strom nejkratsich cest.
Vysledek vypoctu 1ze shrnout do této tabulky:

vrchol x 1 2 3 4 5
vzdalenost U(z) | 0 2 8 4 4
ODKUD(*T’) - (572) (473) (574) (135)

Poéitameli Tu¢né (tj. ne na pocitaci), je vhodné do takové tabulky zapisovat mezivysledky

a zménéné hodnoty skrtat.
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Kapitola 9

Nahodna d¢isla

a metoda Monte Carlo

9.1 Nahodné veli¢iny

Tato sekce nenahrazuje prednasku o teorii pravdépodobnosti, pouze shrnuje néktera zakladni fakta,
kterd budeme dale potiebovat.

9.1.1 Nahodny jev se v teorii pravdépodobnosti chape jako moZnost, kterd miZe nebo nemusi
nastat. Je to predpovéd vysledku ndhodného pokusu,' kterd se po provedeni pokusu potvrdi nebo
nepotvrdi.

Hézime-li kostkou ze hry Clovéce nezlob se, piiklady jevi jsou: ,padne lichy pocet boda“,
,padne Sestka“, ,padne pocet bodli mensi nez 4“. Jevem by také mohlo byt ,kostku uz nenajdeme*,
ale tuto moznost nebudeme déle uvazovat.

9.1.2 Elementarni ndhodny jev se v teorii pravdépodobnosti chipe jako jev, ktery nelze
(nebo nechceme, nepotiebujeme) rozlozit na diléi elementarnéjsi“ jevy. Elementdrni jevy se
navzajem vylucuji a jeden z nich urcité nastane. Obecny ndhodny jev lze chapat jako mnozinu
elementarnich jev.

Hazime-li kostkou ze hry ¢lovéce nezlob se, je elementarnim jevem ,,padne Sestka“ nebo ,,padne
dvojka“, ale nikoli jev ,,padne lichy podet bod“, nebot ten je mnozinou elementarnich jevti {1, 3, 5}.

Elementarnich jevii miize byt koneéné mnoho (jako v pfipadé kostky), ale i nekoneéné mnoho
(napt. teplota vyjadfend redlnym ¢islem ve °C).

9.1.3 Jevové pole je mnozZina jevi, tedy podmnoZin mnoziny elementarnich jevi S. Jevové
pole nemusi obsahovat vSechny podmnoziny mnoziny S, ale musi obsahovat

e nemozny jev, tj. prdzdnou mnoZinu 0,
e jisty jev, tj. celou mnozinu S,

e s kazdym jevem A také jeho doplnék S\ A,

e s kazdou kone¢nou nebo spocetnou mnozinou jevi také jejich scednoceni a prinik.

Smysl jevového pole je ten, ze jevim z jevového pole budeme umét prifadit pravdépodobnosti.
Nékterym ,o8klivym* mnozinam totiz pravdépodobnost rozumné prifadit nejde.

IN4hodny pokus zde chapeme obecnéji, nez v b&zném zivoté. Je to jakykoli d&j, proces nebo &in, jehoz vysledek
predem nezndme. Napi. tvrzeni, ze se Zemé do 50 let srazi s asteroidem, je ndhodnym jevem a proces, kterého se
to tyka, poklddame z hlediska teorie pravdépodobnosti za ndhodny pokus, ackoli z hlediska obecné c¢estiny bychom
takové experimentovani netolerovali.
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9.1.4 Pravdépodobnost je funkce, kterd jevim (z néjakého jevového pole) pfifazuje reilna
¢isla z intervalu (0,1) a to tak, ze

e pravdépodobnost jistého jevu S je P(S) =1,
e pravdépodobnost nemozného jevu @ je P(()) = 0,
e pro kazdou kone¢nou nebo spocetnou mnozinu jevi Ay, As, .. ., které jsou po dvou disjunktni,

plati
P(UAi) = ZP(Ai) :

9.1.5 Jak se pravdépodobnost zjistuje. Existuji dvé zakladni moZnosti: spekulativné (kom-
binatorickym vypoétem) a ze statistiky obdobnych ndhodnych pokusii.

Spekulativni zjisténi pravdépodobnosti byva zaloZeno na kombinatorickém vypoctu. Lze je
pouzit v situaci, kdy elementérnich jevi je koneéné mnoho (feknéme n) a kdy nevidime davod, pro¢
by néktery elementarni jev mél byt pravdépodobnéjsi nez jiny. Pak vSechny elementarni jevy maji
stejnou pravdépodonost 1/n. Pravdépodobnosti obecnych (neelementarnich) jevi se pak pocitaji
kombinatorickymi metodami jako podil poc¢tu ,pfiznivych® moznosti a vS§ech moznosti.

Tedy napi. pokud neméme podezieni, ze kostka je falesnd, predpokladdme, Ze vSech Sest
elementarnich jevli ma stejnou pravdépodobnst 1/6. Pravdépodobnost jevu ,padne lichy pocet
bodu“ pak je 3/6 = 1/2. Pokud ovSem méme podezfeni, Ze kostka je falesnd, spekulativni metodu
nelze pouzit.

Statistické zjistovani pravdépodobnosti bjva zaloZeno na tom, Ze relativni ¢etnosti néjakého
jevu se pri mnoha opakovanich pokusu jen malo lisi od néjakého ¢isla a ¢im vice pokusi pro-
vedeme, tim vice se k tomuto ¢islu blizi. Tedy zjisténou relativni Cetnost jevu A vezmeme jako
pravdépodobnost P(A). Statistickou metodu lze pouzit pouze tehdy, 1ze-li shromézdit data o do-
state¢né velkém poctu pokust a je-li pfitom opravnény predpoklad, ze podminky téchto pokust
jsou dostatecné podobné pripadu, ktery nas zajima.

Jsou ovsem situace, kdy nelze pouzit ani spekulaci ani statistiku. Nékdy lze pravdépodobnost
odvodit jinymi tavahami, nékdy ovSsem nezbyva nez pravdépodobnost odhadnout.

9.1.6 Nezavislost jeva. Jevy A a B nazyvame navzdjem nezdvislymi, jestlize P(A N B) =
= P(A)P(B).

9.1.7 Nahodna veli¢ina je (zhruba Ffefeno) velifina, kterd nahodné nabude né&jaké ciselné
hodnoty.? Elementarnimi jevy jsou realna é&isla.

Informaci o tom, jak pravdépodobné jsou rtizné mnoziny hodnot (tedy jevy), nazyvame rozdé-
lenim pravdépodobnosti. Matematicky se rozdéléni pravdépodobnosti popisuje pomoci distribu¢ni
funkce.

9.1.8 Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X je funkce F' definovani piedpisem F(x) =
= P(X =< z). Distribuéni funkce argumentu x pfifazuje pravdépodobnost, Ze veli¢ina X nabude
hodnoty mensi nebo rovné z. Kazda nahodna veli¢ina ma distribuéni funkeci.

Kazda distribué¢ni funkce méa tyto vlastnosti:

e F' je neklesajici zprava spojita funkce
o limy, oo F(x) =0,
o limy oo F(x) =1.

Plati to i naopak: jakdkoli realnd funkce jedné proménné, kterd mé tyto vlastnosti, je distribuc¢ni
funkci néjaké ndhodné veliciny.

2Toto neni formalni definice.
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Pravdépodobnost, Ze veli¢ina nabude hodnoty z intervalu (a, b) lze z distribuéni funkce zjistit
podle vzorce
P(z € (a,b)) = F(b) — F(a) .

Pozor, pro uzavieny interval (a,b) nebo pro otevieny interval (a,b) to nemusi byt tak jednoduché.

9.1.9 Hustota ndhodné veli¢iny. Ma-li ndhodné veli¢ina X distribu¢ni funkci F' a existuje-li
nezapornd realna funkce f takova, ze

(9.1) Fw - [ " St

pak funkci f nazyvame hustotou ndhodné veli¢iny X.

Pozor, mnohé ndhodné veli¢iny hustotu nemayji.

Maé-li ndhodné veli¢ina hustotu f, pak pravdépodobnost, Ze tato veli¢ina nabude hodnoty z
intervalu (a, b) (nebo (a,b)), je rovna

b
Plz € (a,b)) = / Ft)dt .
a
Graf hustoty (pokud hustota existuje) byvd mnohem ndzornéjsi nez graf distribu¢ni funkce.

9.1.10 Spojita ndhodna veliéina (téz ndhodna veli¢ina spojitého typu) je takové, kterd ma
hustotu. Distribuéni funkce spojité ndhodné veli¢iny je spojitd. Stiedni hodnota je E(X) =

= ffooo zf(r)dx

9.1.11 Diskrétni nahodna veliéina je takova veli¢ina, kterd nabyva pouze hodnot z néjaké
koneéné nebo spocetné mnoziny® {zy, zs,...}. Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné velic¢iny je

Flz)= > .

Tato funkce je po ¢astech konstantni, v kazdé hodnoté z; je skok o P(z;) nahoru.

Diskrétni ndhodn4 veli¢ina nem4 hustotu (ve smyslu 9.1.9). Misto ni se pouzivéa tzv. pravdépo-
dobnostni funkce P(x) = P(X = x). Tato funkce je definovana pro vSechna reilna ¢isla a pro éisla
mimo mnozinu {z1, Z3, ...} ddva nulu.

Typickymi ptiklady diskrétnich ndhodnych veli¢in jsou veli¢iny, které nabyvaji celociselnych
hodnot, jako napi. poéet poruch néjakého zafizeni nebo pocet bodu na kostce od Clovéce nezlob
se (viz obr. 9.1).

Hodnoty diskrétni nahodné veli¢iny vSak nemusi byt jen celociselné. Piikladem je tfeba teplota
zaokrouhlena na desetinu stupné. nebo nahodné veli¢ina, kterd nabyva pouze t¥i hodnot 3.14, 7.224
a 19.2.

9.1.12 Rozdéleni smiSeného typu. Piiklad: doba ¢ekani ve fronté. Zpravidla je nenulova
pravdépodobnost, ze nebudeme cekat, tj. Ze budeme ¢ekat nulovou dobu. V ostatnich pripadech
¢ekat budeme a doba ¢ekéani pak mé zpravidla rozdéleni spojitého typu.

9.1.13 Rovnomérné spojité rozlozeni. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné spojité rozlozeni
v intervalu (a, b), ma-li hustotu

f(x)_{ (1)/(b—a) i;c;lfe (a,b),

3Mnozina je spodetnd, lze-li jeji prvky sefadit do posloupnosti. Pozor, zdaleka ne kazda nekoneéna mnozina je
spocetnd. Slavnym piikladem je mnozina vSeech redlnych cisel.
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Obrazek 9.1: Distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny ,,pocet bodu na kostce”.

1 /() F(x)

1/(b—a) —

0 a b x 0 a b x

Obrazek 9.2: Hustota a distribué¢ni funkce rovnomérného spojitého rozlozeni.

9.1.14 Standardni rovnomérné rozloZeni je rovnomérné spojité rozlozeni v intervalu (0, 1).
Ma-li veli¢ina X standardni rovnomérné rozlozeni, pak veli¢ina (1 — X) mé totéz standardni
rovnomeérné rozlozeni.

0 1 T 0 1 T
Obrazek 9.3: Hustota a distribuc¢ni funkce standardniho rovnomérného rozlozeni.

Vétsina programovacich jazykt ma ve standardni knihovné podprogram pro generovani pseu-
dondhodnych cisel se standardnim rovnomérnym rozlozenim.

9.1.15 Diskrétni rovnomeérné rozlozeni Néhodna veli¢ina ma diskrétni rovnomérné rozlo-
Zeni v intervalu (a, b) s krokem k, nabyva-li (n+1) rtiznych hodnot z mnoziny {a+ki|i=0,...n},
kde n = (b — a)/d, pfi¢emz vSech téchto hodnot nabyvé se stejnou pravdépodobnosti 1/(n + 1).
Prikladem diskrétniho rovnomérného rozlozeni v intervalu (1,6) s krokem 1 je pocet bodl na
kostce ze hry Clovéce nezlob se. Distribuéni funkce a pravdépodobnostni funkce jsou na obr. ?7?.

9.1.16 Normalni rozdéleni (té% Gaussovo) oznac¢ované symbolem N (j, %), kde y je stiedni
hodnota a o2 je rozptyl, ma hustotu

9.1.17 Centralni limitni véta. Mame-li n navzdjem nezavislych ndhodnych veli¢in X; se
stejnym rozloZzenim se stfedni hodnotou p a s koneénym rozptylem o2, pak soudet téchto veli¢in,
tj. velicina > | X;, mé pro velkd n rozloZeni, které se blizi norméalnimu rozlozeni N(nu,no?) a
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9.2. Generovani nahodnych cisel 111

aritmeticky primér téchto velicin, tj. veli¢ina Z?Zl X;/n, ma pro velkd n rozlozeni, které se blizi
norméalnimu rozlozeni N (u, o2 /n).

Tedy napt. i aritmeticky primér veli¢in s rovnomérnym rozlozenim konverguje k rozlozeni
normalnimu.

9.1.18 Exponencialni rozloZeni s parametrem A mé hustotu

@) = { Ae ™ proz >0

0 pro x <0

a distribuéni funkci N >
[ 1—e? proxz=0
F(x)_{() prox<0

Sttedni hodnota je E = 1/) a rozptyl je 1/A2.

0 1 9 0 1 9 @

Obrazek 9.4: Hustota a distribué¢ni funkce exponenciilniho rozlozeni.

9.1.19 Erlangovo rozloZeni. Nahodné velicina ma Erlangovo rozlozeni s parametry k a A,
je-li souc¢tem k navzajem nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym exponencidlnim rozlozenim s
parametrem .

9.1.20 Poissonovo rozloZeni s parametrem A je diskrétni rozdloZeni, které nabyva nezapor-
nych celociselnych hodnot a ma pravdépodobnostni funkci
e M\F

k!

Stfedni hodnota je rovna .

9.2 Generovani nahodnych cisel

9.2.1 K ¢emu jsou nahodna éisla.

Metoda Monte Carlo — ndhodny experiment a jeho vyhodnoceni,
Simulace ndhodnych procest — dilezity pfipad metody Monte Carlo,
Kryptografie — generovani Sifrovacich kli¢a,

Pocita¢ové hry — napft. ¢innost virtudlniho protihréce,

Testovani softwaru — nédhodné vstupy, ndhodné akce uzivatele,
Optimalizace — heuristické optimaliza¢ni algoritmy,

Statistika — volba vzorkt pro statistické priuzkumy,

eLearning — zkousSeni studentti, generovani tloh.

V malém méritku a mimo pocitac lze skuteéné nahodna c¢isla ziskat napf. hazenim minci nebo
kostkou ze hry ,¢lovéce nezlob se*. Na pocitaci se to musi délat néjak jinak.
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112 Kapitola 9. N&ahodna ¢isla a metoda Monte Carlo

9.2.2 Pocita¢ versus ndhoda. Od pocitace (ktery zde chipeme dohromady se softwarem)
zpravidla pozadujeme striktné deterministické chovéani. Je-li poéita¢ ve stejném stavu (napf.
po restartu) a dostane-li stejné vstupy (napf. stejné stisknuté klavesy, idetické pohyby mysi),
pozadujeme od pocitace stejnou reakci. Nesplnéni tohoto pozadavku byva dobrym davodem
k reklamaci.

Kdyz od deterministického zafizeni (pocitace) chceme, aby se najednou a to jen ve velmi
vymezené oblasti chovalo ndhodné, je to tézko splnitelny pozadavek. Beze zbytku mu lze vyhovét
pouze tak, ze k jinak deterministickému pocitaci pfipojime zafizeni (kus hardwaru), které bude
fungovat jako ,zdroj ndhody“. Hardwarové generatory ovsem nejsou béznou vybavou pocitace.

Na bézném pocitaci se proto ustupuje od pozadavku opravdové nédhodnosti a pouzivaji se
generatory tzv. pseudondhodnych cisel.

9.2.3 Softwarové generatory pseudonahodnych éisel jsou zpravidla naprogramovény jako
tzv. funkce, které

e jsou volany z aplika¢niho programu,
e vraci aplika¢nimu programu hodnotu — dalsi pseudonahodné ¢islo,
e pamatuji si sviij stav do pfistiho volani (ve vymezeném tseku paméti).

Cinnost generatoru spoéiva typicky v téchto krocich:

vezme dosavadni stav,

provedenim néjakého vypoctu jej transformuje na novy stav,
novy stav ulozi pro pouziti pfi pristim vyvolani a

ze stavu odvodi ¢islo, které vrati volajicimu programu

Opakovanym volanim generatoru se jeho stav méni, takze jako vysledek dostavame posloupnost
Cisel, kterd vypada jako nahodna (i kdyZ ve skutecnosti viitbec ndhodné neni).

Bézné generatory produkuji rovnomérné rozlozeni a to bud standardni spojité v intervalu (0, 1)
nebo diskrétni. Pseudondhodnd ¢isla s jinym rozloZzenim se odvozuji z rozlozeni rovnomérného
pomoci trikd, které vylozime v 9.4.

9.2.4 Obecné vlastnosti softwarovych generatoru. Piedevs§im, posloupnost viubec neni
ndhodné, naopak, je zcela deterministickd. Stejny generdtor (program) spustény ze stejného
vychoziho stavu produkuje vzdy stejnou posloupnost ¢isel.

Déle, pocet stavll generatoru je konecény, nebot pro uchovani stavu se pouzivad omezeny tsek
paméti pocitace. Z toho plyne, Ze generujeme-li hodné dlouhou posloupnost, stavy generatoru se
dfive nebo pozdéji opakuji a proto se také periodicky opakuji generovana ¢isla. Samoziejmy
poradavek je, aby perioda byla co nejdelsi, ale neni to jediny pozadavek.

9.2.5 Pozadavky na posloupnosti pseudonahodnych ¢isel se lisi podle ucelu, ke kterému
maji byt ¢isla pouzita.

Pro simulaci ndhodnych procesi metodou Monte Carlo se pozaduje, aby generator co nejlépe
vyhovél fadé statistickych testd. Vysledky test aplikované na skutecné vygenerovanou posloupnst
by se mély co nejvice shodovat s teoretickym chovanim skute¢né ndhodné posloupnosti.

Pro kryptografii se navic pozaduje, aby bez znalosti algoritmu a vnitfniho stavu generatoru bylo
obtizné z ¢asti pseudondhodné posloupnosti pfedpovédét pristi pseudondhodné ¢islo nebo naopak
odvodit pseudonahodné cisla, kterd pozorovanym cislim piedchazela.

9.2.6 Statistické testy pseudondhodnych generatoru (netplny vycet):

e stfedni hodnota, smérodatna odchylka, ...
e spravné rozlozeni — test dobré shody,
e spravné rozlozeni k-tic v k-rozmérném prostoru,
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rozlozeni mezer mezi sousednimi vyskyty ¢isla z daného intervalu,

délky vzestupnych (sestupnych) posloupnosti,

Cetnosti permutaci k-tic

rozlozeni maxima (minima) z k-tic,

poker test,

coupon collection test* — zjistuje se, kolik je tieba v priméru vygenerovat ¢isel, aby se

vygenerovala alespon jedna hodnota v kazdém z pfedem danych intervald.

e narozeninovy test® — zjistuje se, kolik je t¥eba v priiméru vygenerovat &isel, aby se vygene-
rovaly dvé hodnoty v nékterém z predem danych intervald.

e atd....

Tymz testim by mély vyhovét i podposloupnosti, které ziskame vybérem z hlavni posloupnosti
(t¥eba tak, Ze vezmeme kazdé tfeti vygenerované ¢islo). V praxi se totiz jeden generdtor pouziva
pro nékolik uceld, takze pro jeden izolovany tcel se pouziva podposloupnost.

Piiklad selhdni kdysi velmi populdrniho generatoru RANDU lze najit ve Wikipedii na
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Randu.png. Trojice po sobé vygenerovanych c¢isel zde
byly pouzity jako soufadnice bod@ v trojrozmérné krychli a tyto body jsou zobrazeny. Idedlné
by vykreslené body mély byt v krychli ,rovnomérné* rozptyleny, ale zde jsou soustiedény do bliz-
kosti patnacti rovin.

Navrhnout dobry generator je prekvapivé tézké. Sestrojit generator, ktery by vyhovél vsem
myslitelnym testiim, je asi nemozné.

9.2.7 Inicializace generatoru je nastaveni generatoru do vychoziho stavu. Je-li stejny gene-
rator stejné inicializovan, poskytuje tutéz posloupnost.

Moznost inicializace je kli¢ova pro ladéni a testovani pocitacovych programi, které pseudoné-
hodna ¢isla pouzivaji. Je totiz zaddouci, aby situace, pfi niz program selhal (havaroval nebo dal
chybny vysledek), byla opakovatelna. Jinak by bylo velmi obtizné chybu diagnostikovat a po je-
jim opraveni pak ovéfit, zda byla chyba skutecné odstranéna. Opakovatelnosti se dosahuje pomoci
stejné inicializace generatoru.

Kde vzit inicializaci? Obecné lze inicializa¢ni udaje

sjen tak vymyslet®,

odvodit ze systémového ¢asu pocitace,

odvodit z obtizné opakovatelnych vstupt od uZivatele (pohyby mysi, mackani klaves).
odvodit z hardwarového generatoru.

Opakovatelnosti lze dosahnout tak, Ze se jakkoli ziskany inicializa¢ni tidaj prosté zapamatuje
pro pristi pouziti.
V kryptografickych aplikacich je opakovatelnost nezadouci.

9.3 Generatory rovnomérného rozlozeni
Generétory rovnomérného rozloZeni jsou zakladem generatort jinych (obecngch) rozlozeni. Uve-

deme jen nékolik jednoduchych piikladi. Dodejme, Ze vnitiné vétsina generatori pracuje s celymi
Cisly a vysledné cislo mezi 0 a 1 se ziské tak, Ze vygenerované celé ¢islo délime ¢iselnym rozsahem.

9.3.1 Von-Neumanuv generator byl pravdépodobné prvnim softwarovym generatorem pseu-
dondhodnych cisel.

4Néazev odvozen od piedstavy sbératele, ktery se snazi vybérem z ndhodné posloupnost ziskat Gplnou sadu listki.
5Nazev je odvozen od tzv. narozeninového paradoxu — kolik se musi sejit lidi, aby pravdépodobnost, #e alespoii
dva z nich maji narozeniny ve stejny den, byla alespon 0.5?7 Odpovéd je 23, coz je prekvapivé malo.
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Stavem generatoru je desetimistné celé ¢islo v desitkové soustave. Transformace stavu spociva
v tom, Ze toto ¢islo umocnime na druhou (dostaneme éislo zhruba dvacetimistné) a z vysledku
vybereme prostfednich deset cislic.

Byla to ve své dobé revolu¢ni myslenka. Bohuzel, testovanim se ukézalo, Ze generovana
posloupnost je pomérné nekvalitni.

9.3.2 Linearni kongruen¢ni generator. Mame celoéiselné konstanty (parametry) a,c,m.
Stavem generatoru je nezaporné celé ¢islo X < m. Transformace stavu generatoru se provadi
podle vzorce

Xnt1 = (aX, +¢) mod m ,

kde a, ¢ a m jsou celoc¢iselné parametry (konstanty) a operace mod je definovina pfedpisem
amodb = zbytek pii déleni a/b.

Kvalita téchto generatori je velmi zavisla na volbé parametri. Doporucuje se naptiklad, aby ¢ bylo
nesoudélné s m.

Casto se pouziva m = 2%, kde w je pocet bitli poéitacového slova, napi. 32 nebo 64. Diivodem
této volby neni kvalita generatoru, ale to, Ze pak neni tfeba pocitat operaci modulo, pocita se totiz
y,sama“ prosté tim, Ze bity, které se pri nasobeni nevejdou do pocitacového slova, se na vétsiné
pocditaci ,zapomenou®“ (dojde k tzv. pfeteéeni) a to, co po pretedeni ,zbude“, je pozadovany zbytek
pri déleni.

9.3.3 Aditivni generator. Stavem generatoru je predchozich 55 vygenerovanych celych ¢isel.
Transformace se provadi podle vzorce

Xn = (Xn724 + Xn755) mod m

9.4 Generovani obecnych rozlozeni

V této sekci budeme predpokladat, Ze je k disposici generator standardniho spojitého rovnomérného
rozlozeni. Volani (pouziti) tohoto generatoru budeme déle znaéit random (). Nékdy je tieba i nékolik
volani na jedno vysledné ¢islo. Pozor: 2*random() neni totéz co random()+random()

e 2*xrandom() generuje rovnomeérné rozloZeni v intervalu (0, 2),
e random()+random() vold generdtor dvakrat, vysledkem je soudet dvou (obvykle) rtiznych
nahodnych ¢isel a vyslednd ndhodnd veli¢ina mé trojuhelnikové rozloZeni v intervalu (0, 2).

9.4.1 Rovnomérné spojité rozlozeni v intervalu (a,b) ziskdme vyrazem random() * (b-a)+a.
Nejprve nédhodné ¢islo random() vynédsobime délkou (b — a) pozadovaného intervalu, ¢imz dosta-
neme nahodné &isla v intervalu 0 az (b — a). Vysledek pak na redlné ose posuneme pfi¢tenim
konstanty a na pozadovany interval (a,b).

9.4.2 Rovnomérné diskrétni rozlozeni ziskdme ze spojitého rozloZzeni zaokrouhlenim.

Nahodna cela ¢isla v rozsahu a az b véetné ziskdme vyrazem int (random()* (b-a+1))+a, kde
funkce int () provadi zaokrouhleni doli na nejblizsi celé ¢islo.

Tedy napf. celd ¢isla 0, ..., 10 ziskdme vyrazem int(random()*11). (Zdavodnéte, pro¢ 11,
kdyZ maximum mé byt 107?)

Podobné ¢isla do Sportky (tj. cela éisla 1 az 49) lze generovat vyrazem int (random()*49)+1.
(Zdtivodnéte, pro¢ nasobime 49 a ne 48.)
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9.4.3 Metoda inverzni transformace je univerzdlné pouZitelnd pro generovani libovolné
nédhodné veli¢iny s distribuéni funkci F za pFedpokladu, Ze umime poéitat inverzni funkci F~1.
Pro tyto udely definici inverzni funkce F~! oproti béznému chapéni ponékud rozsifime:

F'(y) = minfz | F(z) 2 y} .

Takto je inverzni funkce F~! dobfe definovana i pro nespojitou distribuéni funkci se skoky a
konstantnimi ¢astmi.

Metoda inverzni transformace je piekvapivé jednoduché: vyraz F~!(random()) m4 rozlozeni
s distribu¢ni funkci F'.

Vskutku, vezmeme-li libovolny neprazdny interval (a,b), pak pravdépodobnost, Ze ndhodna
veli¢ina s distribuéni funkci F' nabude hodnoty z tohoto intervalu, je rovna P(a < X < b) =
= F(b) — F(a) a to je pfesné pravdépodobnost, Ze vygenerované nadhodné ¢islo se standardnim
rovnomérnym rozlozenim nabude hodnoty z intervalu (F'(a), F(b)).

Obrazek 9.5: Metoda inverzni transformace.

9.4.4 Empirické diskrétni rozloZeni. Hodnoty hi, ..., hi, kterd se maji vyskytovat s prav-
dépodobnostmi py, ..., pg, 1ze generovat takto:

Interval (0,1) rozdélime na k mensich disjunktnich intervali o délkach pi,...,pr a kaZdému
z téchto intervalid pritadime vyslednou hodnotu hq, ..., hi. Kdyz pak vygenerujeme nahodné ¢islo
random v intervalu (0,1), zjistime do kterého z k dil¢ich intrervald toto ¢islo padlo a vydame
prislusnou hodnotu:

x := random();
i :=0;
repeat
i=1i+1;
x := x - plil;

until x <= 0.0;
return h[i];

Jinou moznosti je pouzit metodu inverzni transformace. Distribu¢ni funkce je po cCastech
konstantni se skokem velikosti p; pro kazdou hodnotu h;.

9.4.5 Exponencialni rozloZeni lze generovat metodou inverzni transformace, konkrétné vy-
razem -1ln(random()) / lambda, kde 1n() znadi pfirozeny logaritmus (tj. logaritmus o zdkladu
e = 2.71828).
Piipomenime, ze distribu¢ni funkce exponencialniho rozlozeni je pro x =2 0 déna vzorcem:
F(x) =1— e~ Inverzni funkce je F~(r) =In(1 —7r)/ — \.
Kontrolni otdzka: Neni zde chyba? Nemél by se pro generovani radéji pouzivat vyraz -1n(1.0-random()) / lambda’
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9.4.6 Vylucdovaci metoda je pouZitelnd pro generovani veli¢in s rozlozenim, které je dano
hustotou f, pfi¢emz

e umime pocitat hodnotu hustoty f(z),
e hustota je omezena konstantou M, tedy f(x) < M pro vSechna z.
e hustota je nulovd mimo omezeny interval (a,b), tedy f(x) = 0 pro v8echna x & (a,b)

repeat
x := random() * (b-a) + a;
y := random() * M;

until y < £(x);

return x;

Vygenerujeme Cisla z € (a,b) a y € (0, M), obé s rovnomérnym rozlozenim. Jestlize y < f(x),
pak ¢islo x vydame jako vysledek (tedy pseudondhodné ¢islo s pozadovanym rozlozenim). Jestlize
naopak y = f(x), pak cely postup opakujeme, tj. znovu vygenerujeme x a y.

Zdtvodnéni, ze vyslednad hodnota ma pozadované rozloZeni, se opird o fakt, ze hodnota x je
potvrzena (a vygenerovana jako vysledek) s pravdépodobnosti, kterd je imérnd hodnoté hustoty
f(a).

Je zfejmé, ze nez dostaneme néjaky vysledek, mize se vygenerovat nékdy i hodné velky pocet
dvojic = a y.

9.4.7 Normalni rozloZeni lze generovat snadno zapamatovatelnou metodou. V teorii pravdé-
podobnosti tzv. centralni limitni véta 9.1.17 ¥ika, ze aritmeticky primér n navzajem nezavislych
nahodnych veli¢in se stejnym rozlozenim, které splituje velmi obecné predpoklady, napf. mé ko-
neény rozptyl, konverguje pro n — oo k norméalnimu rozlozeni.

Néhodné ¢isla s normovanym normalnim rozlozenim N(0,1) (tj. se stfedni hodnotou 0 a
s rozptylem 1) lze pfiblizné generovat jako soucet dvanicti ndhodnych ¢isel s rovnomérnym
rozloZzenim v intervalu (—0.5,0.5). (Dvandcti proto, Ze rovnomérné rozloZzeni na intervalu délky
1 mé rozptyl 1/12 a rozptyly se se¢itaji.) Piislusny tsek programu je

S := -6.0;
for i:=1 to 12 do S := S + random();
return S;

Pozadujeme-li vétsi pfesnost, muzeme pocitat primeér z vétsiho poc¢tu ndhodnych ¢isel s rovno-
mérnym rozlozenim a vysledek upravit, aby mél pozadovany rozptyl, napf. takto:

S7:= -24.0;
for i:=1 to 48 do S := S + random();
return S / 2.0;

Dokonalejsi a rychlejsi generator norméalniho rozlozeni vyuziva trik podobny vylucovaci metodé
a vysledek transformuje. Matematické zdtivodnéni pfesahuje ramec tohoto textu.

repeat

vl := 2%random() - 1.0;

v2 := 2%random() - 1.0;

S = vikvl + v2*xv2;

until S < 1.0; {bod (v1,v2) leZi v~ jednotkovém kruhu}
return vl * sqrt(-2.0 * 1n(s) / s);
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9.4.8 DPoissonovo rozlozeni. Poissonovo rozlozeni lze generovat podle poznamky uvedené
v 9.1.18.

Nahodn4 veli¢ina s Poissonovym rozlozenim je tedy rovna poctu, kolik je tfeba secist nezavis-
Iych ndhodnych veli¢in s exponencidlnim rozloZenim s parametrem A, aby soucet presahl jednicku.
Nahodné ¢islo s exponencidlnim rozlozenim se podle 9.4.5 ziskava logaritmovanim ¢isla s rovno-
mérnym rozloZzenim (viz 9.4.5). Postup lze zjednodusit tim, Ze budeme nahodné éisla z intervalu
(0,1) nasobit namisto se¢iténi jejich logaritmi. Cely algoritmus vypada takto:

x = -1;

a := exp(-lambda) ;

S :=1.0;

repeat
S := S * random();
X :=x + 1;

until S < a;

return x;

9.4.9 Cviceni. Napiste tsek programu, ktery generuje ndhodna ¢isla s diskrétnim rovnomérnym
rozloZzenim na mnoziné {7,9,11,13}.

9.4.10 Cviceni. Napiste usek programu, ktery generuje nahodnd ¢isla s diskrétnim rovnomeér-
nym rozlozenim na mnoziné {7,9,10,11,15}.

9.4.11 Cviceni. Napiste tisek programu, ktery generuje ndhodna ¢isla s normalnim rozlozenim
se stfedni hodnotou 7.5 a rozptylem 3.

9.4.12 CvicCeni. V nékterych spoledenskych hrach se ke generovani ndhodnych ¢isel pouzivaji
specidlni kostky — desetisténnd, dvanactisténna a dvacetisténna. Navrhnéte co nejjednodussi
zpusob, jak pouziti téchto kostek nahradit opakovanym hazenim béznou (Sestisténnou) kostkou ze
hry ,,Clovéée nezlob se“. Pozor: je tfeba zajistit, aby v¥sledn4d nadhodné veli¢ina méla rovnomérné
rozloZeni.

9.4.13 Cviceni. Navrhnéte zptisob, jak béznou kostku z ,,Clovéce, nezlob se“ nahradit hazenim
minci.

9.4.14 Cviceni. Napiste funkci, kterd generuje ndhodné éisla s diskrétnim rozloZenim, které
nabyva hodnot hq,...,h, s pravdépodobnostmi pi,...,p,. Predpokladejte, Zze hodnoty h; a
pravdépodobnosti p; jsou pfedavany jako parametry typu pole.

9.5 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo spociva v provadéni ndhodnych experimenti a jejich statistickém vyhodno-
ceni. Nahodny experiment muze ale nemusi byt simulacni.

9.5.1 Urceni ¢isla m hazenim jehly je lehce kuriézni, zcela nepraktickou, ale pou¢nou ukézkou
metody Monte Carlo.

Néhodny experiment spociva v hazeni jehly na linkovany papir. Lze matematicky dokazat, Ze
pokud se délka jehly rovna vzdalenosti mezi linkami, je pravdépodobnost, ze jehla protne nékterou
linku, rovna 2/7.

Provedeme-li tedy n experimentii (tj. n-krat hodime jehlu), pfi¢emz k z téchto pokusti dopadne
tak, Ze jehla protne linku, pak k/n bude odhad pravdépodobnosti, Ze jehla protne linku. Tedy
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k/n = 2/m, tedy ¢islo 2n/k je statistickym odhadem ¢isla w. Pfesnost zavisi na poctu pokust a
nutné bude vztazena k néjaké hladiné pravdépodobnosti.

Je tfeba zdiraznit, Ze existuji mnohem pfesnéjsi a efektivnéjsi metody, jak pocitat ¢islo =
s libovolnou presnosti a bez statistickych chyb.

9.5.2 Prtiblizny vypocdet integralu. Numerickd integrace funguje dobfe v prostorech nizké
dimenze (nejlépe v prostoru dimenze 1). V mnohorozmérnych prostorech se stévid vypocetné
nesmirné narocnou. Metodou Monte Carlo 1ze integral priblizné pocitat jako aritmeticky primér
funkénich hodnot v ndhodné vygenerovanych bodech.

9.5.3 Podpora rozhodovani. Hodnoceni alternativ, mezi kterymi se rozhodujeme, je casto
zavislé na mnoha nadhodnych veli¢inach, ¢asto komplikované definovanych. Metoda Monte Carlo je
pomeérné jednoduchym a univerzalnim nastrojem pro vyhodnoceni.

9.5.4 Simulace nahodnych procesu je nejéastéjsim pouzitim metody Monte Carlo. Viz
nasledujici kapitola.
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Kapitola 10

Nahodné procesy

10.1 Nahodné procesy obecné

10.1.1 Nahodny proces je zobrazeni P : T — S, které hodnoté t € T, kterou je nejcastéji cas,
pfifazuje ndhodny jev, nejéastéji ndhodnou veli¢inu (jednorozmérnou nebo vicerozmérnou).

Pro minulé ¢asové okamziky zpravidla vime, v jakém stavu proces byl, jaké byla historie procesu.
Pro budouci okamziky stav procesu nezname a pokladame jej za ndhodny jev.

Vétsinu déju ,,ze zivota“ lze modelovat jako nahodné procesy.

v v

U néhodného procesu nds muize zajimat a vice ¢i méné ispésné lze zjistovat

e predpovéd budouciho chovani procesu na zakladé znalosti jeho typu, parametrti a pfipadné
minulého pribéhu, Prikladem miize byt predpovéd pocasi, pfedpovéd vyvoje kurzu akcii,
predpovéd poptavky po néjakém typu zbozi.

e dlouhodobé charakteristiky pribéhu procesu na zakladé znalosti typu a parametri procesu.
Prikladem mize byt prumérna délka fronty, rozloZeni doby ¢ekéani na uradé apod.

Reseni téchto otazek lze ziskat bud analyticky, tj. vypodtem za vydatné pomoci teorie na-
hodnych procesii a nebo simulaci (napodobenim) procesu metodou Monte Carlo (viz kapitola 13,
str. 139).

10.1.2 Priklad — hazardni hra. Predstavte si jednoduchou hazardni hru dvou hraéia. Oba
hraci maji dohromady K korun. Jedno kolo hry spociva v tom, ze oba hraci hodi kostkou. Komu
padne na kostce méné bodt nez protihraci, ten zaplati druhému korunu. Kdo nema na zaplaceni,
ten celkové prohral a hra tim kondi.

Za stav procesu zde muzeme pokladat pocet korun, které mé jeden z hracd. Stavovy prostor
tedy bude mnozina {0,1,..., K}. V kazdém kole hry se stav procesu zvétsi o 1, zmensi o 1, nebo
se nezméni viibec.

10.1.3 Stavovy prostor nahodného procesu je jevové pole, tj. mnozina stavi, kterych muze
proces nabyt.

Stav procesu mize byt vyjadien jednorozmérnou ndhodnou veli¢inou, muze to byt vicerozmérna
nahodn4 veli¢ina nebo to dokonce miize byt obecnd mnozina.

Stav procesu nazyvame diskrétnim, kdyZ neni limitou posloupnosti jinych stava. Typickymi
pripady diskrétnich stavi jsou stavy vyjadrené celoc¢iselnymi ndhodnymi veli¢inami nebo veli¢inami
zaokrouhlenymi na néjay pocet desetinnych mist. Také jsou-li stavy procesu obecnymi prvky néjaké
obecné mnoziny, kterd neni nijak strukturovana, i zde jde o diskrétni stavovy prostor.
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120 Kapitola 10. Nahodné procesy

10.1.4 Procesy se spojitym cCasem jsou takové, kde stavy procesu uvazujeme ve vSech
okamzicich vyjadfenych redlnym dcislem. Mezi kazdymi dvéma okamziky je nekoneéné mnoho
rtznych okamzik®. Zména stavu procesu je myslitelna kdykoli, tj. V jakémkoli okamziku.

I kdyZ je Cas spojity, zmény stavu spojité byt mohou a nemusi. Prikladem je proces pfichazeni
zakaznikt do obchodu. Zakaznik muze prijit kdykoli, ale pocet zdkaznika je vzdy celé ¢islo.

10.1.5 Procesy s diskrétnim c¢asem jsou takové, kde ke zméndm stavu dochézi pouze
v posloupnosti diskrétnich okamziku tg,%1,%o,... Mezi témito okamziky se stav procesu neméni
(nic se nedéje). U procesu s diskrétnim casem mé smysl mluvit o bezprostiedné nasledujicim
casovém okamziku.

Diskrétni ¢as mtizeme dostat dvéma zékladnimi zptisoby. Casto iimyslné omezime sviij zéjem
pouze na diskrétni okamziky (napf. budeme mé¥it teplotu nikoli kontinuélné, ale jen v kazdou celou
hodinu, nebo HDP zjistujeme vzdy za rok).

Druha moznost, jak mtuzeme dostat diskrétni cas, je odvodit casové okamziky od néjakych
udalosti, napt. od zmén stavu procesu. Pfikladem je hazardni hra z prikladu 10.1.2, kde za pristi
okamzik mtzeme vzit dobu, kdy oba hraci hodi kostkou, nebo dobu, kdy dojde ke zméné stavu
(coz neni totéz).

10.1.6 Pi¥iklady.

Spojity cas, spojity stavovy prostor — pribéh venkovni teploty, Browntv pohyb.
Spojity cas, diskrétni stavovy prostor — pocet zékaznikil v obchodé.

Diskrétni cas, spojity stavovy prostor — teplota kazdy den v 7 hodin rano.

Diskrétni ¢as, diskrétni stavovy prostor — teplota kazdy den méfend s piesnosti na desetinu
stupné, ale také hazardni hra z prikladu 10.1.2.

10.1.7 Homogenni nadhodny proces je takovy, jehoz pravdépodobnostni charakteristiky se
v Case neméni. Tedy naptiklad pravdépodobnost, Ze dojde k udalosti béhem minutového intervalu,
nezavisi na tom, kde je tento interval umistén na ¢asové ose (tj. napf. na tom, kolik je zrovna hodin
nebo které je roéni obdobi).

Je-li ndhodny proces homogenni, velice to zjednodusuje jeho analyzu. V praxi je jen mélo pro-
cesti naprosto homogennich. Ve vhodné zvoleném casovém intervalu vsak predpoklad homogenity
muze byt prijatelny.

10.1.8 Citaci proces je ndhodny proces, ktery je tvofen udalostmi stejného typu. Ponévadz
vSechny udéalosti jsou stejné, je na ¢itacim procesu zajimavé pouze to, jak jsou udalosti rozlozeny
v Case, tedy napft. kolik udélosti nastalo v zavislosti na Case.

Citaci procesy maji spojity ¢as a diskrétni stavovy prostor.

Priklady citacich procest: Prichody zakaznikt do obchodu, otfesy zemské kiiry, poruchy stroje.

10.1.9 Citaci proces bez paméti je takovy, kde budouci vyskyt udalosti je stochasticky
nezavisly na predchozi historii procesu. To mimo jiné znamend, ze znalost historie procesu je
pro predpovidani budouciho pribéhu zcela bezcenna.

Priklad: opakované hazime kostkou, stavem procesu je pocet bodidl v naposledy provedeném
hodu. Tento proces je homogenni a bez paméti.

10.2 Poissonuv proces

Poissontiiv proces je matematickym vyjadienim pfedstavy ,Cisté ndhodného vyskytu udalosti“.
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10.2.1 Poissonuv proces je nahodny proces, ktetry je ¢itaci, homogenni a bez paméti.

Tyto tfi vlastnosti definuji Poissonuv proces jednoznac¢né aZ na jediny parametr, totiz jeho
intenzitu (priamérny pocet udalosti za jednotku ¢asu). Jinymi slovy, dva Poissonovy procesy jsou
stejné pravé tehdy, kdyz maji stejnou intenzitu.

NS

Praktic¢téjsi definice jsou uvedeny v 10.2.7.

10.2.2 Intenzita Poissonova procesu je primérny pocet udélosti za jednotku casu.
Pozor, nezapomerite na slovo prumeérny. Skutecny pocet udalosti za jednotku ¢asu je ndhodna
veli¢ina s poissonovym rozlozenim, viz 77.

10.2.3 Doba ¢éekani na nejblizsi udalost v Poissonové procesu mé exponenciélni rozlozeni.

DUKAz: Oznaéme G(z) pravdépodobnost, ze béhem &asového intervalu o délce = nedojde
v Poissonové procesu k #z4dné udalosti. Toto oznageni méa dobry smysl: jeli proces Poissontiv,
pak zminénd pravdépodobnost opravdu nezalezi na nicem jiném nez na délce intervalu.
Ponévadz je proces bez paméti, pravdépodobnost nezavisi na predchozi historii procesu a
z homogennosti plyne, ze pravdépodobnost nezavisi ani na umisténi intervalu na casové ose.

Nyni vezméme dva libovolné na sebe navazujici ¢asové intervaly o délkach s a t. Pravdeé-
podobnosti G(s) a G(t), ze béhem nich nedojde k zadné udalosti, jsou stochasticky nezavislé
(ponévadz proces je bez paméti). Proto pro pravdépodobnost G(s + t), Ze nedojde k zadné
udalosti béhem intervalu o délce s + t plati

G(s+1t) = G(s) - G(t)

V matematické analyze je dokazano, Ze této rovnici vyhovuje jediny typ funkce, totiz funkce
exponencialni. Funkce G(z) tedy ma tvar G(z) = e~ %, kde X je n&jaka kladna konstanta.
Zkusme nyni ekat na nejbliz$i dalsi udalost. Cekani zahajime v ¢ase ¢ = 0, ndhodnou
veliéinu ,,doba céekdni“ oznaé¢me X. O distribu¢ni funkci F' této veli¢iny pro = > 0 plati
F(z) = P(X £ z) =1— G(z), nebot jev ,uddlost nastane nejpozdéji v ¢ase z“ je doplitkem
jevu ,udélost nenastane v intervalu (0,z)“, tj. jevu ,udalost nastane pozdéji nez v Case z“.

Plati tedy
1-G(x)=1—e? proz>0
= <gz)= 7
F(z)=P(X L x) { 0 proz <0,
coz je vzorec distribuéni funkce exponencialniho rozlozeni (viz 77). O

10.2.4 Intervaly mezi udalostmi Poissonova procesu jsou navzajem stochasticky nezavislé
a maji vSechny stejné exponencialni rozlozeni. Parametrem tohoto rozloZeni je intenzita procesu A.

Ze jde o exponencialni rozlozeni, trividlné vyplyva z 10.2.3, vyznam parametru A pak vyplyva
ze vzorce pro stiedni hodnotu exponencialniho rozlozeni.

10.2.5 Pocet udalosti Poissonova procesu za jednotku ¢asu mé Poissonovo rozloZzeni
s parametrem A rovnym intenzité procesu. Pravdépodobnost pj, Ze béhem intervalu jednotkové
délky dojde k presné k udalostem, je
7AAk
G
Pr = T

Stredni pocet udélosti za jednotku Casu je samoziejmé rovem .

10.2.6 Pocet udalosti Poissonova procesu v obecném ¢asovém intervalu délky ¢ mé
rovnéz Poissonovo rozlozeni, ovSsem s parametrem At. Tedy pravdépodobnost, ze dojde k pfesné k
udélostem béhem intervalu délky ¢, je

e—kt(At)k

Pk = %l
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10.2.7 Alternativni definice Poissonova procesu.

e Citaci proces je Poissontv pravé tehdy, kdyZ je homogenni a intervaly mezi udalostmi jsou
stochasticky nezévislé a maji vSechny stejné exponencialni rozloZeni.

e Citaci proces je Poissontiv pravé tehdy, kdyZ je homogenni a pocty udélosti v ¢asovém
intervalu maji Poissonovo rozlozeni.

o Citaci proces je Poissontiv pravé tehdy, kdyz pravdépodobnost pa, Ze nastane udalost
v malém casovém intervalu délky A, délena délkou tohoto intervalu A, konverguje pro
A — 04 k intenzité procesu A. (Jinak Feceno, pro malé A plati pa ~ AA.)

Tyto alternativni definice (zejména prvni z nich) jsou uziteéné pii statistickém testovani, zda néjaky
proces, ktery pozorujeme, lze pokladat za proces Poissontv.

10.2.8 Praktické priklady Poissonova procesu. Nejvétsi prakticky vyznam je dvoji

e Poissonovym procesem lze modelovat vyskyty poruch u zafizeni, u nichZ opotfebeni hraje
zanedbatelnou roli a poruchy maji jiné ptri¢iny. Typickym pfikladem jsou elektronické zafizeni
s minimem pohyblivych soucasti.

V technickych specifikacich riznych vyrobkd byva misto intenzity poruch uvadén ddaj se
zkratkou MTBF (Mean Time Between Failures), coZ je pfevracena hodnota intenzity procesu.

e V teorii front se Poissontv proces ¢asto vyskytuje jako vstupni proces v teorii front, tj. proces
prichazeni zdkazniki.

Dalsimi piiklady jsou rozpady c¢astic ve vzorku radioaktivniho materidlu nebo prilety castic
kosmického zafeni.

Obecné lze Poissoniv proces ocekdvat tam, kde udalosti stejného typu nastavaji jednotlivé a
pritom nezavisle na sobé navzajem i nezavisle na case.

10.2.9 Priklad. Predpokladejme, Ze poruchy stroje tvori Poissontiv proces, stfedni doba mezi
poruchami (MTBF) je 80 provoznich hodin. Pfedpokldddme 8 hodin provozu denné. Mame tfi
nahradni dily, dalsi dostaneme az za 5 dni. Jakd je pravdépodobnost, ze zasoba nadhradnich dilt
nebude stacit.

Za ¢asovou jednotku zvolme 5 dni. Intenzita procesu poruch pak je 1/2. Pravdépodobnost, Ze
nahradni dily nebudou stacit, je rovna pravdépodobnosti, Ze v Poissonové procesu dojde béhem
Casové jednotky (5 dni) ke ¢tyfem nebo vice poruchdm. Ze vzorce pro Poissonovo rozloZzeni 77
dostaneme pg = 0.60653,p; = 0.30327,p2 = 0.07582,p3 = 0.01264. Pravdépodobnost, Ze zasoba
nebude stacit, je rovna 1 —py — p1 — p2 — p3s = 1 — 0.60653 — 0.30327 — 0.07582 — 0.01264 = 1 —
—0.99825 = 0.00175.

Vsimnéte si, ze v této tloze jsme Cas uvazovali jako dobu provozu. To mj. znamena, Ze moznost
vzniku poruchy, kdyz je stroj mimo provoz, tedy napt. vlivem stari, zde zanedbavame.

10.2.10 Cviceni. Piedpoklddejme, Ze poruchy pneumatiky tvori Poissontiv proces vzhledem
k ujeté vzdalenosti (tedy ,¢as“ Poissonova procesu zde méfime jako ujetou vzdélenost). Primérné
nastane jedna porucha pneumatiky po 50000 km jizdy. V auté mame jedno rezervni kolo. Jaka je
pravdépodobnost, ze kvili porucham pneumatik nedojedeme do cile vzdaleného 5000 km?

10.2.11 Generovani Poissonova procesu. Casové intervaly mezi udalostmi Poissonova pro-
cesu maji (viz 10.2.4) exponencidlni rozloZeni s parametrem A, kde A je intenzita procesu.

Staéi tedy generovat ndhodna ¢isla s exponencialnim rozlozenim (podle 9.4.5). Cas, kdy nastane
dalsi udalost dostaneme tak, ze k casu, kdy nastala udalost predchozi, pficteme vzdy dalsi
z vygenerovanych ¢isel s exponencidlnim rozlofenim.
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Kapitola 11

Markovskeé retézce

11.1 Zakladni pojmy

11.1.1 Markovsky retézec je ndhodny proces s diskrétni mnozinou stavi, diskrétnim casem
a takovy, ze pravdépodobnost pgt), 7e v Case t bude proces ve stavu i, je stochasticky zavisla pouze
na stavu v pfedchozim okamziku, tj. na stavu v case ¢t — 1.

Budeme se zabyvat pouze tzv. homogennimi markovskymi fetézci, tj. takovymi, kde vyse
zminéné pravdépodobnosti nezavisi na case t.

A déle, budeme se zabyvat pouze koneénymi markovskymi Fetézci, tj. takovymi, jejichZ mnozina
stavil je kone¢nd. Casto pfitom budeme predpokladat, Ze stavy mame oéislovany piirozenymi ¢isly
1,2,3,...

11.1.2 Diskrétni ¢éas. Predpoklad, Ze v markovském fetézci je Cas diskrétni, znamend, ze
nas stavy procesu zajimaji pouze v okamzicich, které tvofi (potencidlné nekonecnou) rostouci
posloupnost. Mezi témito okamziky se v markovském fetézci nic nedéje, ¢as mezi témito okamziky
v modelu neexistuje.

Zejména to znamend, ze pro okamzik ¢ ma smysl hovotit o ndsledujicim ¢asovém okamziku —
budeme jej znacit jako okamzik ¢t + 1. Pro spojity Cas toto neplati: ve spojitém ¢ase mezi kazdymi
dvéma ruznymi okamziky ¢1, ¢ lezi nekoneéné mnoho okamziku ¢ takovych, ze t; < t < to.

Pri praktickém modelovani néjakého déje pomoci markovského retézce jsou okamziky t; zpra-
vidla odvozeny od vyskytu né&jaké udalosti. Casto touto udalosti byva zména stavu Fetézce, to
odpovida situaci, kdy nas zajimaji jen zmény stavti a nikoli doby, za jak dlouho ke zméné stavu
dochézi. Okamziky t; vSak mohou byt odvozeny i od jinych udalosti, nez pouze od zmén stavu.

Jiny, rovnéz Casty, zptsob modelovani spoc¢iva v tom, Ze stavy modelovaného déje sledujeme se
zcela pravidelnym casovym krokem, napft. kazdych 5 milisekund nebo kazdého prvniho v meésici.
To pak znamend, Ze ve skuteéném déji (v dé&ji, ktery modelujeme) muZe béhem ¢asového kroku
dojit i k nékolika zméndm stavu, ale model (markovsky Fetézec) tyto zmény nedokéze zachytit.
Tento zpiisob modelovani vSak na rozdil od predchoziho umoznuje modelovat dobu, ktera uplyne
mezi zménami stavli nebo nez je dosazeno néjakého cilového stavu.

11.1.3 Pravdépodobnostni vektor v &ase ¢. Svou znalost (zpravidla nedplnou) o tom,
ve kterém stavu se nachéazel, nachazi nebo bude nachizet markovsky fetézec v Case t, budeme
vyjadfovat jako pravdépodobnostni vektor

p® =, pM . p1y

kde n je pocet stavii markovského fetézce.
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M _ 4

Pokud s jistotou vime, Ze v Case t fetézec byl ve stavu ¢, pak jde o specidlni piipad, kdy p,

a ostatni pravdépodobnosti pgt)

Pravdépodobnostni vektor méa vzdy vSechny slozky nezaporné a jejich soucet je roven jedné.
Pravdépodobnostni vektor budeme poklddat za vektor fadkovy (to kvili pohodlnému ndsobeni
tzv. pfechodovou matici).

pro j # 0 jsou nulové.

11.1.4 Pravdépodobnosti pfechodu, pfechodova matice. Ozna¢me p; ; podminénou prav-
dépodobnost, ze markovsky Fetézec bude v case t ve stavu j, za podminky, ze v pfedchozim oka-
mziku t — 1 byl ve stavu .

Méme-li stavy pevné ocislovany 1,2,...,n, pak pravdépodobnosti p; ; mizeme uspoiadat do
¢tvercové matice, kterou nazyvame prechodovou matici.

Prechodova matice ma vSechny prvky nezaporné a soucet prvka v libovolném fadku je roven
jedné. Jeji fadky jsou tedy pravdépodobnostni vektory ve smyslu 11.1.3.

Naopak, kazda ¢tvercova matice, jejiz vSechny prvky jsou nezaporné a soucty radku jsou rovny
jedné, je pfechodovou matici néjakého markovského fetézce. Takova matice se nazyva stochastickd.

11.1.5 Priklad — hazardni hra. Dva hra¢i maji dohromady 3 K¢é. Hra se skldd4 z posloupnosti
partii, v kazdé partii se hraje o jednu korunu: ten, kdo partii prohral, musi zaplatit vitézi 1 Kc.
Kdyz hrac prohral partii a nema na zaplaceni, pak tento hrac¢ prohral celou hru a hra tim kondi.
Vsechny partie se hraji stejnym zptisobem a spocivaji v tom, ze oba hraci hodi kostkou a komu
na kostce padne méné bodti, ten prohral a zaplati 1 K¢. Pokud obéma hractim padne stejny pocet
bodti, je vysledek partie nerozhodny a nikdo nic neplati a stav hry se neméni.

Na této hie nis mutze zajimat naptiklad to, jak zavisi pravdépodobnost celkové prohry na
vychozim stavu, tj. na tom, s kolika penézi nas hrac zacinal hrat. Dale by nas mohlo zajimat, jaky
bude stredni pocet partii nez hra skondi, jaka je pravdépodobnost, ze po péti partiich jiz bude hra
skoncena nebo jaké je pravdépodobnost, Ze po ¢tyfech partiich bude nas hra¢ mit presné 2 K¢.

Tuto hru Ize modelovat markovskym fetézcem o Sesti stavech. Ctyfi stavy odpovidaji staviim
financi jednoho z hract (0, 1, 2, 3), dal$i dva stavy odpovidaji celkové prohie a celkové vyhte. Cas
je v tomto modelu urcen udalosti, totiz sehranim dalsi partie. Pfechodova matice ma tvar

1 o 0 0 0 0

5/12 1/6 5/12 0 0 0

p_| 0 5/12 1/6 5/12 0 0

“o o 5/12 16 5/12 0
0O 0 0 5/12 1/6  5/12

o 0 0 0 0 1

11.1.6 Priklad — taz hazardni hra trochu jinak. Jiny model téze hry (tj. jiny markovsky fe-
tézec) dostaneme, kdyZ nerozhodné partie budeme pokladat za neplatné (nepodafené) a nebudeme
je pocitat. Tento markovsky fetézec bude mit pfechodovou matici

1 0 0 0 0 0
/2 0 1/2 0 0 0
p_| 0 20 120 o0
"o o 120 1/2 0
0o 0 0 1/2 0 1/2
o 0 0 0 0 1

V obou modelech 1ze rovnocennym zptisobem spocitat pravdépodobnost celkové prohry. Pri-
mérny pocet partii nez hra skonc¢i bude ovSem v obou modelech rtzny.
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11.1.7 Prechodovy graf markovského fetézce je orientovany graf, jehoz vrcholy odpovidaji
staviim markovského fetézce a orientované hrany odpovidaji moznym pfimym zméndm stavil, tj.
zméndm, které maji nenulovou pravdépodobnost. Kazd4 hrana z vrcholu (stavu) ¢ do vrcholu
(stavu) j je ohodnocena pravdépodobnosti pfechodu p; ; > 0. Poéet hran je tedy roven poctu
nenulovych prvka pfechodové matice. Z kazdého vrcholu vychdazi alespon jedna hrana a soucet
ohodnoceni vSech hran, které z vrcholu vychazeji, je roven jedné.

Graf markovského fetézce je dilezity nejen pro svou nazornost, ale zejména proto, ze mnoho
dilezitych vlastnosti markovského fetézce lze snadno odvodit z vlastnosti jeho grafu, zejména z jeho
rozkladu na silné souvislé komponenty.

11.2 Jednoduché vypocty

11.2.1 Vypocet pravdépodobnostnich vektoru. Zname-li pfechodovou matici P a prav-
dépodobnostni vektor pro néjaky casovy okamzik ¢, lze pravdépodobnosti jednotlivych stavi pro
nasledujici casovy okamzik ¢t + 1 pocitat podle vzorce

n
t+1 t
P =3"p i
=1

Cely pravdépodobnostni vektor p(+1) tedy lze ziskat z pravdépodobnostniho vektoru p® nasobe-
nim prechodovou matici zprava:

Stejnym postupem lze postupné pocitat dalsi a dalsi pravdépodobnostni vektory. Obecné plati
p® = p© . pt

Vyraz P! na pravé strané rovnice je t-t4 mocnina pfechodové matice, tj. soucin t stejnych
prechodovych matic P.
11.2.2 Pravdépodobnosti pfechodu za vice kroki. Ozna¢me pftj) pravdépodobnost, zZe
fetézec prejde ze stavu i za presné t casovych krokt do stavu j. Pro pevny pocet ¢asovych krokt
t mizeme tyto pravdépodobnosti uspofadat do ¢tvercové matice, oznaéme ji P®).

Prechodova matice P je pak specialnim pfipadem, kde je pocet ¢asovych kroku ¢t = 1.

Plati

pPY = pt.

11.2.3 Priklad. V markovském Fetézci z p¥ikladu 11.1.5 predpoklddejme, Ze nés hrac zacéind ve
stavu 3, tj. na zacatku mé 1K¢. S jakou pravdépodobnosti bude mit po ¢tyfech partiich presné
3 Kc¢? Kolika zptsoby miize tohoto stavu dosdhnout?

Vychozi pravdépodobnostni vektor je

»® =(0,0,1,0,0,0) .

Pravdépodobnostni vektor p(*) bychom mohli zjistit tak, ze bychom vektor p(®) étyiikrat vynasobili
matici P zprava a z vysledného vektoru bychom vzali patou slozku, tj. p?). To je postup vhodny
pro poéita¢ (nebo pro kalkulacku, kterd umi ndsobit matice). Pro ruéni vypocet je to ponékud
pracné a nepohodlné.

Jiny zptisob by mohl byt tento: NapiSeme seznam vSech moznosti, jak se nas fetézec miize dostat
ze stavu 3 do stavu 5. Kazda tato moznost je vlastné posloupnost vysledku ¢tyt partii. Pro kazdou
z téchto posloupnosti vypocteme pravdépodobnost, Ze prubéh hry bude piesné takovy (pijde
o0 soudin ¢tyt pravdépodobnosti pro ¢tyfi partie). Pravdépodobnosti jednotlivych posloupnosti pak
seCteme.
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PVVV  5/12-5/12-5/12-5/12 = 0.0301408
VPVV  5/12 -5/12-5/12-5/12 = 0.0301408
VVPV  5/12 -5/12-5/12-5/12 = 0.0301408
NNVV  2/12-2/12-5/12-5/12 = 0.0048225
NVNV  2/12 -5/12-2/12-5/12 = 0.0048225
NVVN  2/12 -5/12-5/12 - 2/12 = 0.0048225
VNNV  5/12-2/12-2/12-5/12 = 0.0048225
VNVN  5/12-2/12-5/12-2/12 = 0.0048225
VVNN  5/12 -5/12-2/12 - 2/12 = 0.0048225

= 0.1193576

i e e

Tato ,,metoda hrubé sily“ sice zarucené vede ke spravnému vysledku, ale je ziejmé, ze je velice
pracnd, zejména pro vétsi hodnoty ¢ je dokonce mnohem pracnéjsi nez vypocet mocniny matice
Pt. Dalsi nevyhodou této metody jsou problémy se zaokrouhlovanim, nebot vysledek ziskame jako
soucet velkého poctu velmi malych ¢isel.

Pro ru¢ni vypocet je v nasem jednoduchém prikladé vhodnéjsi pocitat pravdépodobnostni
vektory postupné, tedy vlastné stejné jako pfi nasobeni prechodovou matici, ale namisto nepoho-
dIného nasobeni matici budeme postupovat podle schématu

) p” P
N+
pz(_t+1)
pficemz samoziejmé nesmime pocitat neexistujici prechody ze stavi 1 a 6.

Podle stejného schématu 1ze snadno spocitat o pocet moznosti, jen pfitom pouzivame prosté
seCitame prislusné hodnoty z predchoziho fadku. Ponévadz vypocet poc¢tu moznosti je jednodussi,
predvedeme jej jako prvni:

ti|j1r 2 3 4 5 6
ojffo o 1 0 0 O
110 1 1 1 0 O
241 2 3 2 1 0
313 5 7 6 3 1
418 12 18 16 9 4

Vsimnéte si, Ze z posledni fadky stacilo spocitat jen jednu hodnotu, kterd nas zajima (tj. 9
moznosti) a podobné jsme mohli vynechat i nékolik dalsich hodnot.

Nyni jiz predvedeme vypocet pravdépodobnosti pgl):

t 1 2 3 1 5 6
0 1

1 5/12 2/12 5/12

2 54/144  20/144 25/144

3 435/1728  150/1728

4 2475,/20736

coz dava vysledek shodny s predchozim.

11.3 Klasifikace stavi a typy retézci

Vétsinu téchto pojmi definujeme pomoci vlastnosti prechodového grafu, nebot tyto vlastnosti lze
v grafu pomérné snadno ovéfit.
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11.3.1 Stochasticky uzaviena mnozZina stavu je takova mnozina, ze které nevychdazi zadna
hrana ven. Jinak feceno, pravdépodobnost, ze markovsky fetézec opusti stochasticky uzavienou
mnozinu, je nulova.

11.3.2 Ergodicka mnozZina stavu je stochasticky uzaviena mnozina, kterd neobsahuje mensi
stochasticky uzavienou mnozinu.

Mnozina stavi je ergodickd pravé tehdy, kdyz ji odpovidajici podgraf pfechodového grafu je
silné souvislou komponentu, ze které nevychazi ven zadna hrana.

Ergodicky stav je stav, ktery je prvkem néjaké ergodické mnoziny. Kazdy markovsky retézec
ma alespon jednu ergodickou mnozinu.

11.3.3 Transientni stav je stav, ktery neni ergodicky.
Transientni mnozina je mnozina vsech transientnich stavi. Transientni mnozina se tedy sklada
z nula aZ nékolika silné souvislych komponent pfechodového grafu.

11.3.4 Absorbujici stav je stav, ktery sdm tvoii jednoprvkovou ergodickou mnozinu.
Stav je absorbujici pravé tehdy, kdyz v prechodovém grafu z tohoto stavu vychézi jedina hrana
a to smycka (kterd ma tudiz pravdépodobnost 1).

11.3.5 Absorbujici Fetézec je takovy markovsky fetézec, jehoZ vSechny ergodické stavy jsou
absorbujici.

11.3.6 Ergodicky markovsky Fetézec je takovy, jehoz prechodovy graf je silné souvisly.

11.3.7 Stacionarni markovsky retézec je takovy, jehoZ piechodovy graf je silné souvisly a
nejvétsi spoleény délitel délek vSech cykli je roven jedné (tj. délky vSech cykld jsou nesoudélné).
Dodejme, ze délku cyklu zde chdpeme jako pocet jeho hran.

Vysvétleni nazvu stacionarni je podano v 11.6.

11.3.8 Periodicky markovsky retézec je takovy, jehoZ piechodovy graf je silné souvisly a
nejvétsi spoleény délitel délek vSech cykld je vétsi nez jedna (tj. délky vSech cykli jsou soudélné).
Dodejme, ze délku cyklu zde chapeme jako pocet jeho hran.

Vysvétleni nazvu periodicky je podéno v 11.7.

11.4 Analyza obecného markovského retézce

Prvym krokem v analjze obecného markovského fetézce je vidy nalezeni silné souvislych kompo-
nent a jejich rozdéleni na transientni a ergodické.

11.4.1 Analyza transientniho chovani. M4-li fetézec neprazdnou transientni ¢ést, pak za-
kladni otazky tykajici se této ¢asti jsou:

e Je-li dédn vychozi transientni stav a cilova ergodickd mnozina, urcéit pravdépodobnost, Ze
fetézec dosdhne této ergodické mnoziny

e Je-li dan vychozi transientni stav, urcit stfedni pocet krokt, nez bude dosazeno nékterého
ergodického stavu.

e Je-li ddn vychozi transientni stav ¢ a dalsi transientni stav j, urc¢it stfedni pocet prichodt
stavem j, nez bude dosazeno nékterého ergodického stavu.
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Pro acely feseni téchto otazek lze markovsky fetézec zjednodusit tim, Ze kazdou ergodickou
mnozinu stavli nahradime jednim absorbujicim stavem. Pro feseni otdzek 2 a 3 dokonce mtizeme
vSechny ergodické mnoziny nahradit jednim spoleénym absorbujicim stavem.

Resenim téchto otdzek se budeme zabjvat v 11.5.

Je-li transientni ¢ast Tetézce prazdnd, jsou vSechny stavy fetézce ergodické a analyzu transient-
niho chovani preskakujeme.

11.4.2 Analyza ergodického chovani. Co se s Fetézcem déje po dosazeni ergodického stavu,
Ize zjistovat pro kazdou ergodickou mnozinu zvlast, nebot Fetézec nemfize ergodickou mnozinu
opustit.

Ukazuje se, podrobnéji viz 11.6 a 11.7, ze dlouhodobé chovani ergodického fetézce je do
zna¢né miry nezavislé na vychozim stavu. Proto v analyze ergodického chovani uvazujeme kazdou
ergodickou mnozinu zvl4st jako samostatny ergodicky markovsky fetézec.

V ergodickych fetézcich jsou zakladni otazky tyto:

e Pro kazdy stav ¢ urcit pravdépodobnost w;, ze v ndhodné zvoleném okamziku najdeme fetézec
ve stavu 4.

e Pro kazdy stav ¢ urcit stredni pocet krokti, po kterém se fetézec vrati do stavu 1.

Resenim téchto otdzek se budeme zabjvat v 11.6 a 11.7.

11.5 Absorbujici fetézce

Uvedeme dva zpusoby feseni otazek uvedenych v 11.4.1. Jeden bude zalozen na upravach grafu,
druhy bude zaloZen na maticich. Nejprve vsak dulezité tvrzeni.

11.5.1 Véta. Pro kazdy markovsky fetézec a pro kazdy vychozi transientni stav i plati, Ze
posloupnost pravdépodobnosti, Ze se fetézec v Case t nachazi v transientnim stavu, konverguje
k nule pro t — oo.

DUKAZ je tieba doplnit.

11.5.2 Kanonicky tvar pfechodové matice absorbujiciho Fetézce. Stavy absorbujiciho
Tetézce lze precislovat tak, Ze nejnizsimi ¢isly jsou oc¢islovany absorbujici stavy a za nimi nésleduji
stavy transientni. Po takovém precislovani mé prechodova matice tvar

- ()

11.5.3 Vé&ta. Mocniny matice Q konverguji k nulové matici, tj. lim; ., Q% = 0.
Existuje inverzni matice (E — Q)~!
Soucet maticové fady 0+ E + Q + Q% + @3 + ... existuje a je roven (E — Q)™ L.

11.5.4 Fundamentalni matice absorbujiciho Fetézce je matice H = (£ — Q)™ !.

11.5.5 Véta. Prvky fundamentdlni matice H maji tento vyznam: h; ; je stfedni pocet, kolikrat
fetézec projde stavem j, kdyz zacal ve stavu i.

DUSLEDEK: Jestlize absorbujici Fetézec zacal ve stavu i, pak stfedni podet ¢asovych krokt, nez
fetézec dosahne absorbujiciho stavu, je roven sou¢tu hodnot v i-tém fadku fundamentalni matice
H.
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11.5.6 Pravdépodobnost absorbce v daném stavu Je dan absorbujici fetézec, vychozi
stav i a absorbujici stav j. Oznac¢me b;; pravdépodobnost, Ze fetézec dosdhne stavu j, kdyz
(s pravdépodobnosti 1) zacal ve stavu i.

Pravdépodobnosti b; ; lze usporddat do matice B. Plati

B=R+QB.
Odtud plyne
(11.1) (FE-Q)B=R
a tedy
(11.2) B=(E-Q)'R.

11.5.7 Vypoéty pomoci elementarnich tprav grafu. Pro fetézce s nevelkym poc¢tem stavii
a pro ru¢ni vypocet je ¢asto vhodnéjsi metoda zaloZené na elementarnich upravéach grafu:
Vypocet pravdépodobnosti absorbce pro vychozi stav i je snadny: Graf postupné redukujeme
eliminovanim smycek a vrcholi, az nakonec zbude pouze vychozi vrchol i a vSechny absorbujici
vrcholy. Elementarni ipravy zachovavaji pravdépodobnost dosazeni stavu, proto z vysledného grafu
lze okamzité zjistit hledané pravdépodobnosti absorbce v jednotlivych absorbujicich stavech.
Vypocet sttedniho pocétu prichodt stavem j, kdyz retézec zacal ve stavu i, lze také provést
elementarnimi ipravami grafu. Nejprve vSechny absorbujici stavy nahradime jedingym absorbujicim
stavem a, protoze v této tloze se nezajimame, kde k absorbci dojde, ale kdy k ni dojde. Dale pak graf
zredukujeme elementarnimi Gpravami tak, aby zbyly pouze tfi vrcholy ¢, j, a. V tomto redukovaném
grafu ozna¢me p pravdépodobnost smycky ve vrcholu j a dile ozna¢me ¢ pravdépodobnost
pfechodu ze stavu 4 do stavu j. Je dobré si uvédomit, ze vzhledem k ptvodnimu absorbujicimu
fetézci je ¢ pravdépodobnost, Ze ze stavu i bude dosazeno stavu j (tj. Ze nedojde k absorbci
dfive neZ stavu j dosdhneme) a pravdépodobnost p je pravdépodobnost, zZe Fetézec po prichodu
stavem j do tohoto stavu jesté nékdy vrati (diive nez dojde k absorbci). Mame-li takto uréeny
pravdépodobnosti p a q, lze stfedni pocet priichodi stavem j urcit podle vzorce

11.6 Stacionarni retézce

Stacionarni markovské fetézce by bylo mozno pokladat za specialni pfipad fetézci periodickych,
kde perioda je rovna jedné. Jde vSak o pripad z praktického hlediska velmi vyznamny, proto mu
vénujeme samostatnou sekci.

Lze dokéazat, ze ve stacionarnim fetézci pro kazdy stav j existuje limita

: ® _ .
(11.3) tlglolopi,j = Wy
a tato limita nezavisi na vychozim stavu 1.
Déle, ve stacionarnim Fetézci mocniny pfechodové matice P! pro ¢t — oo konverguji a to k matici
W, jejiz vSechny fadky jsou rovny vektoru staciondrnich pravdépodobnosti w = (wy,wa, ..., wy,).
Z toho plyne, ze matice W musi spliiovat rovnici

(11.4) w-P=w.

11.6.1 Vypodéet stacionarnich pravdépodobnosti. Zakladem pro vypocet je soustava rov-
nic 11.4. Tuto soustavu lze ziskat také tak, ze pro jednotlivé stavy uvazujeme vSechny mozné stavy
predchozi: Pro kazdy stav j tak dostavame rovnici

Wj = WiP1,; +W2P2j + ... + WpPnj

Jifi Demel: Operac¢ni vyzkum 20. zari 2010, 15:56



130 Kapitola 11. Markovské fetézce

Soustava rovnic 11.4 je ovSem homogenni (po pfevedeni vSech proménngch na levou stranu
je prava strana nulovd) a proto nemé jednoznac¢né FeSeni: libovolny nésobek néjakého FeSeni je
opét FeSenim této soustavy. Matice této soustavy (P — E) je singuldrni, néktery jeji fadek je
linearni kombinaci ostatnich. Proto ze soustavy 11.4 miizeme jednu rovnici vynechat (lze ji odvodit
z ostatnich), a ddle k soustavé pfiddvame rovnici

Resenim takto vzniklé soustavy linedrnich rovnic ziskdme vektor stacionarnich pravdépodobnosti
w.

11.6.2 Praktické vyuziti stacionarnich pravdépodobnosti. Pii praktickém modelovani je
casto kazdy stav ¢ v modelovaném dé&ji spojen s naklady ¢;. Pro nékteré stavy to samoziejmé mohou
byt naklady nulové. P¥ipadné zisky muzeme pokladat za zaporné naklady.

Ze znalosti stacionarnich pravdépodobnosti w; pak lze pro pro ustalené chovani stacionarniho
markovského Fetézce spocitat stfedni ndklady na jednotku ¢asu (pfesnéji, na jeden ¢asovy krok)

podle vzorce
n
C= E Ww;C; -
i=1

11.7 Periodické retézce

Oznacme d nejvétsi spolecny délitel délek vsech cyklta. Toto ¢islo budeme nazyvat periodou fetézce.

11.7.1 Periodické t¥idy. Mnozinu stavi periodického fetézce lze rozdélit do d disjunktnich
podmnozin Cy, C1,Cs, ..., Cy_ takovych, ze v pfechodovém grafu vychézeji vSsechny hrany z mno-
ziny Cy vedou pouze do mnoziny C7, vSechny hrany z mnoziny C; vedou pouze do mnoziny Cs,
atd., az nakonec vSechny hrany z mnoziny C;_; vedou pouze do mnoziny Cj.

Pripomenme, Ze fetézec je periodicky a tedy ergodicky. Z libovolného stavu ¢ je proto dosazitelny
kazdy stav j, a to vCetné stavu ¢. Existuje tedy cyklus, prochéazejici stavem i. Z existence d
periodickych t¥id vSak plyne, ze délka kazdého cyklu je je nasobkem periody d. Nemuze tedy
napt. byt mensi nez d.

11.7.2 Periodické chovani. Nazev periodického fetézce je odvozen z faktu, Ze byl-li Fetézec
v case 0 ve tfidé C, pak tfida, ve které se bude nachazet v obecném case t zavisi zcela jednoznacné
na zbytku pfi déleni ¢asu t periodou d.

Je-li napt. d = 2, pak mame dvé periodické tfidy. V jedné z nich se fetézec muze nachazet
pouze v lichych okamzicich, ve druhé pouze v sudjch okamzicich.

Podobné je-li napt. d = 3, mame tii periodické t¥idy. V jedné z nich se fetézec miize nachéizet
pouze v okamzicich ¢ délitelnych tfemi, ve druhé v okamzicich, které pti déleni tFfemi davaji zbytek
1 a konecné ve tieti tiidé se mtze nachazet pouze v okamzicich, které pfi déleni tiemi davaji zbytek
2.

11.7.3 Pravdépodobnosti vyskytu stavi. V periodickém Fetézci neexistuji limity (11.3), a
tedy nema smysl mluvit o stacionarnich pravdépodobnostech. Diivod neexistence limity je prosty:
v posloupnosti jsou nenulové hodnoty pouze na kazdém d-tém misté a mezi nimi jsou nuly. Takova
posloupnost nemtiize konvergovat k nicemu nenulovému.

Pro praktické tcely ovsem nepotfebujeme presné tuto limitu. Potfebujeme védét, jaké procento
¢asu stravi retézec v jednotlivych stavech. Nebo jinak, jaka je pravdépodobnost w;, ze v ndhodném

(a dostateéné vzdaleném) ¢asovém okamziku ¢ najdeme Fetézec ve stavu i.
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11.7. Periodické fetézce 131

Predpokladejme, ze budeme nahodné volit okamzik t tak, aby vSsechny mozné zbytky pii déleni
¢asu t periodou d mély stejnou pravdépodobnost 1/d. Pak pravdépodobnosti w;, Ze v ndhodném
okamziku ¢ najdeme periodicky fetézec ve stavu i, mizeme pocitat naprosto stejnym postupem
jako v 11.6.1.
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Kapitola 12

Teorie front

Teorie front se zabyva situacemi, kdy pozadavky na néjakou sluzbu nejsou v souladu s moznosti
tuto sluzbu poskytnout. Subjekty, které sluzbu pozaduji, musi na sluzbu ¢ekat. Alternativni nazvy
teorie front jsou teorie hromadné obsluhy nebo teorie ¢ekacich jevi.

12.1 Zakladni pojmy teorie front

12.1.1 Priklad: holiéstvi Do holi¢stvi pfichazeji zdkaznici. Zakazniky obsluhuje jeden holi¢.
Prijde-li béhem obsluhy dalsi zakaznik, musi pockat. Nabizi se otazka, zda by se vyplatilo, aby
zakazniky obsluhovalo vice holi¢d nebo aby holi¢ investoval do lepsiho vybaveni a zlepsil tak sviij
vykon.

12.1.2 Zakaznik representuje pozadavek na provedeni sluzby. Slovo zdkaznik chépejte jako
termin. Zakaznikem muze byt tfeba letadlo ¢ekajici na volnou pfistavaci drahu, telefonni hovor
¢ekajici na spojeni, illoha v pocitaci ¢ekajici na volny procesor, porouchany stroj ¢ekajici na opravu
apod.

12.1.3 Fronta je v teorii front chdpdna jako mnozina zdkazniki, ktefi ¢ekaji na (tutéz) obsluhu,
spolu s tzv. reZimem fronty. Fronta mize byt hmatatelné a dobre viditelna, napf. fronta u pokladny
v supermarketu, muze vsak byt i fyzicky rozptylena. Napt. na radé, kde kazdy klient pti pfichodu
dostane papirek s Cislem a tfednici si zakazniky volaji ke svym pfrepazkdm podle ¢isel pomoci
svételné tabule. Podobné to je tfeba s ¢ekateli na pfidéleni obecniho bytu.

Ve slozitéjsich systémech s né€kolikastupniovou obsluhou mitize byt front néekolik. V jedné fronté
jsou vzdy ti zdkaznici, ktefi ¢ekaji na tutéz obsluhu.

12.1.4 Rezim fronty je pravidlo, které urcuje, ktery zdkaznik bude obsluhovan jako dalsi.
Zakladni rezimy jsou tyto:

FIFO (z anglického ,first in first out*) — vybird se zdkaznik, ktery ve fronté ceka nejdéle. Je to
klasicka spravedliva fronta bez predbihani.

LIFO (z anglického ,last in first out“) vybira se zdkaznik, ktery ve fronté ¢eka nejkratsi dobu.
Priklad: zasoba materidlu, ktery ¢ekd na zpracovani a je ve skladu ukladan na sebe.

Prioritni rezim — vybird se zékaznik, ktery mé ze vSech zdkaznikil ve fronté nejvyssi prioritu.
Co je tou prioritou a jak jsou priority usporadany, to je pfedmétem modelu, tj. je tfeba to
specifikovat.
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Nahodny rezim fronty — zékaznik se vybird ndhodné, pficemZ je tfeba specifikovat, s jakou
pravdépodobnosti bude vybran ten ktery zakaznik. Z hlediska modelu je nejjednodussi, kdyz
vsichni zékaznici ve fronté maji stejnou pravdépodobnost, ale v nékterych situacich to muze
byt prilisné zjednoduseni. P¥iklad: kdd s kapry pfi pfedvanocnim prodeji.

12.1.5 Kanal obsluhy je to, co poskytuje sluzbu. Kandl obsluhy je zpravidla schopen obslu-
hovat v kazdém okamziku jen jednoho zakaznika, ale v systému muiize byt nékolik kanalt. Kanal
obsluhy je charakterizovan dobou obsluhy, ktera je bud ndhodnd s néjakym rozloZenim, nebo de-
terministicka.

Je-1i kanalu obsluhy vice, mohou fungovat paralelné a vybirat zadkazniky z téze fronty. P¥ikladem
je urad, kde se zakaznikiim ptidé€luji pii prichodu ¢isla.

Ve slozitéjsich systémech mize zakaznik prochazet postupné nékolika kanaly obsluhy, v takovém
pripadé byva i vice front.

12.1.6 Uzaviené systémy hromadné obsluhy jsou takové, kde zadny zdkaznik zvnéjsku do
systému nepfichazi, zadny zdkaznik systém neopousti, vSichni zdkaznici jsou soucasti systému.
Pocet zékaznikt v systému je tedy konstantni.

12.1.7 Priklad. V dilné je 10 stejnych a dost poruchovych stroji. Porouchany stroj neni mozné
provozovat, takovy stroj ¢ekd na opravu. Mnozina ¢ekajicich stroju tvori frontu. Porouchané stroje
opravuje jeden opravaf (kanal obsluhy). Je zfejmé, Ze pocet poruch za jednotku ¢asu zavisi na tom,
kolik stroji jiz je porouchéno. V extrémnim pripadé, kdyz jsou vSechny stroje porouchany nebo
zrovna opravovany, k zadné dalsi poruse nemiize dojit, dokud neni néjaky stroj opraven a uveden
do provozu.

12.1.8 Oteviené systémy hromadné obsluhy jsou takové, kde zdkaznici po dokonceni
obsluhy ze systému odchézeji ze systému pry¢ a naopak z vnéjsku systému prichazeji zakaznici
novi. Pocet zakaznikl v systému tedy obvykle neni konstantni.

Pro zkouméni otevienych systémii hromadné obsluhy mé zdsadni vyznam tzv. vstupni proces,
tj. proces, jak zdkaznici do systému vstupuji.

12.1.9 Vstupni proces muze byt deterministicky nebo nadhodny.

Nejjednodussim prikladem deterministického vstupniho procesu jsou zcela pravidelné prichody,
napiiklad vzdy po 10 minutach pfijdou tfi zdkaznici pil minuty po sobé.

Néahodné vstupni procesy se vyskytuji v nepreberném mnozstvi druhi. Nékteré z nich mohou
byt zaloZzeny na deterministickém procesu, ktery byl ovlivnén néjakym ndhodnym vlivem. Prikla-
dem mohou byt pfihochody kazdych 7 vtefin jeden zdkaznik, ktery ovSem miize byt az 3 vtefiny
nahodné opozdén. Nebo kazdych 10 minut autobus pfiveze nahodny pocet zdkaznikli. V obou
téchto pripadech by pro ucely modelu bylo nutno specifikovat rozlozeni pfislusnych ndhodnych
veli¢in (velikost zpozdéni popf. pocet zdkaznikii v autobuse).

Nejcast€jsi typ ndhodného vstupniho procesu jsou tzv. ¢itaci procesy, kde zédkaznici piichézeji
po jednom. V praxi je velmi Casty tzv. Poissontiv vsupni proces popsany v 10.2.

Vstupni proces obvykle byva nezdvisly na poctu zdkaznikli v systému. Tento predpoklad
znamena, ze pocet zédkaznikl v systému je shora neomezeny a ze vné systému vzdy je potencidlné
nekonecna ,zasoba zakazniku“, ktefi by do systému jesté mohli vstoupit.

To je samoziejmé zjednodusujici predpoklad. V praxi je pocet zdkaznikti vzdy néjak shora
omezen. Dillezité je, jaky vliv méa toto omezeni na vstupni proces. Jeli tento vliv maly, lze jeho
zanedbanim model vstupniho procesu vyrazné zjednodusit.

12.1.10 Intenzita vstupniho procesu (téz zjednoduSené intenzita vstupu) je pramérny pocet
zékaznik, ktefi do systému vstoupi za jednotku c¢asu. Intenzitu vstupu dale znacime .
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12.2. Typy systémi hromadné obsluhy 135

Obecné se intenzita vstupu muiZe ménit v éase (napf. sezonni vlivy nebo vliv denni doby), ale
v teoretickych modelech Casto predpoklddame, Ze vstupni proces je homogenni a tedy intenzita
vstupu je konstantni.

12.1.11 Intenzita obsluhy se vztahuje vzdy na jeden kanal obsluhy a je to prumérny pocet
zakazniki, které by kanal obsluhy obslouzil za jednotku ¢asu, pokud by tito zdkaznici byli ve fronté.
Intenzitu obsluhy déale znacime p.

Pozor, nezaménujte intenzitu obsluhy s poctem zdkaznikt, které systém obsluhy skutecné
obslouzi. Systém nemtze obslouzit zakazniky, ktefi do systému nepfisli, proto kanély obsluhy mivaji
prostoje, kdy ¢ekaji na prichod zdkaznika.

12.1.12 Cviceni. Promyslete zpisob jak prakticky (pozorovanim skuteéného systému hro-
madné obsluhy) zjisfovat intenzitu obsluhy.

12.2 Typy systémti hromadné obsluhy

12.2.1 Kendallova klasifikace. Omezime se na oteviené systémy, které splnuji tyto predpo-
klady:

e Zakaznik, ktery vstoupil do systému, musi projit obsluhou.
e Zapocatou obsluhu nelze prerusit.
e Neni pripustné, aby byl volny kanal obsluhy a zdkaznik cekal ve fronté.

Tyto systémy lze klasifikovat podle tzv. Kendallovy klasifikace. Typ systému se zapisuje ve
formé vyrazu X/Y/S, kde X oznacuje typ vstupniho procesu, Y urc¢uje rozloZeni doby obsluhy a
S je pocet kanalti obsluhy.

’ Typ H Vstupni proces \ doba obsluhy
M Poissontiiv proces exponencialni rozlozeni
By Erlangiv s parametrem k | Erlangovo s parametrem k
K, X2 s n stupni volnosti X2 s n stupni volnosti
D Deterministicky konstantni
G Obecny obecna

12.2.2 Zakladni parametry jednoduchych otevienych systému jsou

A intenzita pFichodu (viz 12.1.10)
p  intenzita obsluhy (viz 12.1.11)
S pocet kanali obsluhy

Tyto parametry obvykle o systému znadme nebo je mizeme snadno zméfit, mizeme je piimo
ovlivnit a obvykle jsou prfedmétem optimalizace.

Dalsi hodnoty charakterizuji ¢innost systému. Vétsinu z nich nemizeme ovlivnit pfimo, ale jen
skrze vysSe uvedené zakladni parametry. U jednodussich modeld pro tyto hodnoty existuji vzorce,

vvvvvv

ns | prumérny pocet zadkaznikl v systmu

Ty | prumérny pocet zdkaznikl ve fronté

T, | praumérny pocet zakaznikt v obsluze

ts | prumérny cas straveny zakaznikem v systmu
ty | pramérny cas straveny zakaznikem ve fronté
t, | prumérny ¢as straveny zakaznikem v obsluze
po | pravdépodobnost, ze systém je prazdny

Jifi Demel: Operac¢ni vyzkum 20. zari 2010, 15:56



136 Kapitola 12. Teorie front

Obecné platné vztahy:

(12.1) s = TMj+T,
(12.2) ts = ty+t,
(12.3) s s
(12.4) ny = My
(12.5) g = M,
(12.6) o= u
(12.7) e = Ap
prameérny
éas pO(V:et
v systému
ve fronté
v obsluze 1/u A

Obrazek 12.1: Vztahy mezi primérnymi parametry systémt hromadné obsluhy.

12.2.3 Systém M /M /1. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A, doba obsluhy je na-
hodné s exponencidlnim rozlozenim s parametrem p, kanal obsluhy je jeden.

Primérny
¢as | pocet
"y 1 A
v systému — —
Y TEEDY L\
fronte A A2
ve fronté
plp = A) | (= A)
1 A
v obsluze - —
T u

Neékdy se tyto vzorce zapisuji alternativné pomoci veli¢iny n = A/p. Pak vychazi ns = n/(1—n)
ang =n?/(1 —n). Pro vyjadieni primérngch ¢asi t,, 5 a t, oviem tak jako tak potiebujeme
veli¢inu A nebo p.

Déale plati po =1—A/u=1—n.
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12.2.4 Systém M/M/S. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A. Systém ma S stejnych
kanalt obsluhy, kazdy z nich mé intenzitu obsluhy p. Doba obsluhy v kazdém kandle je ndhodné
se stejnym exponencidlnim rozlozenim s parametrem u,

Ozna¢me n = A/pu. Plati

) 1
0o = S_
Zl "
(1 —n/S k!
= 77SJrl  Po
! S SI(1—1/S)?

Ostatni hodnoty lze dopocitat ze vztaht 12.1-12.7.

Predpoklad, Ze vSechny kandly maji stejnou intenzitu obsluhy, je sice z praktického hlediska
ponékud nerealisticky, ale pro vyse uvedené vzorce je podstatny. Pokud by kanaly nebyly stejné,
tj. pokud by mély ruzné intenzity obsluhy, zavisel by vysledek na zpisobu pridélovani préce
jednotlivym kanaltim. Tedy napf. zda v situaci, kdy je vice volnych kanald, pridélime praci
kanalu nejrychlejsimu, nejpomalejsSimu, ndhodné zvolenému, tomu, ktery dosud obslouzil nejméné
zékaznik a nebo néjak jinak, fantazii se meze nekladou. Rizné intenzity obsluhy v jednotlivych
kanélech a zpﬁsob pfidélovéuni préce by bylo nutno ve Vzorcich zohlednit a vzorce by tak byly

vvvvv

12.2.5 Cvi€eni. Dvoukanélovy systém M /M /2 s intenzitou obsluhy p v kazdém ze dvou kanlt
a jednokandlovy systém M/M/1, jehoz kanél obsluhy mé dvojnisobnou intenzitu obsluhy 2u,
jsou dlouhodobé schopny obslouzit stejny pocet zakazniki. Presto je ve fungovani obou systému
podstatny rozdil. Zjistéte, v ¢em rozdil spociva. Vysvétlete jeho pri¢inu. Kterému z nich byste jako
zakaznici dali pfednost? Kde je kratsi doba ¢ekani ve fronté a kde je kratsi celkova doba pobytu v
systému?

12.2.6 Systém M/D/1. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A. Doba obsluhy je
konstantni a rovna 1/u, kde p je intenzita obsluhy. Pak primérna doba pobytu zdkaznika v systému
je

_ 2u— A

T 2u(p— )

coz je méné nez u systému M/M/1. Pramérnd doba Cekdni ve fronté vychazi dokonce piresné
poloviéni ve srovnani se systémem M /M /1, totiz ty = N\/2u(pu — N).

12.2.7 Systém M/G/1. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A. Doba obsluhy mé
obecné (blize neuréené) rozlozeni. Za ptredpokladu, Ze doba obsluhy méa koneény rozptyl D? a
stfedni hodnota doby obsluhy je m (tedy intenzita obsluhy je u = 1/m), je primérny pocet
zékaznikl v systému dan tzv. PolaczekovouChinéinovou formuli

N )\2D2 + 772
Ns =N+ 77—~
2(1 =)
kde n = A/u, tedy n = Am, kde m je stfedni doba obsluhy.

12.2.8 Priklad. Mame velkou dilnu s nefetrzitym provozem a s mnoha poruchovymi stroji.
Vyskyty poruch tvofi Poissonovsky proces s intenzitou 10 poruch za hodinu (samozfejmé za
predpokladu, Ze pocet porouchanych stroji je zanedbatelny vzhledem k ,velkému“ poctu vSech
stroju). Stroje opravuje jeden opravaf, ktery mé stdlou pohotovost, doba opravy mé exponencialni
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rozlozeni, intenzita obsluhy je 15 oprav za hodinu. Ztraty z prostoje porouchaného stroje jsou
1000 K¢/hod., mzda opravafe véetné rezie je 100 K¢/hod.

Priimérné néklady v K¢ za hodinu jsou 100 + 1000ns = 2100.

Predstavme si, ze se o praci opravare uchazi clovek, ktery dosahuje vyssi intenzity obsluhy 16
oprav za hodinu, ale m& mnohem vy$s{ mzdové pozadavky, jeho mzda by byla 200 K¢/hod. Vyplati
se dosavadniho opravafe nahradit novym uchazecem?

Primérné naklady v K¢ za hodinu pro nového uchazece vychézeji 200+ 1000ns = 1866.66, tedy
nizsi, nez u puvodniho opravare.

Paradoxni (a pou¢né) je, Ze novy opravaf se vyplati navzdory tomu, Ze dostava vyssi mzdu a
pritom vétsi procento pracovni doby ,nic nedéla“, jen ¢eka, az se néjaky stroj poroucha. Podstatné
ovSem je, Ze pii tom ,nic nedélani“ je neustale pfipraven okamzité zahdjit obsluhu (zde opravu
porouchaného stroje).

12.2.9 Poucdeni z teorie front. Z pfedchoziho pfikladu si lze vzit obecné platné pouceni:
Jsou-li prichody zakaznik® nahodné, je urcita rezerva ve vykonu kanalu obsluhy ekonomicky
zduvodnitelna. Snaha tuto rezervu eliminovat sniZzenim intenzity obsluhy g na hodnotu blizici se
intenzité vstupu A\ ma za nasledek velkou pramérnou délku fronty a velké ztraty z toho vyplyvajici.
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Kapitola 13

Simulace

Simula¢ni model je takovy model, v némz je ¢as modelované soustavy modelovan ¢asem modelu.
Déjium, které se odehravaji v modelované soustavé pak odpovidaji déje v modelu. Simulovat lze
procesy deterministické i ndhodné. Zde, v tomto skriptu, se budeme zabyvat vyhradné simulaci
na cislicovych pocitacich. Pouze pfipomenime, Ze se pouzivaji i simula¢ni modely fyzikalni, napf.
mechanické nebo elektrické.

Pokud modelovany proces je ndhodny, pak by i jeho simula¢ni model mél vykazovat nahodné
chovani. Pokud s takovym simula¢nim modelem provadime ndhodné simulacni experimenty, které
statisticky vyhodnocujeme, mluvime o simulaci metodou Monte Carlo.

PozNAMKA: Prevazna ¢ast této kapitoly byla piivodné napsana pro jiné skriptum a pro studenty,
u nichz se predpokladalo, Ze umi programovat. Proto jsou zde uvaddény programy a jejich ¢asti,
proto fada cviceni zac¢ind slovy ,napiste program“ nebo ,upravte program®.

Rozhodl jsem se nezatajovat, Ze pocitacové simulace se programuji a programy jsem v textu
ponechal. Kdo jim porozumi, necht z toho m4 uzitek. I ten kdo programovat neumf, se z nich mtZe
trochu poudit.

Pokud se ve cvicenich pozaduje vytvoreni nebo uprava programu, chapejte to jako vyzvu,
abyste promysleli postup vypoctu a napsali instrukce pro nékoho, kdo by ten vypocet mél délat za
vas. Instrukce by mély byt tak jasné a jednoznacné, aby se ten, kdo by se jimi mél fidit, nemohl
vymlouvat, Ze néco pochopil jinak.

13.1 Zakladni triky

13.1.1 Jak simulovat pomoci poéitade. V podstaté je tfeba pro ¢asové okamziky, které nas
zajimaji, vypocitat hodnoty stavovych veli¢in. Pro simulaci je charakteristické, Ze tento vypocet
probiha ,ve sméru Casu“, tj. vypocet budoucich stavi se pocita na zakladé stav minulych.

Jednoduché simula¢ni modely lze ¢asto vytvorit ad hoc bez slozitych tvah. Komplikovanéjsi
modely vyzaduji systematicky pristup, ktery popisujeme v sekcich 13.2 a 13.3.

13.1.2 Statistické vyhodnoceni simulace. Jsou v podstaté dvé moZnosti. Jedna moznost je
béhem simulace pouze zaznamenavat vse, co se v simulacnim modelu stalo a teprve po skonceni
simulace pak tento zaznam z ruznych hledisek analyzovat a statisticky vyhodnocovat. Nevyhodou
tohoto postupu je velky objem zaznamenanych dat, vyhodou je, Ze chceme-li dodatecné dalsi
satistické idaje lze je ziskat bez nutnosti opakovat samotnou simulaci.

Druha moznost je béhem simulace nezaznamenavat jednotlivé udalosti, ale pouze sbirat statis-
tickd data nutnd pro odpovéd na konkrétni pfedem zndmou otazku.

Pokud néas napf. zajima jen prumérna doba cekani zakaznika ve fronté, stac¢i, kdyz béhem
simulace budeme secitat doby ¢ekéani a zjisfovat podet zdkazniki, tedy béhem simulace udrzovat
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celkem dvé hodnoty. Pro vypocet pruméru to staci. Pokud vSak budeme pozdéji chtit nejen stiedni
hodnotu, ale i rozptyl, median nebo jinou statistiku, bude nutno simula¢ni program upravit, aby
zaznamenaval a vyhodnocoval dalsi i hodnoty a simulaci s rozsifenym programem zopakovat.

13.1.3 Pocateéni a ustalené fungovani. Je-li fungovani simulovaného systému zavislé na
vychozich podminkéch, je tfeba simula¢ni experiment mnohokrat opakovat s tymiz vychozimi
podminkami.

Piikad: Ve front€ je 100 zadkaznikt. Jaka je o¢ekavana doba, nez se fronta vyprazdni? Vysledkem
kazdého jednotlivého simula¢niho experimentu je jedna konkrétni doba, za kterou se fronta
vyprazdnila. Expeimentt je tfeba vykonat dostatecny pocet a zjisténé doby statisticky zpracovat.

Pokud nas zajima, jak simulovany systém funguje ,,v ustaleném stavu“, kdy je vliv pocatecnich
podminek zanedbatelny, je vhodné pocatec¢ni tisek simulace, ktery je pocateénim stavem ovlivnén,
nepocitat do vyslednych statistik. Toto by se mélo udélat pii kazdém simula¢nim experimentu.

Casto je oviem mozné namisto mnoha simula¢nich experiment? provést jen jeden experiment
dostatec¢né dlouhy. Tak dlouhy, aby vliv pocatecniho tiseku na vysledné statistiky byl zanedbatelny.
Priklad: zjisténi primérného poctu zakaznikt ve fronté.

13.1.4 Jednoduchy priklad. Ve skladu mate 100 kust zbozi. Mate statisticky zjisténo, ze
velikosti poptavky v jednotlivych dnech jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozlozenim
danym touto tabulkou:

poptévka | pravdépodonost H poptavka | pravdépodonost

0 0.10 7 0.13
1 0.02 8 0.14
2 0.03 9 0.12
3 0.05 10 0.07
4 0.07 11 0.04
) 0.09 12 0.02
6 0.11 13 0.01

Dostali jste zpravu, ze planovana dodavka zbozi bude opozdénd, zbozi prijde az za 14 dni. Otazka
zni, kdy zac¢ne zbozi chybét a jaka je pravdépodobnost, ze zasoba vystaci na celych 14 dni.

Tuto tlohu lze fesit i pfesnym vypoctem, k tomu bychom vsak potfebovali trochu teorie (tzv.
Markovovy Fetézce).

K sestaveni simula¢niho modelu sta¢i trocha selského rozumu, pocita¢ a schopnost napsat
jednoduchy program. Vysledkem simulace metodou Monte Carlo ovSem nebude pfesna hodnota.

Simula¢ni experiment bude velmi jednoduchy: Vygenerujeme ndhodnou poptavku pro jednolivé
dny, tj. 14 ndhodnych ¢isel s rozlozenim danym tabulkou. Tato ¢isla budeme postupné odecitat od
vychoziho stavu zdsob, dokud bud zdsoba neklesne pod nulu nebo dokud nevycerpame vSech 14
¢isel. Vysledkem simula¢niho experimentu bude bud pofadové ¢islo dne, kdy poprve zésoba klesla
pod nulu (tj. kdy zacdala zdsoba chybét), a nebo konstatovani, ze zdsoba vystaéila na celjch 14 dni.

Takovych simulacnich experimenti provedeme velky pocet. Statistickym zpracovanim vysledkt
snadno zjistime stfedni pocet dni, nez zasoba zacala chybét, popr. pravdépodobnost, Ze zasoba
vystaci.

13.1.5 Simulace Poissonova procesu. Casové intervaly mezi udalostmi Poissonova procesu
maji exponencidlni rozlozeni s parametrem A, kde A je intenzita procesu (viz 10.2.4.

Staci tedy generovat ndhodna ¢isla s exponencialnim rozlozenim (podle 9.4.5). Cas, kdy nastane
dalsi udalost dostaneme tak, Ze k casu, kdy nastala udalost predchozi, pficteme vzdy dalsi
z vygenerovanych c¢isel s exponencidlnim rozlozenim.
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13.1.6 Simulace jednokanalového systému hromadné obsluhy s rezimem fronty FIFO je
také velmi jednoducha.

Pro kazdého zakaznika nés zajimaji t¥i casové tdaje

e cas prichodu do systému,
e Cas zacatku obsluhy a
e Cas konce obsluhy.

Pokud je vstupni proces Poissonovsky, pak ¢asy prichodi nezavisi na tom, co se v systému
déje a muzeme je vygenerovat podle 13.1.5. Jiny typ vstupniho procesu by se samoziejmé musel
simulovat jinak.

Doby obsluhy také miizeme generovat nezavisle na sobé.

Cas zac¢atku obsluhy kazdého zakaznika uréime jako maximum z ¢asu piichodu tohoto zakaznika
do systému a casu konce obsluhy predchoziho zdkaznika. Vysledek simulace mtize vypadat napft.
takto:

¢. | prichod | zacatek obsluhy | konec obsluhy
1. 10 0 15
2. |6 15 19
3. | 14 19 27
4. | 23 27 30
5.1 34 34 37
6. | 36 37 42

Jako cviceni zjistéte, kolikrat byl systém prazdny a vypoctéte pramérny pocet zakaznikt
v systému jednak za obdobi 0—40, jednak za obdobi 10-35.
Prakticky pouzitelnd simulace by samoziejmé musela byt mnohem delsi.

13.2 Simulace s pevnym casovym krokem

Podstatou simulace s pevnym ¢asovym krokem je periodické zjistovani stavu modelu v pravidelné
rozlozenych okamzicich. Ve vhodnych proménnych mame v pocitaci ulozeny hodnoty, které popisuji
stav systému v okamziku ¢;. V n&jaké proménné (obvykle pojmenované time) mame zpravidla také
ulozenu hodnotu modelového casu t;. Srdcem simulacniho vypoctu pak je tsek programu, ktery na
zékladé predchoziho stavu (v okamziku t;) vypoéte stav systému v nésledujicim ¢asovém okamziku
tir1 =t; + A, kde A je (pevnd) délka casového kroku.

Simulace s pevnym casovym krokem se pouziva zejména k simulaci spojitych dynamickych
systémi, v nichz se stavové veli¢iny méni (pfevazné) spojité. Jako piiklady takovych systému lze
uvést pohyb pistu ve spalovacém motoru nebo vyvoj pocasi v néjaké oblasti. Takové systémy
byvaji Casto popsany soustavou diferencialnich rovnic. Volba ¢asového kroku pfi simulaci spojitych
systémi neni jednoducha a ma obvykle velky vliv na presnost vypoctu.

Dalsi oblasti, kde se pouziva simulace s pevnym ¢asovym krokem, jsou procesy, jejichz stavy se
sice méni skokem, ale okamziky, kdy dochéazi ke zménam stavi jsou pravidelné. Zde délka ¢asového
kroku pfirozenym zpusobem zavisi na frekvenci zmén stavu systému.

13.2.1 Priklad — P-systém rizeni zasob. Piedpoklidejme, Ze mame statisticky zjisténo, Ze
denni odbér materialu ze skladu je ndhodny s témito pravdépodobnostmi:
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odbér | pravdépodobnost || odbér | pravdépodobnost
0 0.10 7 0.13
1 0.02 8 0.14
2 0.03 9 0.12
3 0.05 10 0.07
4 0.07 11 0.04
5 0.09 12 0.02
6 0.11 13 0.01

Material do skladu je dodavan ve ¢trnactidennich intervalech vzdy kazdy druhy patek odpoledne
po pracovni dobé. Velikost dodavky je tfeba upfesnit vzdy pfedchozi ttery odpoledne, rovnéz po
pracovni dobé. Objednava se vzdy takové mnozstvi, které v okamziku objednavky chybi do kapacity
skladu. Kapacita skladu je 70 kusti.

Skladovani jednoho kusu po jeden den stoji 30 K¢. Skladovaci néklady se pocitaji pouze za
pracovni dny a to podle velikosti zdsoby na konci smény. Fixni naklady na provoz skladu (nezavislé
na poptavce a dodavkach) jsou 300 K¢ za kazdy pracovni den.

Pozadavky na odbér, které neni mozno okamzité uspokojit (nebot doslo k vyéerpani skladu),
se odlozi na dobu, kdy bude materidl dodén, zdrzeni v8ak predstavuje ztratu (pendle) 500 K& za
kazdy kus a pracovni den.

Ukolem je zjistit priimérné naklady spojené s provozem skladu.

RESENT:

Tuto tlohu lze resit simulaci s pevnym casovym krokem o délce 1 den. Vzhledem k tomu, ze
mimo pracovni dny se v systému nic nedéje, miizeme ¢as méfit na pracovni dny. Dodéavky tedy
prichéazeji kazdy desaty den a objednavame, kdyz ¢islo dne dava pri déleni desiti zbytek 7.

const

kapacita = 70; { kapacita skladu }

perioda = 10; { délka periody objednavami }
var

time : integer; { hodnota modelového &asu }

sklad : integer; { mnozstvi na sklad& }

objednavka : integer; { kolik je objednéano }

naklady : longint; { suma nakladd od za&atku simulace }
function poptavka : integer; { funkce pro generovani }

const { nahodné poptavky }

P : array[0..13] of real =
(0.10, 0.02, 0.03, 0.05, 0.07, 0.09, 0.11,
0.13, 0.14, 0.12, 0.07, 0.04, 0.02, 0.01);
var i:integer; x:real;

begin
X := random; i := -1;
repeat
i=1i+1;

x :=x - P[i];
until x <= 0;
poptavka := i;

end;
begin
randseed:=9236789; { inicializace generatoru nihodnjch &isel }
time:=0;
sklad:=kapacita; { inicializace stavu systému }

objednavka:=0;
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naklady:=0;

repeat
time := time + 1;

sklad := sklad - poptavka;

if sklad > 0 then naklady:=naklady+300+sklad*30
else naklady:=naklady+300-sklad*500;

if (time mod 10)=7 then { je-1i doba pro objednani, }
objednavka := kapacita - sklad; { uré&ime velikost objednavky }
if (time mod 10)=0 then begin { je-1i doba p¥ichodu dodavky, }
sklad := sklad + objednavka; { =zapolteme dodané mnozstvi }
objednavka := 0; { ¢&imZ je objednavka splnéna }
end;
until time >= 5000; { test ukon&eni simulace }
writeln (’Naklady = ’, naklady, ’ Cas = ’, time,

> primérné naklady = ’, naklady/time:10:3);
end.

Vysledkem prace tohoto simula¢niho programu je fadka

Naklady = 10304440 <¢as = 5000 primérné naklady = 2060.888

13.2.2 Cviceni. Experimentovanim se simula¢nim programem z piedchoziho piikladu 13.2.1,
str. 141 najdéte optiméalni kapacitu skladu. VyzkousSejte vliv inicializace generatoru a vliv délky
simulace.

13.2.3 Cviceni. V piikladé 13.2.1, str. 141 vydislete uspory, které by plynuly ze zkraceni dodaci
lhiity o jeden den pfi pevné kapacité skladu 70 kust.

13.2.4 Cviceni. V piikladé 13.2.1, str. 141 vydislete tspory, které by plynuly ze zkraceni dodaci
lhity o jeden den pfi optiméalni kapacité skladu.

13.2.5 Cvic€eni. Simula¢ni program z piikladu 13.2.1, str. 141 upravte tak, aby se provozni a
skladovaci naklady pocitaly za vSechny dny, tj. nejen pracovni. Penale pocitejte opét jen za dny
pracovni.

13.2.6 Cviceni. NapiSte program pro simulaci Q-systému Fizeni zdsob: Objednévéani se nepro-
vadi pravidelné (jako v P-systému), ale tehdy, kdyz velikost zdsoby klesne pod pfedem stanovenou
tzv. signalni Groven.

Navod: vyjdéte z programu z ptikladu 13.2.1, str. 141. Do tohoto programu dopliite konstanty
signalniUroven a zpozdeni. Druhd z nich bude urcovat kolik dnt po objednani prijde dodavka.
Dale pouzijte proménnou kdyObjednano a pouzijte ji spolu s proménnou zpozdeni k rozpoznani
okamziku, kdy prisla dodavka.

13.3 Simulace s proménnym casovym krokem
Dochéazi-li ke zménam stavu simulované soustavy v diskrétnich hodnotach casu a nejsou-li okamziky

zmén rovnomérné rozloZeny, pouziva se pri simulaci proménny casovy krok. Nemé totiz smysl
zabyvat se stavem systému v okamzicich, kdy se v systému nic nedéje. To znamenad, ze hodnoty Casu,
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v nichz budeme systém sledovat, nelze stanovit pfedem, tyto hodnoty vyplynou ze simulovaného
déje az v pribéhu simulace.

Simulace s proménnym casovym krokem se ¢asto pouziva pri feSeni tuloh z oblasti teorie front.

P1i simulaci s proménnym casovym krokem obvykle vyuzivame tzv. kalenddr uddlosti. Jsou
v ném vzdy zaznamenany vsechny udélosti, o nichz se v daném modelovém case vi, kdy nastanou.
O kazdé udélosti je v kalendéafi uveden (pldnovany) ¢as, kdy k udélosti dojde, a déle informace,
o kterou udalost se jedna. Naptiklad pfi simulaci systému hromadné obsluhy budeme pracovat se
dvéma typy udalosti: ukonceni obsluhy zdkaznika a prichod nového zékaznika do systému.

Z kalendare vzdy vybirame nejblizsi udélost, tj. udalost s nejnizsi hodnotou planovaného casu.
Proménnou, vyjadiujici modelovy cas, nastavime na tuto hodnotu a provedeme zmény stavovych
proménnych, které jsou bezprostiedné zptisobeny pravé zpracovavanou udalosti. P¥itom mutze (ale
nemusi) dojit k naplanovéani dalsich udélosti, které jsou disledkem pravé provedenych zmén stavu.
Je-li vybrané udalost takto zpracovana, cely postup se opakuje: vybereme dalsi udalost, zpracujeme
ji, vybereme dalsi, atd.

Simula¢ni programy lze samoziejmé psat v jakémkoli universalnim programovacim jazyce, me-
toda s proménnym krokem vsSak zpravidla vede k ne zcela jednoduchym a pfehlednym programdm.
Dodejme, Ze také existuji jednak specidlni jazyky pro psani simula¢nich programta (SIMULA 67),
jednak specialni programy, které pro urcitou tf¥idu modeli dovedou vygenerovat simula¢ni program
na zakladé pomérné jednoduchého popisu ve specialnim jazyce.

13.3.1 Priklad — vicekanalovy systém hromadné obsluhy. Méjme vicekanalovy systém
hromadné obsluhy M/M/n, kde n je pocet kanalt obsluhy. Intensita pfichodu je 6 zékaznikl za
hodinu, primérna doba obsluhy je 7 minut.

Ukolem je zjistit primérny pocet, kolikrat za hodinu bude systém prazdny.

RESENT: Kalendaf udélosti je v programu uloZen v polich Plan a Aktivni a to tak, Ze pro i>0
hodnota Aktivni[i] urcuje, je-li i-ty kandal v ¢innosti a Plan[i] je ¢as planovaného ukonceni
obsluhy. Hodnota Plan[0] je ¢as planovaného ptichodu dalsiho zékaznika.

Poznamenejme, Ze to je velmi primitivni a ne moc efektivni zptsob realizace kalendare udalosti.
Navic je tento zptsob pouzitelny pouze v tomto specidlnim pripadé.

const
N = 3; { po&et kanalt obsluhy }
prich : real = 10; { prim&rna doba mezi p¥ichody }
obsl : real = T; { primérna doba obsluhy }

var
time : real; { modelovy &as }
Plan : array [0..N] of real; { plénovany &as v~kanale i }
Aktivni : array [1..N] of boolean; { je-1li kandl i aktivni }
vSystemu: integer; { po&et zakaznikd v~ systému }
prazdny : integer; { kolikrat byl systém prazdny }

i, kanal: integer;

function negexp (prumer:real) : real; { generator nahodnjch &isel }

begin { s~exponencialnim rozloZenim }
negexp:=-1n(random) *prumer;

end;

begin
time:=0.0; { inicializace }
vSystemu:=0; { na zacatku je systém prazdny }
for i:=1 to N do Aktivni[i]:=false;
Plan[0]:=0.0; { &as m&fime od p¥ichodu prvého zékaznika }
prazdny:=0;
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repeat { hlavni cyklus }
time:=Plan[0]; { z"kalenda¥e udalosti }
kanal:=0; { vybereme nejblizsi udalost }

for i:=1 to N do
if Aktivni[i] and (time > Plan[i]) then begin
time:=Plan[i];

Kanal:=i;
end;
if kanal=0 then begin { typ udalosti = p¥ichod zakaznika }
Plan[0] := time + negexp(prich); { plan p¥ichodu zakaznika }
if vSystemu < N then begin { je-1i volny kanal obsluhy, }
for i:=1 to N do { najdeme, }
if not Aktivni[i] then kanal:=i;{ ktery to je }
Plan[kanall :=time+negexp(obsl); { a naplanujeme jeho ukon&eni}
end;
vSystemu:=vSystemu+1; { v”systému je o~zakaznika vic }
end

else begin { kanal > 0 } { typ udalosti = konec obsluhy v~kandle }

Aktivnil[kanal] :=false; { kanal uZ neni aktivni }
vSystemu:=vSystemu-1; { v~systému je o~zakaznika mén& }
if vSystemu >= N then begin { je-1i n&kdo ve front&, }
Aktivni[kanal] :=true; { zah&jime jeho obsluhu }
Plan[kanall :=time+negexp(obsl); { a naplanujeme ukon&eni }
end;

if vSystemu=0 then prazdny:=prazdny+1l; { po&itani prazdného systému }
end;
until time >= 10000; { test konce simulace }

writeln (’Systém byl prazdny ’, prazdny, ’-krat’);
writeln (’tj. primérné za hodinu ’, prazdny*60.0/time:10:3, ’-krat’)
end.

Tento simula¢ni program vytiskne jako vysledek

Systém byl prazdny 495-krat
tj. primérné za hodinu 2.968-krat

13.3.2 Cviceni. Upravte simula¢ni program z ptikladu 13.3.1, str. 144 tak, aby vypocital
priumérny pocet zdkaznikl v systému a primeérny pocet aktivnich kanal obsluhy.

13.3.3 Cvicéeni. Predstavte si, Ze systém z pfikladu 13.3.1, str. 144 obsahuje pfi svém spusténi
100 zékazniku ve fronté. Upravte simula¢ni program tak, aby zjistil ¢as, kdy dojde k vyprazdnéni
systému.
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Vysledky cviceni

V-8.1.9 (str. 86). Vrcholy oznacte pocinaje levym vrcholem ve sméru hodinovych rudicek
d,c,e,b, f,a. Neni to jedind moznost.

V—8.3.5 (str. 90). Ze sledu, ktery neni cestou, miZeme vynechdnim ¢asti mezi opakujicimi
se vrcholy ziskat cestu, kterd vede z téhoz vrcholu do téhoz vrcholu, a zajistuje tedy stejnou
dostupnost.

V-9.4.5 (str. 115). Veli¢iny random() a 1-random() maji totéZ rozloZeni, totiZz standardni
rovnomeérné rozloZeni v intervalu (0,1). Proto se dava pfednost jednodussimu vyrazu, ktery se
pocita o trosku rychleji.

V-9.4.9 (str. 117)Diky specialnimu tvaru mnoziny Ize pouzit vyraz
7 + trunc (4 * Rnd) * 2

V-9.4.10 (str. 117).

function G : integer;
const P : array [0..4] of integer = (7, 9, 10, 11, 15);
begin
G := P [trunc(5*random())];
end;

V-9.4.11 (str. 117). Smérodatna odchylka je v/3 = 1.73205, tedy

X := -6;
for i:=1 to 12 do x:=x+random();
x :=x * 1.732056 + 7.5;

V-9.4.12 (str. 117). Nahrada dvacetisténné kostky Sestisténnou: hazej, dokud nedostanes ¢islo
x < 5. Pak znovu hézej, dokud nepadne y < 4. Jako vysledek pouZij 5y — 5 + x. Ovéite.

V—9.4.13 (str. 117). Pomoci t¥{ hod& minci vygeneruj tfi ¢isla z mnoziny {0,1}. Tato t#i ¢isla
pouzij jako tfimistné ¢islo ve dvojkové soustavé. Je-li toto Cislo v rozsahu 1-6, pouzij je jako
vysledek. V opac¢ném pripadé cely postup opakuj.

V-9.4.14 (str. 117).
type tPole = array [1..MAX] of real;
function G (H,P:tPole; n:integer) : real;

var i:integer;
r:real;
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begin
r := random();
i = 0;
repeat
i=1i+1;

r :=r - P[i];
until r <= 0;
G := H[il;
end;

V—-10.2.10 (str. 122). Za jednotku ,casu® zvolime 5000 km. Intenzita Poissonova procesu pak
je 0.1. Pravdépodobnost, ze do cile dojedeme, tj. Zze nastane nejvyse jedna porucha je pg + p1 =
= 0.9048 + 0.0905 = 0.9953. Pravdépodobnost, ze nedojedeme tedy je 1 — 0.9953 = 0.0047.

V-12.2.5 (str. 137). V systému M/M/2 s intenzitou obsluhy u je v priméru kratsi doba ¢ekani
ve fronté a delsi celkova doba pobytu v systému (diky dvojnasobné dobé obsluhy). Systém M /M /1
s intenzitou osluhy 2u mé naopak delsi ¢ekani ve fronté, ale kratsi celkovou dobu pobytu v systému.

Cemu jako zakaznici ddme pfednost, zalezi na osobnich preferencich. Chceme-li si obsluhu
»uzit“, asi ddme pfednost pomalejsi obsluze a krat$imu ¢ekéani, tedy M /M /2. Chceme-li naopak v
systému stravit co nejméné ¢asu, ddme prednost rychlejsi obsluze v M /M/1 a to i za cenu delsiho
¢ekani ve fronté.

V—-13.1.6 (str. 141). Pted pfichodem 5. zékaznika byl systém po 4 ¢asové jednotky préazdny.
Prameérny pocet zédkaznikid v systému v obdobi 0-40 byl 1.375, v obdobi 10-35 pak 1.4.

V—-13.2.2 (str. 143). Optimalni velikost skladu vychézi ptiblizné 85 az 86.
V-13.2.3 (str. 143). Pramérné denni naklady klesnou z 2060 K¢ na 1623 K&.
V-13.2.4 (str. 143). Pfi objednévani v ttery vychéz{ prtimérné denni ndklady 1476 K& pii

kapacité skladu 85 az 86 kusti. PTi objednavani ve stfedu vychézi praimérné denni naklady 1457 K¢
pri kapacité skladu 78 az 80 kust.

Jifi Demel: Operac¢ni vyzkum 20. zari 2010, 15:56
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