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Kapitola 1

Úvod do opera£ního výzkumu

1.1 Pro£ tak divný název

Za 2. sv¥tové války b¥ºel ve Velké Británii výzkumný projekt nazvaný �Research in Military
Operations�. Jeho cílem bylo zvý²it efektivitu vojenských operací, sníºit ztráty v námo°ní doprav¥
nebo p°i bombardování nep°átelského území. P°i °e²ení byly pouºívány p°eváºn¥ matematické
metody. �e²ené problémy byly p°evád¥ny na matematické úlohy, které daný problém modelovaly.
Na základ¥ výsledk· °e²ení t¥chto matematických úloh pak byly formulovány záv¥ry pro p·vodní
problém.

Po válce se zjistilo, ºe podobné metody lze pouºít i v civilní oblasti. Vzniklý obor se za£al
vyu£ovat na univerzitách pod názvem �Operations Research� pop°. �Operational Analysis�. Odtud
£eské �opera£ní výzkum� nebo �opera£ní analýza�.

1.2 Modely

1.2.1 K £emu jsou modely. Pro opera£ní výzkum je charakteristické pouºívání tzv. model·.
Pomocí modelu zobrazujeme podstatné vlastnosti modelovaného systému. Modelovat lze £ást
reálného sv¥ta, ale i n¥jaký jiný model.

Model, jako lidský výtvor, nikdy nem·ºe zobrazovat celý sv¥t (nebo´ je sám jeho sou£ástí) a
nem·ºe zobrazovat v²echny jeho vlastnosti. Z (moºná nekone£n¥ mnoha) vlastností reality si tedy
p°i tvorb¥ modelu musíme vybrat ty, které pokládáme pro °e²ení daného problému za d·leºité a
se kterými dovedeme pracovat.

Neexistuje univerzální návod pro tvorbu dobrého modelu.
Model, který zachycuje p°íli² mnoho vlastností, je t¥ºké sestavit a je zpravidla t¥ºké s ním

pracovat. Model, který zachycuje p°íli² málo vlastností je zpravidla mén¥ p°esný, ale m·ºe být
snáze zvládnutelný.

Model lze rozli£nými metodami zkoumat, s modelem pak lze nap°íklad experimentovat, lze
na n¥m vyhodnocovat r·zné veli£iny, lze optimalizovat jeho parametry. Podstatné je, ºe zkoumání
modelu lze d¥lat mimo modelovaný kus sv¥ta, nebo´ práce s modelem je zpravidla levn¥j²í a rychlej²í
a lze d¥lat i takové experimenty, které by v reálném sv¥t¥ mohly mít katastro�cké následky.

D·leºitou stránkou modelování je p°enést výsledky práce s modelem zp¥t do reálného sv¥ta.
P°itom jde jednak o p°eklad záv¥r· z °e£i modelu do °e£i p·vodní problémové oblasti, jednak
o prosazení a uskute£n¥ní t¥chto záv¥r·.

Existuje mnoho druh· model·. Li²í se podle toho, které vlastnosti modelované £ásti sv¥ta
zobrazují a podle toho, jak jsou realizovány.
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6 Kapitola 1. Úvod do opera£ního výzkumu

1.2.2 Fyzikální modely jsou zpravidla zmen²ené kopie modelovaného objektu. P°íkladem
jsou papírové modely budov, které pouºívají architekti nebo model (£ásti) letadla ofukovaný
v aerodynamickém tunelu.

1.2.3 Matematické modely zobrazují modelovanou £ást sv¥ta pomocí matematických vztah·.
Úlohy o modelovaném objektu se tak p°evád¥jí na matematické úlohy, které pak lze °e²it matema-
tickými metodami.

Matematické modely jsou obecn¥ nesmírn¥ rozmanité. Význa£nými typy matematických model·
jsou modely vyhodnocovací a modely optimaliza£ní.

1.2.4 Vyhodnocovací modely slouºí k výpo£tu neznámých veli£in z veli£in známých. Tyto
modely £asto mají podobu vzorc· nebo rovnic. �asto jde o soustavy diferenciálních rovnic, jejich
°e²ení pak jsou funkce, které lze chápat jako p°edpov¥¤ budoucího chování modelovaného systému.

K °e²ení n¥kterých vyhodnocovacích úloh lze pouºít simulaci (viz 1.2.6).

1.2.5 Optimaliza£ní modely slouºí k hledání nejlep²ího (tzv. optimálního) °e²ení. Modelo-
vaný systém je zobrazen pomocí matematické optimaliza£ní úlohy (viz. 1.4).

Poznamenejme, ºe k hledání co nejlep²ího °e²ení lze vyuºít i vyhodnocovací model, a to tak, ºe
experimentujeme se zm¥nami parametr· a pamatujeme si nejlep²í dosud nalezené °e²ení. Jistotu,
ºe nalezené °e²ení je skute£ným optimem takto získáte jen naprosto výjime£n¥.

1.2.6 Simula£ní modely jsou zvlá²tním druhem vyhodnocovacích model·, a to takové, kde
£as modelovaného systému je zobrazen jako £as v modelu. Tedy £asové uspo°ádání událostí (co
p°edchází a co následuje) je v modelu stejné jako ve skute£nosti. V simula£ním modelu tedy mohou
probíhat d¥je, které jsou obdobou d¥j· skute£ných. Simulovat znamená napodobovat.

Se simula£ními modely lze experimentovat, p°i£emº cílem experiment· bývá nejen hledání
nejvhodn¥j²ích parametr· modelu (optimalizace), ale nap°. výcvik obsluhujícího personálu. Nap°.
letecké nebo automobilové trenaºery jsou vlastn¥ simula£ními modely.

Podle realizace se simula£ní modely d¥lí na fyzikální a po£íta£ové.
Simula£ní modely se dále d¥lí na deterministické (nep°ipou²t¥jící náhodu) a stochastické

(p°ipou²t¥jící náhodu a s náhodou po£ítající).
K simulaci náhodných d¥j· se pouºívá tzv. metoda Monte-Carlo, tj. simula£ní experiment se

bu¤ mnohokrát náhodn¥ opakuje, nebo se nechá (náhodn¥) probíhat dostate£n¥ dlouho, a výsledky
se vyhodnotí statistickými metodami.

Pozor, nezam¥¬ujte pojmy �simulace� a �metoda Monte-Carlo�. Metoda Monte-Carlo jako
taková spo£ívá v provád¥ní náhodných experiment· (které v·bec nemusí být simula£ní) a v jejich
statistickém vyhodnocení. Zdaleka ne kaºdá simulace se d¥lá metodou Monte-Carlo (nap°. simulace
deterministických d¥j·) a naopak metodu Monte-Carlo lze pouºít i pro jiné ú£ely neº pro simulaci.

1.3 Klasické £ásti opera£ního výzkumu

N¥které £ásti opera£ního výzkumu jsou charakterizovány pouºitými matematickými metodami,
jiné £ásti nesou sv·j název podle aplika£ní oblasti.

Lineární programování je p°edm¥tem kapitoly 2, str. 9. Jde o velmi ²iroce pouºitelnou mate-
maatickou optimaliza£ní metodu.

Teorie front se zabývá nesouladem mezi £asov¥ nesourodými poºadavky na poskytnutí n¥jaké
sluºby a omezenými moºnostmi tu sluºbu poskytovat, viz kapitola 12, str. 135.

Teorie zásob °e²í problém kdy a jak dopl¬ovat zásoby tak, aby náklady s tím spojené byly
minimální, viz kapitola 6, str. 77.
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1.4. Optimaliza£ní úlohy 7

Teorie rozvrhování se zabývá p°id¥lováním práce tak, aby v²echny práce byly (pokud moºno)
dokon£eny v£as nebo aby se minimalizovalo zpoºd¥ní (penále).

Atd. . .

N¥které pojmy a triky se uplat¬ují ve více aplika£ních oblastech. Platí to zejména o lineárním
programování (kapitola 2, str. 9) a teorii graf· (kapitola 8, str. 85).

1.4 Optimaliza£ní úlohy

Úkolem je najít nejlep²í p°ípustné °e²ení. Je t°eba vysv¥tlit, co to je °e²ení, které °e²ení je p°ípustné
a co je mín¥no slovem nejlep²í.

1.4.1 Mnoºina p°ípustných °e²ení. V optimaliza£ních úlohách hledáme re²ení, které je
nejlep²í mezi v²emi tzv. p°ípustnými °e²eními. Mnoºina v²ech p°ípustných °e²ení v²ak obvykle
není dána seznamem svých prvk·. Obvykle máme dánu mnoºinu, které °íkáme prostor °e²ení, a
seznam podmínek, kterým °íkáme omezující podmínky. Mnoºina p°ípustných °e²ení pak je tvo°ena
v²emi °e²eními (tj. v²emi prvky prostoru °e²ení), která spl¬ují omezující podmínky.

Je-li omezujících podmínek n¥kolik, musí je p°ípustné °e²ení spl¬ovat v²echny najednou.
Tutéº mnoºinu p°ípustných °e²ení lze £asto de�novat n¥kolika zp·soby.
Hledáme-li nap°íklad vlakové spojení v jízdním °ádu, m·ºeme za prostor °e²ení pokládat

v²echna spojení z výchozí do cílové stanice. Omezující podmínky pak mohou ur£ovat, jak velká má
být £asová rezerva p°i p°estupování. M·ºeme v²ak také za prostor °e²ení prohlásit v²echna vlaková
spojení odkudkoli kamkoli a formou omezujících podmínek poºadovat, aby jízda za£ínala a kon£ila
ve správné stanici.

Zp·sob, jakým je de�nována mnoºina p°ípustných °e²ení, má velice podstatný vliv na zp·sob
°e²ení úlohy, protoºe p°i °e²ení, cht¥j necht¥j, musíme vycházet z tvaru a zp·sobu, jak je úloha
zadána.

1.4.2 Ú£elová funkce. Které °e²ení je lep²í a které hor²í ur£uje v optimaliza£ních úlohách tzv.
ú£elová funkce, coº je zobrazení, které kaºdému p°ípustnému °e²ení p°i°azuje £íslo, kterému °íkáme
hodnota ú£elové funkce.

Optimální °e²ení je pak takové p°ípustné °e²ení, které má mezi v²emi p°ípustnými °e²eními
nejmen²í nebo naopak nejv¥t²í hodnotu ú£elové funkce. Zde záleºí na charakteru úlohy � nap°.
náklady obvykle minimalizujeme, zatímco zisk zpravidla chceme co nejvet²í, ale nemusí to tak být
vºdy.

M·ºe se stát, ºe úloha má n¥kolik optimálních °e²ení. V²echna optimální °e²ení téºe úlohy
ov²em musí mít stejnou hodnotu ú£elové funkce.

1.4.3 Typ úlohy, instance úlohy a zadání úlohy. Slovem �úloha� bývají £asto ozna£ovány
dv¥ dosti odli²né v¥ci:

Typ úlohy ur£uje zp·sob, jak je zadána ú£elová funkce, zda jde o minimalizaci nebo o maxima-
lizaci, a zp·sob, jak je zadána mnoºina p°ípustných re²ení. V tomto smyslu tedy mluvíme nap°.
o úloze lineárního programování, £ímº máme na mysli obecný typ (druh) úlohy.

Úlohy ur£itého typu mohou mít spousty r·zných instancí (konkrétních p°ípad·), které se li²í
nap°. v konkrétních hodnotách £íselných parametr·.

Instance úlohy je konkrétní p°ípad úlohy, který je zadán tak konkrétn¥, ºe má smysl ji °e²it
(po£ítat) nebo se o to alespo¬ pokou²et. Zadání úlohy jsou vlastn¥ data (mnohdy £íselná), kterými
se odli²ují jednotlivé instance úlohy.

Nap°íklad pro úlohu (tj. typ úlohy) najít v grafu nejkrat²í cestu mezi dv¥ma vrcholy musí zadání
úlohy obsahovat popis konkrétního grafu, ohodnocení hran jejich délkami a po£áte£ní a koncový
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8 Kapitola 1. Úvod do opera£ního výzkumu

vrchol hledané cesty. Teprve máme-li k danému typu úlohy tyto konkrétní údaje, má smysl za£ít
po£ítat.

Naopak obecný algoritmus pro °e²ení úloh daného typu (tj. pro °e²ení v²ech instancí) lze
vymý²let na základ¥ znalosti typu úlohy, tj. i bez konkrétního zadání (bez dat).

1.4.4 Vícekriteriální optimalizace se zabývá úlohami, v nichº máme n¥kolik ú£elových
funkcí. Nap°íklad hledáme cestu a chceme, aby byla co nejlevn¥j²í a sou£asn¥ co nejrychlej²í. Na-
jít °e²ení, které by optimalizovalo v²echny ú£elové funkce sou£asn¥, obvykle není moºné. Ostatn¥
práv¥ proto t¥ch ú£elových funkcí je n¥kolik a ne jedna univerzální.

Metodami vícekriteriální optimalizace se (v tomto skriptu) nebudeme zabývat, to by bylo na
samostatnou p°edná²ku, ale nastíníme alespo¬ n¥které základní moºnosti:

� Nahradit v²echny ú£elové funkce jejich váºeným pr·m¥rem. Tím se z n¥kolika ú£elových
funkcí stane funkce jediná. Samoz°ejm¥ je problém korektn¥ stanovit váhy jednotlivých
ú£elových funkcí. (Pozor, ú£elovou manipulací s vahami lze n¥kdy d¥lat divy a korupce pak
kvete.)

� Hledat p°ípustné °e²ení, které je nejblíºe n¥jakému ideálnímu (ale nep°ípustnému) °e²ení.
Zde je problém jednak v de�nici ideálního °e²ení, jednak ve zp·sobu m¥°ení vzdálenosti od
tohoto °e²ení.

� Hledat takové p°ípustné °e²ení, které p°i srovnání s kterýmkoli jiným p°ípustným °e²ením je
v alespo¬ jedné ú£elové funkci lep²í nebo alespo¬ stejn¥ dobré. To ov²em zdaleka nemusí být
jednozna£né.
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Kapitola 2

Lineární programování

Lineární programování (dále budeme £asto uºívat zkratku LP) je význa£nou a klasickou sou£ástí
opera£ního výzkumu. Z matematického hlediska jde o typ optimaliza£ní úlohy, o metody jejího
°e²ení a o teorii, na které jsou tyto metody zaloºeny.

Slovo �programování� v názvy je z dne²ního pohledu pon¥kud matoucí, protoºe dnes se progra-
mují zejména po£íta£e, ale v dob¥ vzniku opera£ního výzkumu slovo �programming� vyjad°ovalo
stanovení po°adí, £asu a zp·sobu plánovaných událostí, obvykle s cílem ud¥lat to �co nejlépe� .
V kontextu opera£ního výzkumu slovo �programování� chápejte jako �optimalizaci� .

2.1 Formulace úlohy a aplikace.

2.1.1 Obecný tvar úlohy LP. Prostorem °e²ení úlohy lineárního programování (LP) je n-
rozm¥rný vektorový prostor Rn. �e²eními úlohy tedy jsou n-rozm¥rné vektory, tj. uspo°ádané
n-tice reálných £ísel (x1, . . . , xn).

Ú£elová funkce úlohy LP je lineární funkcí n prom¥nných, má tedy tvar

L(x) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn ,

kde c1, . . . , cn jsou konstanty, kterým °íkáme cenové koe�cienty nebo také koe�cienty ú£elové
funkce. Ú£elová funkce se bu¤ maximalizuje nebo minimalizuje, coº zapisujeme jako

L(x)→ max nebo maxL(x) ,

L(x)→ min nebo minL(x) .

Omezující podmínky jsou v úloze lineárního programování dvou typ·:

Podmínky pro jednotlivé prom¥nné omezují pro kaºdou jednotlivou prom¥nnou xj
mnoºinu hodnot, kterých tato prom¥nná smí nabývat. V praxi nejb¥ºn¥j²í jsou pod-
mínky nezápornosti, tj. podmínky tvaru xj = 0. Dal²ími moºnými p°ípady jsou pod-
mínka nekladnosti, tedy xj 5 0 a také �v·bec ºádná podmínka�, tj. �neomezeno�.

Strukturní podmínky mají tvar lineárních nerovností nebo rovnic, mají tedy tvar

a1,1x1 + a1,2x2 + . . . a1,nxn Q b1

a2,1x1 + a2,2x2 + . . . a2,nxn Q b2

. . . . . .

am,1x1 + am,2x2 + . . . am,nxn Q bm

kde na míst¥ ozna£eném Q se m·ºe vyskytnout symbol 5, = nebo =.
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10 Kapitola 2. Lineární programování

2.1.2 P°íklad � výroba p°i omezených zdrojích. Jde o nejznám¥j²í aplikaci úlohy LP.
Úkolem je maximalizovat zisk z výroby n moºných výrobk·, p°i£emº výrobní zdroje (materiály,
energie, práce) jsou omezeny.

Výrobky, jejichº výrobu uvaºujeme, ozna£me (pevn¥) p°irozenými £ísly 1, . . . , n. P°edpoklá-
dáme, ºe jsou známy ceny c1, . . . , cn, za které lze tyto výrobky prodat na trhu a ºe tyto ceny
nezávisí na mnoºství prodaných výrobk·.

P°i výrob¥ spot°ebováváme m zdroj·. Typickým zdrojem je materiál, ale m·ºe to být i energie,
lidská práce (m¥°ená ve £lov¥kohodinách) apod. P°edpokládáme, ºe spot°eba zdroj· je p°ímo
úm¥rná velikosti výroby, p°i£emº koe�cienty této úm¥rnosti jsou známy. Ozna£me aij spot°ebu
i-tého zdroje na výrobu jednotkového mnoºství j-tého výrobku. Dále p°edpokládáme, ºe jsou známa
disponibilní mnoºství bi jednotlivých zdroj·, která lze pro výrobu pouºít.

Tuto úlohu lze matematicky modelovat úlohou LP. Ozna£me

xj kolik se má vyrobit j-tého výrobku,
cj cena, za kterou lze prodat jednotkové mnoºství j-tého výrobku,
bi disponibilní mnoºství i-tého výrobního zdroje (kolik ho máme k dispozici),
aij spot°eba i-tého zdroje na výrobu jednotkového mnoºství j-tého výrobku.

Úloha LP pak má tvar

c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn → max

a1,1x1 + a1,2x2 + . . . a1,nxn 5 b1

a2,1x1 + a2,2x2 + . . . a2,nxn 5 b2

. . . . . .

am,1x1 + am,2x2 + . . . am,nxn 5 bm

x1, . . . , xn = 0

Uv¥domte si, ºe jde o zjednodu²ený model reálné situace. Formulujte, v £em tato zjednodu²ení
spo£ívají.

2.1.3 Maticový zápis úlohy LP. Ozna£íme-li c = (c1, . . . , cn)T, lze ú£elovou funkci vyjád°it
jako skalární sou£in L(x) = cTx.

Koe�cienty strukturních podmínek lze pokládat za prvky matice

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
. . .

...
am,1 am,2 . . . am,n


a koe�cienty pravých stran strukturních podmínek m·ºeme pokládat za sloupcový vektor b =
= (b1, . . . , bm)T. Jsou-li v²echny strukturní omezující podmínky stejného typu, tj. v²echny typu �5�,
v²echny typu �=� nebo v²echny typu �=�, lze strukturní podmínky elegantn¥ vyjád°it maticovým
zápisem

Ax 5 b nebo Ax = b nebo Ax = b .

Podobn¥, jsou-li podmínky pro jednotlivé prom¥nné v²echny stejného typu, tj. v²echny typu
xj = 0 nebo v²echny typu xj 5 0, lze je vyjád°it vektorov¥ jako

x = 0 nebo x 5 0 .
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2.1. Formulace úlohy a aplikace. 11

Jako p°íklad maticového zápisu úlohy uvedeme zápis úlohy plánování výroby p°i omezených
zdrojích 2.1.2.

cTx → max

Ax = b

x = 0 .

2.1.4 Doporu£ený postup tvorby modelu LP.

1. Rozhodn¥te, co budou vyjad°ovat prom¥nné úlohy LP a v jakých to bude jednotkách.

2. Formulujte slovn¥ v²echny omezující podmínky a p°eloºte toto slovní vyjád°ení do °e£i
nerovností a rovnic. Ur£ete jednotky, v nichº jsou vyjád°eny.

3. Speci�kujte významy konstant obsaºených v zadání úlohy LP (koe�cienty ú£elové funkce,
koe�cienty strukturních podmínek, koe�cienty pravých stran). Ur£ete jednotky, v nichº jsou
vyjád°eny.

4. Zkontrolujte, zda ob¥ strany kaºdé strukturní omezující podmínky jsou vyjád°eny ve stejných
jednotkách. Samo o sob¥ to správnost modelu nezaru£uje, ale £asto tak lze odhalit n¥které
chyby.

5. Nad výsledkem se zamyslete, zda opravdu modeluje to, co modelovat má.

2.1.5 Úloha o sm¥si je dal²í klasickou aplikací lineárního programování. Úkolem je z daných
surovin p°ipravit co nejlevn¥j²í sm¥s s p°edepsaným sloºením, p°i£emº kaºdá surovina je sama
sm¥sí. P°edpokládáme, ºe o kaºdé surovin¥ známe její cenu i její p°esné sloºení.

Jako prom¥nné v modelu LP zvolíme mnoºství jednotlivých surovin pouºitých ve výsledné
sm¥si. Ozna£me

xj mnoºství j-té suroviny vloºené do sm¥si,
cj cena za jednotkové mnoºství j-té suroviny,
bi mnoºství látky i ve výsledné sm¥si,
aij mnoºství látky i v jednotkovém mnoºství j-té suroviny.

Úloha LP pak má tvar

cTx → min

Ax = b

x = 0 .

2.1.6 Problém výºivy je de facto speciálním p°ípadem úlohy o sm¥si. Hledáme, kolik máme
sníst kterého jídla, abychom sn¥dli p°edepsaná mnoºství jednotlivých ºivin a p°itom abychom se
stravovali co nejlevn¥ji.

Viz téº ºertovná aplikace v 2.10.3, str. 40

2.1.7 Dopravní úloha. Máme m dodavatel·, kte°í dodávají stejný druh zboºí a n spot°ebitel·,
kte°í toto zboºí spot°ebovávají. Známe ceny za dopravu mezi v²emi dodavateli a v²emo spot°ebiteli.
Úkolem je zorganizovat dopravu co nejlevn¥ji. Ozna£me

ai = kapacita i-tého dodavatele (kolik zboºí je schopen dodat),
bj = poºadavek j-tého spot°ebitele (kolik zboºí chce spot°ebovat),
cij = cena za dopravu jednotkového mnoºství zboºí od i-tého dodavatele

k j-tému spot°ebiteli,
xij = mnoºství zboºí dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spot°ebiteli.
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12 Kapitola 2. Lineární programování

Pak úloha LP pak má tvar

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min

n∑
j=1

xij = ai

m∑
i=1

xij = bj

xij = 0 pro v²echna i, j

V²imn¥te si, ºe zde máme mn prom¥nných, které jsme pro pohodlí indexovali dv¥ma indexy, lze
se tedy na n¥ dívat jako na matici. P°esto lze prom¥nné se°adit do posloupnosti (nap°. po °ádcích)
a celou úlohu p°epsat ve tvaru úlohy lineárního programování.

Dopravní úlohou se budeme zabývat v kapitole 3, str. 45.

2.2 �e²ení dvourozm¥rných úloh LP

Úlohy, které mají jen dv¥ prom¥nné, lze snadno °e²it gra�cky, tedy nakreslením obrázku. Na
dvourozm¥rných p°íkladech ukáºeme, co se m·ºe stát.

2.2.1 Gra�cké °e²eni úloh LP.

� Nakreslete mnoºinu p°ípustných °e²ení (jde o pr·nik p°ímek a polorovin).

� Je-li pr·nik prázdný, stop, úloha nemá p°ípustné °e²ení.

� Nakreslete sm¥r optimalizace.

� Zvolte zkusmo n¥jakou hodnotu ú£elové funkce H a nakreslete mnoºinu bod·, které mají
hodnotu ú£elové funkce rovnou H. Je to p°ímka kolmá na sm¥r optimalizace a je ur£ena
rovnicí L(x) = H.

� Najd¥te rovnob¥ºku s touto p°ímkou a to takovou, která má neprázdný pr·nik s mnoºinou
p°ípustných °e²ení a je nejzaz²í ve sm¥ru optimalizace. Tento pr·nik je mnoºinou optimálních
°e²ení.

2.2.2 P°íklad � jedno optimální °e²ení. �e²me úlohu

2x1 + 3x2 → max

x1 − 2x2 5 2

−2x1 + x2 5 2

x1 + x2 5 5

x1 = 0

x2 = 0

Viz obrázek 2.1. Pro za£átek jsme zvolili hodnotu ú£elové funkce H = 6, p°íslu²ná p°ímka je
nakreslena £árkovan¥. Posunujeme ji rovnob¥ºn¥ ve sm¥ru optimalizace (tj. zv¥t²ujeme H), dokud
tato p°ímka má neprázdný pr·nik s mnoºinou p°ípustných °e²ení.

Bod (1, 4), který je optimálním °e²ením, leºí v pr·se£íku p°ímek ur£ených prvou a t°etí omezující
podmínkou.
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2.2. �e²ení dvourozm¥rných úloh LP 13

x1

x2

2x1 + 3x2 → max

−2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 2

x1 + x2 ≤ 5

Obrázek 2.1: Jedno optimální °e²ení.

Omezujícím podmínkám, které takto ur£ují optimální °e²ení, °íkáme aktivní omezující pod-
mínky. Jejich �aktivita� spo£ívá v tom, ºe jakákoli drobná zm¥na aktivních podmínek má za ná-
sledek zm¥nu optimálního °e²ení. V²imn¥te si, ºe u ostatních podmínek by jejich drobná zm¥na
nem¥la vliv na sou°adnice optimálního °e²ení. Dokonce i odstran¥ním neaktivní podmínky by se
optimální °e²ení nezm¥nilo.

Která omezující podmínka je aktivní, to samoz°ejm¥ záleºí na sm¥ru optimalizace, tedy na
koe�cientech ú£elové funkce. Zm¥nou t¥chto koe�cient· lze sm¥r optimalizace libovoln¥ m¥nit
(otá£et). Kaºdý sm¥r m·ºe být sm¥rem optimalizace.

V²imn¥te si, ºe kaºdý krajní bod mnoºiny p°ípustných °e²ení m·ºe být optimálním °e²ením p°i
vhodn¥ zvolené ú£elové funkci.

2.2.3 P°íklad � více optimálních °e²ení. �e²me úlohu z p°íkladu 2.2.2, ale s pozm¥n¥nou
ú£elovou funkcí (a tedy s jiným sm¥rem optimalizace):

2x1 + 3x2 → max ,

Na obrázku 2.2 je mnoºina optimálních °e²ení nakreslena tlust¥.

x1

x2

2x1 + 2x2 → max

−2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 2

x1 + x2 ≤ 5

Obrázek 2.2: Více optimálních °e²ení (p°íklad 2.2.3).
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14 Kapitola 2. Lineární programování

2.2.4 P°íklad � více optimálních °e²ení II. Podobný p°íklad, ale s ú£elovou funkcí

−2x1 + x2 → max .

je na obrázku 2.3. Mnoºinu optimálních °e²ení tvo°í jiná úse£ka.

x1

x2

−2x1 + x2 → max

−2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 2

x1 + x2 ≤ 5

Obrázek 2.3: Více optimálních °e²ení (p°íklad 2.2.4).

2.2.5 P°íklad � neomezená ú£elová funkce. V úloze 2.2.2 vynechejme t°etí omezující
podmínku. Z obrázku 2.4 je z°ejmé, ºe úloha sice má mnoho p°ípustných °e²ení, ale ºádné z nich
není optimální. Ke kaºdému p°ípustnému °e²ení totiº existuje p°ípustné °e²ení s lep²í hodnotou
ú£elová funkce.

x1

x2 −2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 2

2x1 + 3x2 → max

Obrázek 2.4: Neomezená ú£elová funkce, úloha nemá optimální °e²ení.

Ve dvourozm¥rném prostoru to snadno vidíme z obrázku. Ve vícerozm¥rných prostorech takový
p°ípad m·ºe nastat také, ale k jeho rozpoznání budeme pot°ebovat výpo£etní aparát.

V²imn¥te si, ºe nutným p°edpokladem, aby ú£elová funkce mohla být neomezená, je to, ºe i
mnoºina p°ípustných °e²ení je neomezená, tj. nevejde se do jakkoli veliké (ale kone£né) krychle.
Ov²em pozor � naopak to neplatí � i kdyº je mnoºina p°ípustných °e²ení neomezená, úloha
p°esto m·ºe mít optimální °e²ení. Nap°íklad v na²í úloze zam¥¬te maximalizaci za minimalizaci.
Optimálním °e²ením pak bude bod (0, 0) navzdory tomu, ºe mnoºina p°ípustných °e²ení je
neomezená.
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2.3. Geometrický pohled na lineární programování 15

2.2.6 P°íklad � neomezená mnoºina optimálních °e²ení. V p°edchozím p°íklad¥ zm¥níme
ú£elovou funkci na

−2x1 + x2 → max .

Mnoºina p°ípustných °e²ení je stále neomezená, ale polop°ímka, která je na obrázku 2.5 nakreslena
tlust¥, je tvo°ena samými optimálními °e²eními.

x1

x2
−2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 2

−2x1 + x2 → max

Obrázek 2.5: Neomezená mnoºina optimálních °e²ení (p°íklad 2.2.6).

Poznámka: Kdybychom p°i stejné mnoºin¥ p°ípustných °e²ení m¥li ú£elovou funkci x1 +
+ x2 → min, úloha by m¥la jediné optimální °e²ení a to v po£átku sou°adnic.

2.2.7 P°íklad � ºádné p°ípustné °e²ení. Mnoºina p°ípustných °e²ení m·ºe být prázdná.
Jinými slovy, m·ºe se stát, ºe ºádný bod prostoru °e²ení nespl¬uje v²echny omezující podmínky,
nebo, jinak °e£eno, kaºdý bod prostoru poru²uje alespo¬ jednu omezující podmínku.

P°íklad této situace získáme, kdyº v úloze 2.2.2 obrátíme nerovnosti ve strukturních podmín-
kách. Viz obrázek 2.6.

2x1 + 3x2 → max

−2x1 + x2 = 2

x1 − 2x2 = 2

x1 + x2 5 5

x1, x2 = 0

Op¥t platí, ºe ve dvourozm¥rném prostoru to snadno vidíme z obrázku. Ve vícerozm¥rných
prostorech to jiº z°ejmé není a op¥t: k rozpoznání tohoto p°ípadu budeme pot°ebovat výpo£etní
aparát a hlub²í porozum¥ní.

2.3 Geometrický pohled na lineární programování

2.3.1 Bod. Uspo°ádanou n-tici (x1, . . . , xn) reálných £ísel m·ºeme pokládat za bod n-rozm¥r-
ného lineárního postoru Rn. Zárove¬ m·ºeme tyto n-tice pokládat za n-£lenné vektory, tj. n-tice
lze (po sloºkách) s£ítat a lze je násobit £íslem, p°i£emº výsledkem je zase n¥jaká n-tice £ísel, tedy
vektor (a bod).
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16 Kapitola 2. Lineární programování

x1

x2 −2x1 + x2 ≥ 2

x1 − 2x2 ≥ 2

x1 + x2 ≤ 5

Obrázek 2.6: �ádné p°ípustné °e²ení.

2.3.2 Lineární kombinace. M¥jme k bod· a1, . . . , ak v n-rozm¥rném prostoru a k reálných
£ísel t1, . . . , tk. Pak bod

t1a1 + t2a2 + . . .+ tkak

nazýváme lineární kombinací bod· a1, . . . , ak. �ísla t1, . . . , tk nazýváme koe�cienty lineární kom-
binace.

2.3.3 A�nní a konvexní kombinace jsou speciání p°ípady lineárních kombinací. Lineární
kombinaci t1a1 + t2a2 + . . .+ tkak bod· a1, . . . , ak nazýváme:

a�nní kombinací, jestliºe
∑k
i=1 ti = 1,

konvexní kombinací, jestliºe
∑k
i=1 ti = 1 a zárove¬ v²echna ti jsou nezáporná.

Máme-li dva r·zné body a, b, pak mnoºina v²ech jejich konvexních kombinací je úse£ka
s krajními body a, b a jejich a�nní kombinací je p°ímka t¥mito body procházející.

Máme-li t°i r·zné body a, b, c ∈ R3, které neleºí na p°ímce, pak mnoºina jejich konvexních
kombinací je trojúhelník s vrcholy a, b, c a jejich a�nní kombinace je rovina, která t¥mito body
prochází.

Na konvexní kombinaci se m·ºeme také dívat jako na sou°adnice t¥ºi²t¥ soustavy k hmotných
bod· a1, . . . , ak o hmotnostech t1, . . . , tk.

2.3.4 Konvexní mnoºina je taková mnoºina bod·, která s kaºdými dv¥ma svými body obsa-
huje i celou úse£ku, která tyto dva body spojuje.

P°íklady konvexních mnoºin jsou úse£ka, trojúhelník (v£etn¥ svého vnit°ku) nebo krychle (op¥t
v£etn¥ vnit°ku). Také jednoprvková mnoºina tvo°ená jediným bodem je konvexní mnoºinou.

P°íkladem mnoºiny, která není konvexní, je mnoºina bod·, které tvo°í hranici £tverce. Jiným
p°íkladem je mnoºina tvo°ená úse£kou a bodem, který na té úse£ce neleºí.

2.3.5 Nadrovina, poloprostor. Mnoºina bod· x = (x1, . . . , xn), které vyhovují rovnici

a1x1, . . . , anxn = b

(kde ai a b jsou dané konstanty), se nazývá nadrovina.
Mnoºina bod· x = (x1, . . . , xn), které vyhovují nerovnici

a1x1, . . . , anxn 5 b pop°. a1x1, . . . , anxn = b
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2.3. Geometrický pohled na lineární programování 17

(kde ai a b jsou dané konstanty), se nazývá poloprostor.
Kaºdý poloprostor i nadrovina jsou konvexními mnoºinami. Samoz°ejm¥ i celý prostor Rn je

konvexní mnoºinou.

2.3.6 Pr·nik konvexních mnoºin je konvexní mnoºina.

D·kaz: Soustavu konvexních mnoºin, z nich d¥láme pr·nik, ozna£me S. Vezm¥me libovolné dva
body z pr·niku. Úse£ka mezi t¥mito body leºí celá v kaºdé mnoºin¥ z S (nebo´ kaºdá tato mnoºina
je konvexní) a tudíº ta úse£ka leºí i v pr·niku mnoºin z S.

D·sledek: Mnoºina v²ech p°ípustných °e²ení úlohy LP je konvexní mnoºinou (nebo´ je pr·nikem
poloprostor· a nadrovin, coº jsou konvexní mnoºiny). Podobn¥ i mnoºina v²ech optimálních
°e²ení úlohy LP je konvexní mnoºinou (nebo´ je pr·nikem konvexní mnoºiny p°ípustných °e²ení a
nadroviny, která je ur£ena rovnicí L(x) = konstanta).

2.3.7 Uzav°ená mnoºina. Mnoºina bod· M se nazývá uzav°ená, kdyº pro kaºdou konver-
gentní posloupnost bod· z M limita této posloupnosti je také bodem mnoºiny M .

Prakticky to znamená, ºe mnoºina M obsahuje svou hranici. P°íkladem (v jednorozm¥rném
prostoru) je uzav°ený interval reálnách £ísel 〈a, b〉.

Mnoºina p°ípustných °e²ení úlohy LP je vºdy uzav°ená. V²echny omezující podmínky v LP
jsou zásadn¥ neostré nerovnosti (tedy nerovnosti typu �nebo rovno�), nebo jsou to rovnice (a tedy
vlastn¥ dv¥ opa£né neostré nerovnosti) práv¥ proto, aby mnoºina p°ípustných °e²ení byla uzav°ená.
Je to d·leºitá podmínka pro existenci optimálního °e²ení.

2.3.8 Omezená mnoºina. Mnoºina bod· se nazývá omezenou, je-li podmnoºinou n¥jaké (ko-
ne£n¥ velké) krychle.

Ekvivalentn¥, mnoºinaM je omezená, existuje-li konstantaK > 0 taková, ºe v²echny sou°adnice
v²ech bod· mnoºiny M jsou men²í neº K.

2.3.9 O exitenci optima. Z matematické analýzy je známo, ºe kaºdá spojitá funkce na
omezené a uzav°ené mnoºin¥ má minimum a maximum. Tedy, je-li mnoºina p°ípustných °e²ení
úlohy LP omezená, pak je zaru£eno, ºe tato úloha má optimální °e²ení.

2.3.10 Konvexní obal mnoºiny bod·M je mnoºina v²ech bod·, které lze získat jako konvexní
kombinace bod· mnoºiny M .

Tedy nap°. konvexním obalem t°í r·zných bod· a, b, c, které neleºí na p°ímce, je trojúhelník
s vrcholy a, b, c. Pokud tyto t°i body leºí na p°ímce, je jejich konvexním obalem úse£ka.

2.3.11 Krajní bod konvexní mnoºiny M je takový bod x ∈M , který není vnit°ním bodem
ºádné úse£ky, která leºí celá v M .

Krajními body £tverce (chápaného v£etn¥ jeho obvodu) jsou jeho vrcholy, ale jiné body na jeho
obvodu krajními body nejsou. Krajními body kruhu je v²ak celý jeho obvod.

2.3.12 Konvexní obal mnoºiny krajních bod·. Kaºdá omezená a uzav°ená konvexní mno-
ºina je konvexním obalem svých krajních bod·.

Je-li tedy mnoºina p°ípustných °e²ení úlohy LP omezená, lze ji elegantn¥ (a velmi srozumiteln¥)
popsat seznamem v²ech jejích krajních bod·. To je z praktického hlediska daleko uºite£n¥j²í neº
popis pomocí rovnic a nerovností.

2.3.13 Tvrzení. Má-li úloha LP optimální °e²ení, pak má (také) optimální °e²ení v n¥kterém
krajním bod¥ mnoºiny P v²ech p°ípustných °e²ení. Jinak °e£eno, úloha lineárního programování
m·ºe mít i jiná optimální °e²ení, ale n¥které z optimálních °e²ení je vºdy v krajním bod¥.
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18 Kapitola 2. Lineární programování

Platí dokonce více: Je-li mnoºina p°ípustných °e²ení úlohy LP omezená a je-li S mnoºina
v²ech krajních bod·, které jsou optimálními °e²eními této úlohy, pak mnoºina v²ech optimálních
°e²ení této úlohy je konvexním obalem mnoºiny S.

To má velmi praktický d·sledek: P°i hledání optimálních °e²ení LP se sta£í zajímat jen o krajní
body mnoºiny p°ípustných °e²ení a t¥ch, jak uvidíme dále, je kone£n¥ mnoho.

2.4 Kanonický tvar úlohy LP

2.4.1 Kanonický tvar úlohy LP má význam pro výpo£et. B¥ºná metoda výpo£tu, tzv.
simplexová metoda, totiº funguje jen pro úlohy v kanonickém tvaru. Obecná úloha se °e²í tak,
ºe se nejprve p°evede na (v jistém smyslu ekvivalentní) úlohu v kanonickém tvaru a z jejího °e²ení
se pak odvodí °e²ení p·vodní obecné úlohy. Podrobnosti vysv¥tlíme dále v 2.4.7.

Úloha lineárního programování je v kanonickém tvaru, jestliºe

� ú£elová funkce se maximalizuje,
� na v²echny prom¥nné se klade podmínka nezápornosti a
� v²echny strukturní podmínky jsou typu rovnice, tj. �=� a
� v£echny koe�cienty bi pravých stran jsou nezáporné (bi = 0).

Tytéº podmínky zapsány maticov¥ jsou:

cTx → max

Ax = b

x = 0

V²imn¥te si, ºe podmínka bi = 0 není sou£ástí zadání úlohy lineárního programování. Je to
podmínka, které musí vyhovovat zadání (koe�cienty pravých stran), aby se instance úlohy mohla
nazývat úlohou v kanonickém tvaru.

2.4.2 K £emu je kanonický tvar. P°evod na kanonický tvar má dvojí smysl:

� Se soustavami rovnic se dob°e po£ítá, zejména lze provád¥t ekvivalentní °ádkové úpravy, aniº
by to m¥lo vliv na mnoºinu p°ípustných °e²ení. S nerovnostmi se to tak jednodu²e d¥lat nedá.

� Úlohu v kanonickém tvaru lze mnohem jednodu²eji sd¥lit. K zadání úlohy v kanonickém tvaru
sta£í zadat cenový vektor c, matici A a vektor pravých stran b a nic víc. V²e ostatní plyne
z obecných vlastností úloh v kanonickém tvaru.

Jakoukoli obecnou úlohu lineárního programování lze p°evést na úlohu v kanonickém tvaru.

2.4.3 P°evod minimalizace na maximalizaci je snadný: sta£í obrátit znaménka u v²ech
koe�cient· ú£elové funkce.

2.4.4 P°evod podmínek pro jednotlivé prom¥nné se d¥lá pomocí substituce.
Jestliºe v p·vodní úloze je podmínka xj 5 0, pak provedeme substituci xj = −x′j . Podmínka

xj 5 0 tím p°ejde na podmínku nezápornosti x′j = 0. Po provedení výpo£tu ov²em je nutno
výslednou hodnotu p·vodní prom¥nné xj získat z hodnoty x′j zp¥tnou substitucí.

Jestliºe v p·vodní úloze není hodnota prom¥nné xj v·bec nijak omezena, je p°evod paradoxn¥
trochu sloºit¥j²í. V tomto p°ípad¥ pouºijeme substituci xj = x′j−x′′j , p°i£emº u nových prom¥nných
x′j a x

′′
j budeme poºadovat jejich nezápornost. Jinými slovy, kaºdý výskyt prom¥nné xj nahradíme

rozdílem dvou nezáporných prom¥nných. Po provedení výpo£tu pak hodnotu p·vodní prom¥nné
xj získáme zp¥tnou substitucí, tj. jako rozdíl on¥ch dvou prom¥nných.

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



2.4. Kanonický tvar úlohy LP 19

2.4.5 P°evod nerovností 5 na rovnice se d¥lá p°idáním nových, tzv. dopl¬kových prom¥n-
ných. Nerovnost typu 5 p°evedeme na rovnici tak, ºe (nezápornou) hodnotu, o kterou je levá
strana men²í, neº pravá, k levé stran¥ p°idáme jako hodnotu dopl¬kové prom¥nné, p°i£emº na tuto
novou prom¥nnou klademe poºadavek nezápornosti. Dopl¬ková prom¥nná má hodnotu rozdílu mezi
p·vodní levou a pravou stranou, je tedy rovna rezerv¥, s jakou je p·vodní nerovnost spln¥na.

Za kaºdou nerovnost, kterou takto p°evádíme na rovnici, p°idáváme samostatnou dopl¬kovou
prom¥nnou, £ímº zv¥t²ujeme dimenzi prostoru °e²ení.

Celkový po£et nerovností v úloze se zavedením dopl¬kových prom¥nných nezm¥ní. Podstatné
ov²em je, ºe nerovnosti ve strukturních omezujících podmínkách, se kterými se ²patn¥ pracuje, jsou
nahrazeny omezeními nezápornosti kladenými na dopl¬kové prom¥nné.

2.4.6 P°evod nerovností = na rovnice se d¥lá podobn¥, tedy také zavedením dopl¬kových
prom¥nných, ale v tomto p°ípad¥ dopl¬kové prom¥nné od levých stran nerovnosti ode£ítáme. Také
na tyto dopl¬kové prom¥nné klademe poºadavek nezápornosti.

2.4.7 Vztah úlohy v obecném a kanonickém tvaru. Má-li jedna z úloh p°ípustné °e²ení,
má je i druhá a lze ho i snadno získat.

Pokud p·vodní úloha m¥la p°ípustné °e²ení x1, . . . , xn, pak úloha v kanonickém tvaru, která
je výsledkem p°evodu, má rovn¥º p°ípustné °e²ení a to takové, ºe p·vodní prom¥nné své hodnoty
zachovají a dopl¬kové prom¥nné jsou rovny rozdíl·m mezi levou a pravou stranou, tedy vlastn¥
velikosti rezervy ve spln¥ní nerovnosti.

Také naopak, pokud úloha v kanonickém tvaru má p°ípustné °e²ení, pak vynecháním dopl¬ko-
vých prom¥nných dostaneme p°ípustné °e²ení p·vodní úlohy.

2.4.8 P°íklad. P°evedeme na kanonický tvar úlohu

2x1 + 3x2 → min

x1 − 2x2 5 2

−2x1 + x2 5 2

x1 + x2 = 5

x1, x2 = 0

Kv·li t°em strukturním podmínkám musíme zavést t°i dopl¬kové prom¥nné x3, x4, x5.

−2x1 −3x2 → max

x1 −2x2 +x3 = 2
−2x1 +x2 +x4 = 2
x1 +x −x5 = 5

x1, . . . , xn = 0

Vezm¥me libovolné p°ípustné °e²ení p·vodní úlohy, nap°. °e²ení (3, 4). Toto °e²ení spl¬uje
strukturní podmínky s rezervami po °ad¥ 7, 4 a 2. Bod (3, 4, 7, 4, 2) je °e²ením odpovídající úlohy
v kanonickém tvaru, p°i£emº rezervy 7, 4, 2 jsou hodnotami dopl¬kových prom¥nných x3, . . . , x5.

Naopak, vezmeme-li libovolné °e²ení kanonického tvaru úlohy, nap°. (4, 1, 0, 9, 0), pak prvé dv¥
sou°adnice (4, 1) jsou p°ípustným °e²ením p·vodní úlohy a hodnoty dopl¬kových prom¥nných
sd¥lují, s jakými rezervami jsou spln¥ny jednotlivé strukturní omezující podmínky. Nulová rezerva
znamená, ºe omezující podmínka je spln¥na �na doraz� a p°íslu²ný bod leºí na p°ímce (obecn¥
nadrovin¥), ur£ené tou omezující podmínkou.
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20 Kapitola 2. Lineární programování

2.5 Bázická p°ípustná °e²ení

V tomto oddíle se budeme zabývat p°ípustnými °e²eními úlohy v kanonickém tvaru, tj. nezápornými
°e²eními soustavy lineárních rovnic Ax = b a ukáºeme, jak to souvisí s mnoºinou krajních bod·
mnoºiny p°ípustných °e²ení.

Budeme p°edpokládat, ºe °ádky matice A jsou lineárn¥ nezávislé, tj. ºe hodnost matice A je
rovna po£tu °ádk· m. Pozd¥ji uvidíme, ºe tento p°edpoklad bývá v úlohách LP triviáln¥ spln¥n.

2.5.1 Sloupcový prostor je vektorový prostor generovaný v²emi sloupci matice A.
�e²íme-li soustavu rovnic Ax = b, pak vlastn¥ hledáme lineární kombinaci sloupc· matice A,

jejímº výsledkem je vektor pravých stran. Koe�cienty této lineární kombinace (pokud existuje)
jsou rovny sou°adnicím °e²ení x1, . . . , xn soustavy rovnic.

Úloha Ax = b má p°ípustné °e²ení práv¥ tehdy, kdyº vektor b je prvkem sloupcového prostoru,
tj. kdyº jej lze vygenerovat ze sloupc· matice A jako lineární kombinaci.

2.5.2 Bázické °e²ení soustavy rovnic Ax = b je jakékoli °e²ení x, které dostaneme takto:

� zvolíme mnoºinu sloupc· matice A, ozna£me je ati pro i = 1, . . . ,m, a to tak, aby tyto sloupce
tvo°ily bázi sloupcového prostoru generovaného v²emi sloupci matice A. T¥mto sloupc·m
budeme °íkat bázické sloupce.

� Ze sloupc· ati sestavíme £tvercovou matici A′ a °e²ením soustavy rovnic A′x = b dostaneme
hodnoty prom¥nných xti pro i = 1, . . . ,m. Tyto prom¥nné nazýváme bázickými prom¥nnými.

� Ostatní prom¥nné xj , kde j 6∈ {t1, . . . , tm}, poloºíme rovny nule. Tyto prom¥nné nazýváme
nebázickými prom¥nnými.

Jsou-li v²echny sou°adnice bázického °e²ení nezáporné, nazýváme toto °e²ení bázickým p°ípustným
°e²ením.

Dodejme, ºe matice A′ je regulární. Proto je bázické °e²ení jednozna£n¥ ur£eno výb¥rem
bázických sloupc·. To mimochodem znamená, ºe bázckých °e²ení je vºdy kone£n¥ mnoho, nem·ºe
jich být více neº

(
n
m

)
.

2.5.3 Jednotkový vektor je vektor, jehoº v²echny sou°adnice jsou nulové, pouze jedna sou-
°adnice má hodnotu 1. Jednotkový vektor, který má jedni£ku na i-tém míst¥, ozna£íme ei.

2.5.4 Kanonická báze je báze sloupcového prostoru, která je tvo°ena jednotkovými vektory,
které jsou sloupci matice A.

Ze sloupc·, které tvo°í kanonickou bázi, tedy lze sloºit jednotkovou matici °ádu m. Dodejme,
ºe sloupce, které tvo°í kanonickou bázi, se nemusí vyskytovat v matici A ve stejném po°adí jako
v jednotkové matici. Na po°adí nezáleºí.

2.5.5 �e²ení reprezentované tabulkou. Soustavu rovnic Ax = b lze bez ztráty informace
reprezentovat roz²í°enou maticí soustavy. Pokud matice soustavy A obsahuje kanonickou bázi
tvo°enou sloupci ati pro i = 1, . . . ,m, p°i£emº sloupec ati má jedni£ku na i-tém míst¥, pak bázické
°e²ení získané z této báze nazýváme °e²ením reprezentovaným tabulkou (p°i£emº tabulkou se zde
míní roz²í°ená matice soustavy).

Díky speciálnímu tvaru kanonické báze platí

xi = 0 pro nebázické prom¥nné
xtj = bj pro bázické prom¥nné

P°i výpo£tu LP budeme pracovat pouze s °e²eními, která budou reprezentována tabulkami,
p°i£emº dal²í tabulky budeme získávat ekvivalentními úpravami roz²í°ené matice soustavy.
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2.5.6 Krajní body a bázická p°ípustná °e²ení. Lze dokázat, ºe bod je bázickým p°ípustným
°e²ením práv¥ tehdy, kdyº je krajním bodem mnoºiny p°ípustných °e²ení.

D·sledek: soust°edíme se na bázická p°ípustná °e²ení.

2.5.7 Jordanova eliminace. Popí²eme metodu, jak z jedné tabulky, která obsahuje kanonickou
bázi, získat dal²í tabulku, která je s ní ekvivalentní a rovn¥º obsahuje kanonickou bázi.

� Zvolte nenulový klí£ový prvek aij 6= 0. Jak jej volit uvedeme dále.

� Klí£ový °ádek Ai vyd¥lte klí£ovým prvkem aij . Tím na míst¥ klí£ového prvku dostanete
jedni£ku.

� Ke kaºdému neklí£ovému °ádku p°i£t¥te takový násobek klí£ového °ádku, aby se hodnota
v klí£ovém sloupci vynulovala.

Toto budeme nazývat jedním krokem Jordanovy eliminace.
Provedením Jordanovy eliminace se zm¥ní kanonická báze. Z kanonické báze bude vylou£en

sloupec s indexem tj (tento sloupec se eliminací po²kodí) a bude nahrazen jednotkovým vektorem,
ktarý vznikne v klí£ovém sloupci j.

Pozor � má-li výsledná tabulka obsahovat kanonickou bázi, je t°eba Jordanovu eliminaci
d¥lat p°esn¥ vý²e uvedeným zp·sobem. Pouze klí£ový °ádek smí být násoben (£íslem r·zným od
jedni£ky). K ostatním °ádk·m smíme pouze p°i£ítat násobky °ádku klí£ového. Ov¥°te na p°íklad¥,
ºe jakýkoli jiný postup kanonickou bázi po²kodí.

2.5.8 Jak volit klí£ový prvek v daném sloupci j. Pokud °e²ení reprezentované tabulkou
bylo p°ípustné (tj. v²echny pravé strany byly nezáporné) a volíme-li klí£ový prvek tak, ºe

1. klí£ový prvek je kladný, tj. aij > 0 a
2. podíl bi/aij je minimální (nejbliº²í k nule),

pak po provedení Jordanovy eliminace bude °e²ení reprezentované tabulkou op¥t p°ípustné (tj.
v²echny pravé strany budou op¥t nezáporné).

Pokud klí£ový prvek ve sloupci zvolíte jinak (tj. poru²íte-li n¥které z vý²e uvedených
pravidel), dostanete v p°í²tí tabulce zápornou hodnotu na pravé stran¥ a °e²ení reprezentované
tabulkou tedy bude nep°ípustné. Vyzkou²ejte na p°íklad¥.

2.5.9 Sousední °e²ení. Dv¥ °e²ení, která jsou reprezentována tabulkami, které lze získat jednu
z druhé provedením jednoho kroku Jordanovy eliminace, nazýváme sousedními °e²eními.

Pokud mnoºinu p°ípustných °e²ení pokládáme za mnohost¥n v n-rozm¥rném prostoru, pak
sousední °e²ení jsou spojena hranou mnohost¥nu.

Aº na degenerované p°ípady má kaºdé bázické p°ípustné °e²ení nejvý²e n−m soused·. Soused·
je vºdy kone£n¥ mnoho.

2.5.10 Jak získat v²echna bázická p°ípustná °e²ení. P°edpokládejme, ºe máme tabulku,
která obsahuje kanonickou bázi (a tedy reprezentuje n¥jaké bázické p°ípustné °e²ení). Tuto tabulku
spolu s °e²ením, které reprezentuje, a s mnoºinou index· bázických sloupc·, za°a¤me jako první
poloºku seznamu.

Dále pro kaºdou tabulku v seznamu prove¤te kontrolu, zda v²echny sousední tabulky jsou také
obsaºeny v seznamu. Pokud ne, pak tuto tabulku vypo£t¥te (Jordanovou eliminací) a za°a¤te do
seznamu. Takto postupujte, dokud ke kaºdé tabulce nejsou v seznamu v²ichni sousedi.

Vzhledem k v¥t¥ 2.3.13, str. 17 by bylo moºné tímto zp·sobem najít optimální °e²ení, nebo´
v²ech bázických p°ípustných °e²ení je kone£n¥ mnoho (ur£it¥ ne více neº

(
n
m

)
). Pro velká n a m by

v²ak tento postup byl nerealizovatelný. Na²t¥stí existuje zp·sob, jak p°edem (je²t¥ p°ed provedením
Jordanovy eliminace) poznat, zda se ú£elová funkce zlep²í nebo zhor²í.
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2.5.11 Pohyb k sousednímu °e²ení po hran¥. M¥jme roz²í°enou matici soustavy s úplnou
kanonickou bází. V °e²ení reprezentovaném tabulkou cht¥jme zm¥nit (tj. zv¥t²it) nebázickou
sou°adnici xl o hodnotu ∆.

P°i zm¥n¥ je t°eba zachovat platnost v²ech rovnic. Toho lze nejjednodu²eji dosáhnout zm¥nami
bázických prom¥nných, protoºe kaºdá z nich má vliv pouze na jednu rovnici.

Výsledkem zm¥ny je °e²ení, které leºí na polop°ímce, jejímº krajním bodem je BP� repre-
zentované tabulkou a sm¥rový vektor bude odvozen z l-tého sloupce matice A. Body polop°ímky
budou mít tyto sou°adnice: xl = ∆, kaºdá bázická sou°adnice se zm¥ní z hodnoty xtj na hodnotu
xtj − ajl ·∆, ostatní sou°adnice budou nulové.

Kv·li sou°adnici xl musí být ∆ = 0. Proto mluvíme o polop°ímce.
Bázické sou°adnice xtj mohou p°i rostoucím ∆ r·st i klesat, záleºí to na hodnotách prvk· ve

sloupci l. Pokud ºádná bázická sou°adnice neklesá (tj. ve sloupci al není ºádný kladný prvek), pak
pro v²echna ∆ = 0 dostáváme p°ípustné °e²ení. Tímto pon¥kud zvlá²tním p°ípadem, se budeme
zabývat dále v 2.6.10.

Pokud p°i rostoucím ∆ n¥která sou°adnice klesá, pak nejmen²í (první) kladná hodnota ∆, p°i
které se n¥která sou°adnice xk vynuluje, je rovna bk/akl pro n¥které k. P°i této hodnot¥ ∆ máme
v²echny sou°adnice nezáporné, a po£et nenulových prom¥nných op¥t nep°esahuje m.

Výsledné sou°adnice jsou rovny bázickému p°ípustnému °e²ení, které bychom dostali Jordano-
vou eliminací, kdybychom jako klí£ový prvek zvolili akl. (Op¥t, ov¥°te na p°íklad¥.) V²mn¥te si, ºe
hodnota ∆ = bk/akl je rovna minimálnímu podílu bi/aij z 2.5.8.

K sousednímu bázickému p°íustnému °e²ení (tj. k sousednímu vrcholu mnohost¥nu) se tedy
m·ºeme dostat dv¥ma zp·soby: pohybem po hran¥, nebo Jordanovou eliminací.

2.5.12 Zm¥na ú£elové funkce p°i pohybu k sousednímu °e²ení po hran¥. Sledujeme-li
zm¥nu ú£elové funkce p°i pohybu po hran¥ k sousednímu °e²ení, pak zm¥na ú£elové fce je p°mo
úm¥rná velikosti parametru ∆ a závisí na cenových koe�cientech cl a ct1 , . . . , ctm a to tak, ºe
p°ír·stek ú£elové funkce je roven

−

((
m∑
i=1

cti · ail

)
− cl

)
·∆ .

M·ºete si to ov¥°it tím, ºe se£tete zm¥ny jednotlivých sou°adnic vynásobené jejich cenovými
koe�cienty. Zkuste si to alespo¬ na p°íklad¥.

Výraz ve vn¥j²í závorce je velmi d·leºitý a vºilo se pro n¥j ozna£ení (zj − cj). Budeme jej
nazývat relativní cenou. P°ír·stek ú£elové funkce tedy je roven

−(zj − cj) ·∆ .

Pon¥vadº víme, p°i jakém ∆ se dostaneme do sousedního bázického p°ípustného °e²ení, m·ºeme
tak snadno p°edpov¥d¥t p°ír·stek ú£elové funkce i pro Jordanovu eliminaci a to je²t¥ p°ed tím, neº
ji provedeme.

Zejména je d·leºité, ºe podle relativní ceny lze velmi snadno poznat, zda hrana (úse£ka
nebo polop°ímka) vede sm¥rem k lep²ím (tj. v¥t²ím) hodnotám ú£elové funkce. Toto zji²t¥ní má
dalekosáhlé d·sledky, kerými se budeme zabývat dále. Nejd·leºit¥j²í z nich je tzv. sipmplexová
metoda.

2.6 Základní simplexová metoda

V tomto oddíle vyloºíme pouze základní simplexovou metodu. Omezíme se na p°ípad, kdy roz²í°ená
matice soustavy lineárních rovnic Ax = b obsahuje úplnou kanonickou bázi. P°ípadem, kdy tento
p°edpoklad není spln¥n, se budeme zabývat v dal²ím oddíle 2.7

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40
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Simplexová metoda, velmi zhruba °e£eno, spo£ívá v opakovaném provád¥ní Jordanovy elimi-
nace, geometricky jde o pohyb po hranách mnohost¥nu p°ípustných °e²ení. P°itom hranu, po které
p·jdeme dál tedy klí£ový prvek pro Jordanovu eliminaci, vybíráme podle relativních cen tak, aby
se ú£elová �nkce zv¥t²ovala.

2.6.1 P°edov¥¤ zm¥ny ú£elové funkce p°ed Jordanovou eliminací. Provedením Jorda-
novy eliminace získáme tabulku, která reprezentuje sousední bázické p°ípustné °e²ení (sousední
bod mnohost¥nu) a do téhoº bodu se dostaneme p°i pohybu po hran¥ k sousednímu °e²ení, jak je
popsáno v 2.5.11. Navíc, podle 2.5.12 jiº víme, ºe p°ír·stek ú£elové funkce je roven

−(zj − cj) ·
bi
aij

,

kde (zj − cj) je tzv. relativní cena.

2.6.2 Relativní cena pro sloupec j je de�nována vzorcem

(zj − cj) =

(
m∑
i=1

cti · aij

)
− cj .

Je-li sloupec j v bázi, je vºdy (zj − cj) = 0.

2.6.3 P°ír·stek ú£elové funkce v p°í²tím kroku Jordanovy eliminace p°i volb¥ klí£ového
prvku aij bude roven

−(zj − cj) ·
bi
aij

D·kaz:

Poznámka: Z tohoto tvrzení lze velmi jednodu²e odvodit °adu d·leºitých tvrzení. V tomto
smyslu jde o jakési �zlaté pravidlo lineárního programování�.

2.6.4 Simplexová metoda. Pro výchozí tabulku vypo£t¥te relativní ceny. Dokud existuje
záporná relativní cena opakujte následující:

� Vyber klí£ový sloupec l, aby zl − cl < 0.
� Vyber klí£ový °ádek k podle pravidla 2.5.8 pro výb¥r klí£ového prvku ve sloupci.
� Jordanovou eliminací spo£ti novou tabulku.
� Vypo£ti nové relativní ceny.

2.6.5 Simplexová tabulka. Ru£ní výpo£et se d¥lá v tzv. simplexové tabulce tohoto tvaru:

cT max

cB ti A b

(z − c)T L

Základ simplexové tabulky tvo°í roz²í°ená matice soustavy rovnic (A |b). Nad maticí A je °ádek
cenových koe�cient· cT. Tento °ádek se (jako jediný) b¥hem výpo£tu nem¥ní, proto jej do dal²ích
tabulek zpravidla neopisujeme.

Vlevo od matice A jsou dva sloupce. Blíºe k matici A je sloupec index· ti, které ukazují na
sloupce tvo°ící kanonickou bázi. Vlevo od n¥j je vektor bázických cenových koe�cient· cB . Jeho
i-tá sloºka je cenový koe�cient cti .

Pod maticí A je °ádek relativních cen (z − c). Vpravo od n¥j, pod sloupcem pravých stran, je
hodnota ú£elové funkce °e²ení, které je reprezentováno touto tabulkou. Je to skalární sou£in cTBb.
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2.6.6 P°íklad výpo£tu simplexovou metodou. �e²me p°íklad 2.2.2, str. 12. P°evod na
kanonický tvar viz 2.4.8

2 3 0 0 0 max
0 3. 1 −2 1 0 0 2
0 4. −2 1 0 1 0 2
0 5. 1 1 0 0 1 5

−2 −3 0 0 0 0
0 3. −3 0 1 2 0 6
3 2. −2 1 0 1 0 2
0 5. 3 0 0 −1 1 3

−8 0 0 3 0 6
0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 2 2/3 14

Prvý °ádek, který obsahuje cenový vektor, se b¥hem výpo£tu nem¥ní, proto se v tabulce
neopisuje.

2.6.7 Jak volit klí£ový sloupec. P°edev²ím je t°eba zd·raznit, ºe jako klí£ový sloupec m·ºete
volit libovolný nebázický sloupec. Jen musíte být p°ipraveni na to, ºe nevhodnou volbou m·ºete
ú£elovou funkci zhor²it. Obvykle v²ak chceme ú£elovou funkci zlep²ovat, k tomu je nutné volit
klí£ový sloupec se zápornou relativní cenou. �asto v²ak máme n¥kolik moºností.

Základní pravidla pro volbu klí£ového sloupce jsou:

1. volit sloupec s nejvíce zápornou relativní cenou,
2. volit sloupec tak, aby byl p°ír·stek ú£elové funkce nejv¥t²í,
3. volit zleva prvý sloupec se zápornou relativní cenou.

Výb¥r podle pravidla 3 je nejmén¥ pracný, ale p°ír·stky ú£elové funkce jsou v pr·m¥ru hor²í
neº u ostatních pravidel. Toto pravidlo má význam zejména jako ochrana p°ed zacyklením výpo£tu
v p°ípad¥ tzv. degenerace, viz dále v 2.6.8.

Pravidlo 2 naopak poskytuje v pr·m¥ru nejlep²í (tj. nejv¥t²í) p°ír·stky ú£elové funkce a tedy
výpo£et s nejmen²ím pr·m¥rným po£tem iterací. Bohuºel námaha (objem výpo£t·) nutná pro
výb¥r klí£ového prvku není zanedbatelná a zpravidla p°eváºí. Navíc, toto pravidlo nic nezaru£uje,
úspora v po£tu iterací je nevýrazná a existují úlohy, kdy chamtivá snaha o co nejv¥t²í okamºitý
zisk vede k situaci (tabulce), ze které cesta k optimu vede p°es velký po£et simplexových tabulek,
viz p°íklad na obrázku 2.7

Jako dobrý kompromis se tedy jeví pravidlo 1, tedy výb¥r sloupce s nejzáporn¥j²í relativní
cenou. Výb¥r minima z relativních cen je pom¥rn¥ snadný a p°ír·stky ú£elové funkce jsou v pr·m¥ru
lep²í neº u pravidla 3.

2.6.8 Degenerované °e²ení je takové bázické °e²ení, v n¥mº je n¥která bázická sou°adnice
rovna nule. V simplexové tabulce je n¥která pravá strana nulová.

Pro£ to vadí: I kdyº zvolíme klí£ový sloupec se zápornou relativní cenou, pokud vyjde klí£ový
prvek do °ádku i s nulovou pravou stranou bi, bude p°ír·stek ú£elové funkce nulový. Pravd¥podob-
nost, ºe se to stane, je pom¥rn¥ vysoká, nebo´ sta£í, aby bylo aij > 0 a pravidlo 2.5.8 nemilosrdn¥
vybere v j-tém °ádku jako klí£ový prvek zrovna aij .

Moºnost nulového p°ír·stku ú£elové funkce vzbuzuje obavu, zda výpo£et simplexovou metodou
v·bec n¥kdy skon£í. Co kdyº se nulový p°ír·stek bude opakovat v kaºdém kroku simplexové
metody?
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x

y

Obrázek 2.7: P°íklad, ºe chamtivá snaha o co nejv¥t²í okamºitý p°ír·stek ú£elové funkce m·ºe vést
k velmi dlouhému výpo£tu (viz 2.6.7).

Ukazuje se, ºe tato moºnost nekone£ného výpo£tu je reálná. Existuje (um¥le vymy²lený) p°íklad
úlohy, kde simplexová metoda s volbou klí£ového sloupce podle pravidla 2.6.7(1) opravdu nikdy
neskon£í, neustále se opakuje táº posloupnost n¥kolika simplexových tabulek, výpo£et se zacyklí.

V literatu°e se uvádí, ºe v praktických úlohách zacyklení nebylo zaznamenáno, údajn¥ �díky�
zaokrouhlovacím chybám, které výpo£et z cyklu vyvedou. Je ov²em lep²í mít jistotu. Na²t¥stí
existuje velmi jednoduchá pomoc. Je dokázáno, ºe p°i volb¥ klí£ového sloupce podle pravidla
2.6.7(3) se výpo£et nem·ºe zacyklit. Praktická rada tedy je tato:

Za normálních okolností volte klí£ový sloupec podle pravidla 1 (tedy nejzáporn¥j²í
relativní cenu), ale pokud se vyskytne nulový p°ír·stek ú£elové funkce, pak, dokud je
°e²ení degenerované, pouºívejte pravidlo 3 (prvý sloupec se zápornou relativní cenou).

Dal²í komplikace s degenerovaným °e²ením je ta, ºe ne vºdy hned poznáme optimální °e²ení.
Degenerované °e²ení totiº je bázickým °e²ením pro n¥kolik r·zných bází. M·ºe se tedy stát, ºe °e²ení
reprezentované tabulkou jiº je de facto optimální, ale ne v²echny relativní ceny jsou nezáporné.
Ve výpo£tu tedy je nutno pokra£ovat, p°i£emº následující simplexové tabulky reprezentují £íseln¥
totéº °e²ení, ale vyjád°ené v jiné bázi. Viz p°íklad 2.6.9.

Poznámka: Je-li volba klí£ového prvku ve sloupci nejednozna£ná, tj. pokud se minimální podíl
bi/aij nabývá pro dva nebo více °ádk· i, není to nic závadného, klidn¥ zvolte kterýkoli z nich.
V následující simplexové tabulce pak vyjde na pravé stran¥ aspo¬ jedna nula a to v °ádku, který
není klí£ový, ale týkal se jej onen minimální podíl. �e²ení reprezentované touto následující tabulkou
bude tedy degenerované.

2.6.9 P°íklad � degenerace.

4x1 + x2 + 4x3 + 3x4 → max

x1 + x2 + 2x4 5 2

2x1 + x2 + 4x3 5 5

x1 + 4x2 + 2x3 + 4x4 5 2

x1, . . . , x4 = 0
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4 1 4 3 0 0 0 max
0 5. 1 1 0 2 1 0 0 2
0 6. 2 1 4 0 0 1 0 5
0 7. 1 4 2 4 0 0 1 2

−4 −1 −4 −3 0 0 0 0
4 1. 1 1 0 2 1 0 0 2
0 6. 0 −1 4 −4 −2 1 0 1
0 7. 0 3 2 2 −1 0 1 0

0 3 −4 5 4 0 0 8
4 1. 1 1 0 2 1 0 0 2
0 6. 0 −7 0 −8 0 1 −2 1
4 3. 0 1 1/2 1 1 − 1/2 0 1/2 0

0 9 0 9 2 0 2 8

V první tabulce volíme prvý sloupec jako klí£ový, nebo´ je zde nejzáporn¥j²í relativní cena.
Volba klí£ového prvku v tomto sloupci je nejednozna£ná. Tedy je²t¥ p°ed provedením Jordanovy
eliminace víme, ºe p°í²tí tabulka bude obsahovat degenerované °e²ení. �e²ení reprezentované touto
(první) tabulkou ov²em degenerované není.

�e²ení reprezentované druhou tabulkou je degenerované (jak jsme jiº d°íve p°edpov¥d¥li).
Pozd¥ji se ukáºe, ºe toto °e²ení jiº de facto je optimální, ale podle relativních cen to tak nevypadá.
Chceme-li optimální °e²ení, musíme pokra£ovat volbou klí£ového prvku ve t°etím sloupci. V²imn¥te
si, ºe díky nule na pravé stran¥ volíme klí£ový prvek a33. D·sledkem je, ºe ú£elová funkce nevzroste.

V dal²í (t°etí) tabulce jiº víme, ºe máme optimální °e²ení. Je to ov²em stejné °e²ení jako
v p°edchozí tabulce, pouze je vyjád°eno v jiné bázi.

2.6.10 Shora neomezená ú£elová funkce. Jde o p°ípad znázorn¥ný na obrázku 2.4, str. 14.
Úloha má p°ípustné °e²ení, dokonce jich má mnoho, ale ºádné z nich není optimální, nebo´ ke
kaºdému z nich existuje p°ípustné °e²ení s lep²í ú£elovou funkcí.

Tuto situaci lze p°i výpo£tu simplexovou metodou poznat pom¥rn¥ snadno:

� nebázický sloupec aj má v²echny prvky nekladné, tj. aij 5 0,
� p°íslu²ná relativní cena je záporná, tj. (zj − cj) < 0.

V takovém p°ípad¥, vezmeme-li polop°ímku zmín¥nou v 2.5.11, str. 22, pak v²echny body této
polop°ímky jsou p°ípustnými °e²eními, nebo´ pro rostoucí ∆ v²echny rovnice z·stávají zachovány
a ºádná sou°adnice neklesá. Hodnota ú£elové funkce je pro kaºdý bod této polop°ímky rovna
L(x) − (zj − cj) · ∆. To znamená, ºe zvolíme-li dostate£n¥ velké ∆, m·ºeme na této polop°ímce
dostat p°ípustné °e²ení s libovoln¥ vysokou hodnotou ú£elové funkce.

V takovém p°ípad¥ tedy optimum neexistuje. Je-li cílem úlohy nalezení optima, nemá smysl
po£ítat dál, a to ani kdyby to ²lo, tj. i kdyby bylo moºno zvolit klí£ový prvek v n¥jakém dal²ím
sloupci se zápornou relativní cenou. Sice bychom na²li bázické p°ípustné °e²ení s lep²í ú£elovou
funkcí, na faktu neomezenosti to ov²em nic zm¥nit nem·ºe, pouze bychom se zbyte£n¥ namáhali.

Poznámka: Pokud p°i °e²ení praktické úlohy zjistíte, ºe ú£elová funkce je shora neomezená,
zpravidla to znamená, ºe v zadání úlohy chybí n¥jaká docela podstatná omezující podmínka.

2.6.11 P°íklad � neomezená ú£elová funkce. �e²me úlohu 2.2.5, str. 14. Pro pohodlí
£tená°e zde zopakujeme její zadání i obrázek 2.8:

2x1 + 3x2 → max

x1 − 2x2 5 2

−2x1 + x2 5 2

x1 = 0

x2 = 0
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2 3 0 0 max
0 3. 1 −2 1 0 2
0 4. −2 1 0 1 2

−2 −3 0 0 0
0 3. −3 0 1 2 6
3 2. −2 1 0 1 2

−8 0 0 3 6

Druhá tabulka reprezentuje °e²ení (0, 2, 6, 0). Díky relativní cen¥ (z1−c1) = −8 toto °e²ení nelze
pokládat za optimální, ale ve výpo£tu simplexovou metodou pokra£ovat nelze, protoºe v prvém
sloupci není prvek, který by mohl být pouºit jako klí£ový.

Relativní cena (z1 − c1) = −8 nazna£uje, ºe by bylo vhodné zvy²ovat prvou sou°adnici.
Vyjd¥me tedy z bodu (0, 2, 6, 0) a pohybujme se po hran¥ podle 2.5.11. V²echny body polop°ímky
(0, 2, 6, 0) + ∆(1, 2, 3, 0) jsou p°ípustnými °e²eními. Pro bod polop°ímky daný parametrem ∆ je
podle 2.6.1 hodnota ú£elové funkce rovna −(z1 − c1) · ∆ = −(−8)∆ = 8∆. Ú£elová funkce m·ºe
nabývat libovoln¥ vysokých hodnot, sta£í zvolit vhodné ∆ > 0.

x1

x2 −2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 2

2x1 + 3x2 → max

Obrázek 2.8: Neomezená ú£elová funkce, úloha nemá optimální °e²ení.

Jako cvi£ení ov¥°te, ºe i kdybychom v prvé simplexové tabulce zvolili klí£ový prvek v prvním
sloupci, dostali bychom sice jiný bod a jinou polop°ímku, ale záv¥r, ºe ú£elová funkce je shora
neomezená, by byl stejný. Najd¥te ob¥ polop°ímky na obrázku 2.8.

2.6.12 Jednozna£nost optimálního °e²ení. Jsou-li relativní ceny v²ech nebázických sloupc·
kladné, pak °e²ení reprezentované touto simplexovou tabulkou je jediným optimálním °e²ením. Je
totiº nejen optimální, ale navíc v²echny sm¥ry k sousedním bázickým p°ípustným °e²ením vedou
ve sm¥ru k ost°e hor²ím °e²ením.

V ostatních p°ípadech optimálního °e²ení, tj. kdyº

� °e²ení reprezentované tabulkou je optimální,
� existuje nebázický sloupec s nulovou relativní cenou,

pak (aº na výjimku degenerovaného p°ípadu) existuje dal²í optimální °e²ení. Toto °e²ení zpravidla
dostaneme jako sousední bázické p°ípustné °e²ení, které má stejnou hodnotu ú£elové funkce a je
tedy také optimální.

M·ºe se také stát, ºe v pat°i£ném sm¥ru sousední °e²ení neexistuje, z bodu reprezentovaného
tabulkou vychází polop°ímka zmín¥ná v 2.5.11 a pon¥vadº (zj − cj) = 0, mají v²echny body
polop°ímky stejnou ú£elovou funkci. A pon¥vadº po£áte£ní bod polop°ímky je optimálním °e²ením,
jsou optimálními °e²eními v²echny body polop°ímky.
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P°ipome¬me, ºe mnoºina optimálních °e²ení je vºdy konvexní. Máme-li tedy dv¥ r·zná opti-
mální °e²ení, pak v²echny body úse£ky, která tato dv¥ °e²ení spojuje, jsou optimálními °e²eními.

Chceme-li získat v²echna optimální °e²ení, je t°eba nejprve najít v²echy krajní body, které jsou
optimálními °e²eními (d¥lá se to podobn¥ jako hledání v²ech BP�). Dále je t°eba najít v²echny
p°ípadné krajní sm¥ry, které z t¥chto bod· vycházejí. Mnoºina v²ech optimálních °e²ení pak je
konvexním obalem v²ech t¥chto bod·.

2.7 Um¥lé prom¥nné

2.7.1 Existence p°ípustného °e²ení. Máme-li úlohu LP v kanonickém tvaru a její simplexová
tabulka obsahuje úplnou kanonickou bázi, pak tato úloha má p°ípustné °e²ení. Konkrétn¥ totiº nap°.
°e²ení reprezentované touto simplexovou tabulkou je bázickým p°ípustným °e²ením.

Pokud úplnou kanonickou bázi v simplexové tabulce nemáme, p°ípustné °e²ení dané úlohy m·ºe
a nemusí existovat. A práv¥ o tom pojednává tato sekce.

2.7.2 Um¥lé prom¥nné a M-úloha. Jestliºe výchozí simplexová tabulka neobsahuje úplnou
kanonickou bázi, úvahy uvedené v p°edchozím oddíle 2.6 neplatí, nebo´ tyto úvahy závisely na
p°edpokladu, ºe úplnou kanonickou bázi v tabulce máme. Lze si v²ak snadno pomoci:

Chyb¥jící bázické sloupce zcela formáln¥ do simplexové tabulky p°idáme. Prom¥nné odpoví-
dající t¥mto sloupc·m nazýváme um¥lými prom¥nnými. Aby výsledná úloha byla v kanonickém
tvaru, poºadujeme i pro um¥lé prom¥nné jejich nezápornost.

Trik je zaloºen na této úvaze: Pokud se p°i výpo£tu poda°í v²echny um¥lé prom¥nné vynulovat,
bude je moºno ze simplexové tabulky odstranit, a to, co zbude, bude p°ípustným °e²ením p·vodní
úlohy. K vynulování um¥lých prom¥nných pouºijeme jiº známou simplexovou metodu a vhodnou
�cenovou politiku�.

Cenové koe�cienty um¥lých prom¥nných proto volíme rovny −M , kde M � 0. Záporné
ceny volíme proto, aby maximalizace ú£elové funkce m¥la za následek zmen²ení hodnot um¥lých
prom¥nných, hodnoty um¥lých prom¥nných jsou zápornými cenami �tla£eny k nule� . Zárove¬ tyto
ceny pot°ebujeme �velmi záporné� (a tedy hodnotu M � 0), aby vliv t¥chto cenových koe�cient·
−M zaru£en¥ p°eváºil nad cenami p·vodních, tj. ne-um¥lých prom¥nných.

Takto vzniklou roz²í°enou úlohu LP nazýváme M -úlohou.
Um¥lé prom¥nné byly do M -úlohy p°idány ze zcela formálních d·vod·, reálný význam od nich

nebyl poºadován (jsou um¥lé), lze je v²ak chápat i tak, ºe vyjad°ují míru nespln¥ní omezujících
podmínek. Pokud um¥lé prom¥nné vynulujete, máte p°ípustné °e²ení.

2.7.3 Konstanta M . Konstantu M je t°eba volit tak, aby její vliv v cenových koe�cientech
p°eváºil nad vlivem jiných cenových koe�cient·. Hodnota M nemusí být nekone£ná (s tou by se
²patn¥ po£ítalo). Sta£í, aby M > m · (max |cj |) · (max |xj |)/(min |xj |), kde max |xj |) a (min |xj |)
jsou maximální a minimální absolutní hodnota nenulové sou°adnice n¥kterého BP� a (max |cj |) je
maximum absolutních hodnot v²ech cenových koe�cient· p·vodní úlohy.

Samoz°ejm¥ lze zvolit i konstantu v¥t²í, p°edem se v²ak obtíºn¥ odhaduje jak velkou. Navíc
výpo£et s tak velkými £ísly by byl zatíºen zna£nými zaokrouhlovacími chybami.

Proto se konstanta M pouºívá jen v teoretických úvahách. P°i praktickém výpo£tu konstantu
M pouºíváme jen formáln¥: V²echny relativní ceny a v²echny vybrané cenové koe�cienty cB
chápeme jako výrazy tvaru p + qM , kde p, q jsou reálná £ísla. Výraz p + qM lze zaznamenat
jako uspo°ádanou dvojici £ísel (p, q). Tyto dvojice lze po sloºkách se£ítat, lze je po sloºkách násobit
£íslem. Pot°ebujeme-li tyto výrazy porovnávat, °ídíme se nejprve podle koe�cient· u M a teprve
kdyº ty nerozhodnou, porovnáme absolutní £leny výraz·. Tedy

p+ qM < p′ + q′M ⇐⇒ (q < q′) nebo [(q = q′) a (p < p′)]
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Pokud chcete mít v simplexové tabulce jen oby£ejná £ísla a ne výrazy typu p+qM , lze to vy°e²it
tak, ºe °ádek relativních cen nahradíte dv¥ma °ádky, z nichº jeden bude obsahovat koe�cienty uM
a druhý bude obsahovat absolutní £leny. Dobrá zpráva je, ºe Jordanovu eliminaci lze d¥lat s ob¥ma
t¥mito °ádkami samostatn¥.

2.7.4 M-úloha má vºdy p°ípustné °e²ení, nebo´ je to úloha v kanonickém tvaru a má úplnou
kanonickou bázi. Tím nic ne°íkáme o existenci p°ípustného °e²ení p·vodní úlohy.

2.7.5 Neexistence p°ípustného °e²ení. Pokud optimální °e²ení M -úlohy má alespo¬ jednu
um¥lou prom¥nnou nenulovou (tedy kladnou), tj. pokud ú£elová funkce tohoto °e²ení je p − qM
pro n¥jaké nenulové q > 0, pak p·vodní úloha nemá ºádné p°ípustné °e²ení.

D·kaz: Kdyby totiº n¥jaké p°ípustné °e²ení m¥la, pak by toto °e²ení, dopln¥né o nulové um¥lé
prom¥nné, bylo lep²ím °e²ením M -úlohy, neº nalezené optimální °e²ení, nebo´ hodnota ú£elové
funkce by m¥la nulovou sloºku q. To je ov²em spor, protoºe ºádné °e²ení mem·ºe být lep²í neº
optimální. P·vodní úloha tedy nemá ºádné p°ípustné °e²ení.

2.7.6 Existence p°ípustného °e²ení. Kdyº n¥jaké p°ípustné °e²ení M -úlohy má v²echny
um¥lé prom¥nné nulové, pak vynecháním um¥lých prom¥nných dostaneme p°ípustné °e²ení p·vodní
úlohy.

2.7.7 Optimální °e²ení M-úlohy. Je-li °e²ení M -úlohy optimální a má v²echny um¥lé pro-
m¥nné rovny nule, pak vynecháním um¥lých prom¥nných dostaneme °e²ení, které je nejen p°ípust-
ným, ale dokonce optimálním °e²ením p·vodní úlohy.

2.7.8 P°íklad � neexistence p°ípustného °e²ení. �e²me tuto úlohu (viz obr. 2.9):

2x1 + 3x2 → max

2x1 − x2 = 2

−x1 + 2x2 = 2

x1 + x2 5 3

x1, x2 = 0

x1

x2

2x1 − x2 ≥ 2

−x1 + 2x2 ≥ 2

x1 + x2 ≤ 3

Obrázek 2.9: P°íklad k M -úloze � nemá p°ípustné °e²ení (viz 2.7.8).

Po p°evodu na kanonický tvar dostaneme úlohu s touto simplexovou tabulkou:
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2 3 0 0 0 max
. 2 −1 −1 0 0 2
. −1 2 0 −1 0 2

0 5. 1 1 0 0 1 3

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bázi, proto ani nemá smysl po£ítat relativní ceny zj − cj .
Po dopln¥ní dvou um¥lých prom¥nných dostaneme simplexovou tabulku:

2 3 0 0 0 −M −M max
−M 6. 2 −1 −1 0 0 1 0 2
−M 7. −1 2 0 −1 0 0 1 2

0 5. 1 1 0 0 1 0 0 3
−2 −3 0 0 0 0 0 0
−M −M M M 0 0 0 −4M

�ádek relativních cen zj − cj je zde rozd¥len na dv¥ £ásti. V horní je sloºka �bez M � a v dolní
polovin¥ °ádky je sloºka �s násobky M � . Tedy nap°. pro prvý sloupec je z1 − c1 = −2−M .

2 3 0 0 0 −M −M max
−M 6. 2 −1 −1 0 0 1 0 2
−M 7. −1 2 0 −1 0 0 1 2

0 5. 1 1 0 0 1 0 0 3
−2 −3 0 0 0 0 0 0
−M −M M M 0 0 0 −4M

−M 6. 1 + 1/2 0 −1 − 1/2 0 1 1/2 3
3 2. −1/2 1 0 − 1/2 0 0 1/2 1
0 5. 1 + 1/2 0 0 1/2 1 0 − 1/2 2

−3− 1/2 0 0 −1 1/2 0 0 1 1/2 3
−M − 1/2M 0 M 1/2M 0 0 1/2M −3M

−M 6. 0 0 −1 −1 −1 1 1 1
3 2. 0 1 0 − 1/3

1/3 0 1/3 1 2/3
2 1. 1 0 0 1/3

2/3 0 − 1/3 1 1/3
0 0 0 − 1/3 2 1/3 0 1/3 7 2/3
0 0 M M M 0 0 −M

M -úloha má optimální °e²ení (1 1/3, 1
2/3, 0, 0, 0, 1, 0)T . V tomto °e²ení je um¥lá prom¥nná x6 = 1

nenulová. �e je n¥která um¥lá prom¥nná nenulová, je na první pohled vid¥t z hodnoty ú£elové
funkce L = −M+7 2/3, konkrétn¥ z nenulové sloºky −M . P·vodní úloha tedy nemá ºádné p°ípustné
°e²ení.

2.7.9 P°íklad � optimální °e²ení. �e²me úlohu (viz obr. 2.10), která se od úlohy 2.7.8 jen
nepatrn¥ li²í na pravé stran¥ t°etí strukturní podmínky:

2x1 + 3x2 → max

2x1 − x2 = 2

−x1 + 2x2 = 2

x1 + x2 5 5

x1, x2 = 0

Podobn¥ jako v úloze 2.7.8 je t°eba p°idat dv¥ um¥lé prom¥nné.
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2 3 0 0 0 −M −M max
−M 6. 2 −1 −1 0 0 1 0 2
−M 7. −1 2 0 −1 0 0 1 2

0 5. 1 1 0 0 1 0 0 5
−2 −3 0 0 0 0 0 0
−m −M M M 0 0 0 −4M

−M 6. 1 + 1/2 0 −1 − 1/2 0 1 1/2 3
3 2. −1/2 1 0 − 1/2 0 0 1/2 1
0 5. 1 + 1/2 0 0 1/2 1 0 − 1/2 4

−3− 1/2 0 0 −1 1/2 0 0 1 1/2 3
−M − 1/2M 0 M 1/2M 0 0 1/2M −3M

2 1. 1 0 − 2/3 − 1/3 0 2/3
1/3 2

3 2. 0 1 − 1/3 − 2/3 0 1/3
2/3 2

0 5. 0 0 1 1 1 −1 −1 1
0 0 −2 1/3 −2 2/3 0 2 1/3 2 2/3 10
0 0 0 0 0 M M 0

2 1. 1 0 − 1/3 0 1/3
1/3 0 2 1/3

3 2. 0 1 1/3 0 2/3 − 1/3 0 2 2/3
0 4. 0 0 1 1 1 −1 −1 1

0 0 1/3 0 2 2/3 − 1/3 0 12 2/3
0 0 0 0 0 M M 0

Zde optimální °e²ení M -úlohy je (2 1/3, 2
2/3, 0, 1, 0, 0, 0)T . Ob¥ um¥lé prom¥nné jsou zde nulové,

tedy vektor (2 1/3, 2
2/3, 0, 1, 0)T je optimálním (a p°ípustným) °e²ením úlohy v kanonickém tvaru a

vektor (2 1/3, 2
2/3)T je optimálním °e²ením p·vodní úlohy.

2x1 + 3x2 → max

x1

x2

2x1 − x2 ≥ 2

−x1 + 2x2 ≥ 2

x1 + x2 ≤ 5

Obrázek 2.10: P°íklad k M -úloze � má optimální °e²ení (viz 2.7.9).

Poznámka: V²imn¥te si, ºe jiº ve 3. simplexové tabulce bylo jasné, ºe p·vodní úloha má
p°ípustné °e²ení, nebo´ v²echny (ob¥) um¥lé prom¥nné byly nulové. V²imn¥te si také, ºe kdyº
se um¥lé prom¥nné dostaly ven z báze, jejich kladné a velmi vysoké relativní ceny brání tomu, aby
se do báze znovu dostaly.

2.7.10 Vylu£ovat um¥lé prom¥nné? Pokud je um¥lá prom¥nná vylou£ena z báze, pak se díky
relativním cenám nem·ºe znovu do báze vrátit. Je tedy moºné celý sloupec této prom¥nné odstranit
ze simplexové tabulky a dále po£ítat bez n¥j. Jde-li nám pouze o optimální °e²ení a nechceme d¥lat
dal²í výpo£ty, m·ºeme si vynecháváním um¥lých prom¥nných trochu usnadnit výpo£et.
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Pro °e²ení n¥kterých sloºit¥j²ích otázek v²ak pot°ebujeme ve výsledné simplexové tabulce znát,
jak vypadá sloupec, který byl £lenem p·vodní báze. Pak samoz°ejm¥ musíme sloupce v²ech um¥lých
prom¥nných v simplexové tabulce ponechat a provád¥t výpo£et i s nimi.

2.7.11 Dvoufázová simplexová metoda.

1. fáze: Cílem prvé fáze je transformovat p·vodní úlohu tak, aby simplexová tabulka obsahovala
úplnou kanonickou bázi.

Do úlohy zavedeme um¥lé prom¥nné a jejich ceny zvolíme −1, ceny ostatních prom¥nných
volíme v 1. fázi nulové. Tuto pomocnou úlohu °e²íme b¥ºnou simplexovou metodou a najdeme
její optimální °e²ení (zaru£en¥ existuje).

Pokud optimální °e²ení prvé fáze má nenulovou um¥lou prom¥nnou (a tedy i nenulovou
hodnotu ú£elové funkce), pak p·vodní úloha nemá ºádné p°ípustné °e²ení (z podobných
d·vod· jako v 2.7.5). Výpo£et v tomto p°ípad¥ kon£í.

2. fáze: Pokud výpo£et neskon£il v 1. fázi, odstraníme v²echny um¥lé prom¥nné (jsou totiº
nulové), vrátíme se k cenovým koe�cient·m z p·vodní úlohy a úlohu vy°e²íme b¥ºnou
simplexovou metodou.

Dvoufázová simplexová metoda má proti M -úloze jednu výhodu a dv¥ nevýhody.
Výhodou dvoufázové metody je, ºe se v ní pouºívá zcela standardní simplexová metoda, kde

v²echny cenové koe�cienty i relativní ceny jsou oby£ejná reálná £ísla a ne výrazy typu p+ qM .
Dvoufázová metoda je v²ak jednodu²²í pouze zdánliv¥, je totiº komplikována následující moº-

ností: výsledkem prvé fáze m·ºe být degenerované °e²ení, ve kterém um¥lá prom¥nná sice má
nulovou hodnotu, ale je sou£ástí kanonické báze. Pokud k tomu dojde, nelze v²echny um¥lé pro-
m¥nné jednodu²e odstranit, protoºe bychom tak p°i²li o kanonickou bázi. Zp·sob, jak postupovat
v takové situaci sice existuje, ale není zcela triviální (zvolíme záporný klí£ový prvek podle 2.9.7,
bod 2.).

Hlavní nevýhodou dvoufázové metody je niº²í efektivnost. V prvé fázi se totiº hledá jakékoli
p°ípustné °e²ení bez ohledu na ú£elovou funkci p·vodní úlohy. P°itom pomocná úloha °e²ená v prvé
fázi typicky má vícezna£né optimum. Je tedy zcela náhodné, které °e²ení se stane východiskem pro
druhou fázi výpo£tu. Kdybychom v prvé fázi v p°ípad¥ nejednozna£nosti mohli vzít v úvahu i cenové
koe�cienty p·vodní ú£elové funkce, mohla by druhá fáze výpo£tu za£ínat z lep²ího výchozího °e²ení
a mohla by tedy být (v pr·m¥ru) rychlej²í. Práv¥ na této my²lence je zaloºena M -úloha a proto
se v ní pouºívají tak divné cenové koe�cienty.

2.7.12 Dv¥ fáze °e²ení M-úlohy. P°i °e²ení M -úlohy lze také rozli²ovat dv¥ fáze °e²ení. Prvá
fáze trvá, dokud má alespo¬ jedna um¥lá prom¥nná nenulovou hodnotu. Pak následuje druhá fáze.
Ve druhé fázi jiº hodnoty um¥lých prom¥nných z·stávají nulové. (Tím nic ne°íkáme o tom, zda
um¥lé prom¥nné jsou nebo nejsou v bázi. V p°ípad¥ degenerace v bázi z·stat mohou.)

2.8 Sou£inový tvar matice soustavy

2.8.1 �ádkové úpravy a násobení matic. M¥jme libovolnou matici, ozna£me ji t°eba A.
�ádkovými úpravami matice A zde rozumíme

� násobení °ádku matice A £íslem,
� p°i£tení násobku °ádku matice A k jinému °ádku téºe matice,
� zám¥nu dvou °ádk· matice A.

Stejného efektu jako t¥mito °ádkovými úpravami lze dosáhnout také tak, ºe matici A vynásobíme
zleva vhodnou £tvercovou maticí B.
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Kde matici B vezmeme? Vezm¥te jednotkovou matici E °ádu m a prove¤te s ní zamý²lenou
°ádkovou úpravu. Výsledná £tvercová matice (ozna£me ji B) má tu vlastnost, ºe kdyº touto maticí
B vynásobíme zleva jakoukoli matici A o m °ádcích, výsledek bude stejný jako kdybychom tu
°ádkovou úpravu provedli p°ímo s maticí A. Vyzkou²ejte si to na n¥kolika p°íkladech, opravdu to
funguje.

Pozor, je t°eba násobit zleva. Násobení zprava by d¥lalo sloupcové úpravy a ty zde te¤
nepot°ebujeme.

Provádíme-li sérii n¥kolika °ádkových úprav, m·ºeme se na to dívat tak, ºe jsme matici postupn¥
vynásobili zleva n¥kolika £tvercovými maticemi. A pon¥vadº násobení matic je asociativní (tj.
nezáleºí na uzávorkování), i série mnoha °ádkových úprav je totéº jako vynásobení vhodnou
£tvercovou maticí zleva.

2.8.2 Sou£inový tvar matice soustavy. Uvaºujme dv¥ simplexové tabulky: první (výchozí),
ze které byl zahájen výpo£et a poslední, která je výsledkem dosavadního (moºná i neúplného)
výpo£tu. Ozna£me B £tvercovou matici tvo°enou t¥mi sloupci výchozí tabulky, které jsou v poslední
tabulce £leny kanonické báze. Po°adí sloupc· v matici B je d·leºité a je odvozeno od po°adí sloupc·
v poslední kanonické bázi.

Roz²í°enou matici soustavy rovnic v poslední tabulce jsme dostali posloupností °ádkových
úprav. Téhoº výsledku jsme mohli dosáhnout také tím, ºe bychom výchozí matici soustavy
vynásobili zleva maticí B−1, tj. inverzní maticí k matici B.

2.8.3 P°íklad. V úloze 2.7.9 je výchozí kanonická báze tvo°ena sloupci 6, 7 a 5 v tomto po°adí.
Pozor, po°adí je d·leºité.

Vezm¥me poslední simplexovou tabulku a z ní tytéº sloupce 6, 7 a 5 ve stejném po°adí, v jakém
byly ve výchozí tabulce. Dostaneme matici

B−1 =

 1/3 0 1/3
− 1/3 0 2/3
−1 −1 1


Kdybychom tuto matici znali p°edem, mohli bychom poslední simplexovou tabulku (p°esn¥ji,

její podstatnou £ást, totiº roz²í°enou matici soustavy rovnic) získat tak, ºe bychom matici soustavy
z výchozí tabulky vynásobili zleva touto maticí B−1. Ov¥°te.

Mimochodem, toto platí nejen pro poslední tabulku, ale pro kaºdou. Kaºdá má ov²em �svou�
matici.

2.8.4 Revidovaná simplexová metoda se od b¥ºné simplexové metody li²í tím, ºe výchozí
roz²í°enou matici soustavy ponechává v p·vodním stavu. Namísto aby se Jordanovou eliminací
upravovala celá matice soustavy, upravuje se pouze men²í matice B−1. Relativní ceny zj − cj se
po£ítají podle vzorce zj − cj = B−1aj − cj kde aj je j-tý sloupec p·vodní matice soustavy.

Pro£ tak sloºit¥? Výhoda se projeví u úloh, jejichº matice soustavy je hodn¥ velká a °ídká (má
hodn¥ malé procento nenulových prvk·). �ídké matice lze v pam¥ti po£íta£e ukládat úsporn¥ji a
lze s nimi efektivn¥ pracovat, ale Jordanovou eliminací by °ídkost matice velmi rychle vzala za své.

Po£íta£ové programy pro °e²ení rozsáhlých úloh LP jsou zpravidla zaloºeny na revidované
simplexové metod¥ (ale vyuºívají je²t¥ dal²í triky).

2.9 Zm¥ny ve vypo£tené úloze

M·ºe se stát, ºe máte vypo£teno optimální °e²ení a dodate£n¥ dojde ke zm¥n¥ zadání. Ukáºeme,
ºe není t°eba opakovat celý výpo£et. P°edpokladem je, ºe ke stávajícímu optimálnímu °e²ení je
k dispozici i odpovídající simplexová tabulka.
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2.9.1 Rozbor stability °e²ení se zabývá otázkou, jak moc se m·ºe zm¥nit zadání úlohy, aby
to nem¥lo vliv na optimální °e²ení.

M¥nit se mohou cenové koe�cieny (coº je v praxi velmi £asté), pravé strany (nap°. disponibilní
mnoºství materiálu), nebo strukturní koe�cienty (nap°. vlivem zm¥ny technologie výroby).

2.9.2 Jednorázová zm¥na cen. Je t°eba si uv¥domit, ºe mnoºina p°ípustných °e²ení se
nezm¥nila. V simplexové tabulce se tedy zm¥ní pouze horní °ádek cT a tato zm¥na má vliv na
sloupec bázických cenových koe�cient· cB a na °ádek relativních cen zj − cj . Zbytek tabulky, tj.
zejména roz²í°ená matice soustavy rovnic, z·stává beze zm¥ny.

Sta£í tedy spo£ítat nové relativní ceny. Vyjdou-li v²echny nezáporné, pak °e²ení reprezentované
tabulkou je optimálním °e²ením i po zm¥n¥ cen. Vyjde-li n¥která relativní cena záporná, lze
jednodu²e pokra£ovat ve výpo£tu simplexovou metodou a najít nové optimální °e²ení nové úlohy.

2.9.3 P°íklad. V p°íklad¥ 2.6.6 zm¥níme p·vodní cenový vektor (2, 3) na (3, 4). P°ipome¬me,
ºe simplexová tabulka s optimálním °e²ením byla

2 3 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 2 2/3 14

Zm¥ní-li se cenový vektor nap°. na (3, 4), zm¥ní se tabulka takto:

3 4 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
4 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
3 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 3 2/3 19

Relativní ceny se sice zm¥nily, ale z·staly nezáporné. �e²ení (1, 4, 9, 0, 0) tedy z·stalo optimální.

Uvaºujme nyní jinou zm¥nu cen, °ekn¥me na (4, 3). V tomto p°ípad¥ se simplexová tabulka
zm¥ní na

4 3 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
4 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 − 1/3 3 1/3 16

Tentokrát relativní ceny nepotvrzují, ºe °e²ení (1, 4, 9, 0, 0) je optimální. Chceme-li optimální °e²ení
zm¥n¥né úlohy, je t°eba pokra£ovat ve výpo£tu. Podstatné ov²em je, ºe není t°eba opakovat celý
p°edcházející výpo£et od za£átku, lze si u²et°it spoustu práce tím, ºe budeme pokra£ovat od
poslední simplexové tabulky, samoz°ejm¥ po provedení vý²e popsané zm¥ny.

2.9.4 Zm¥na cen lineárn¥ závislá na parametru. Ceny se v praxi neustále m¥ní. Uvaºujme
zm¥nu cen lineárn¥ závislou na £ase t a to takovou, ºe p·vodní ceny (pro které máme vypo£teno
optimální °e²ení) odpovídají £asu t = 0. Cenový vektor c+ td tedy je lineární funkcí £asu.

Otázka je, v jakém rozsahu parametru t z·stane stávající °e²ení optimální. Výsledkem bude
interval hodnot parametru t.

�e²ení je op¥t snadné, sta£í v simplexové tabulce po£ítat s cenami závislými na parametru t.
Z p°edchozího víme, ºe zm¥na se týká pouze bázických cenových koe�cient· a (hlavn¥) relativních
cen. Relativní ceny ov²em vyjdou závislé na parametru t.
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Aby °e²ení reprezentované tabulkou bylo moºno pokládat za optimální, musí být v²echny
relativní ceny nezáporné. Pro kaºdou nebázickou relativní cenu tedy máme nerovnost (která °íká, ºe
tato relativní cena je nezáporná). �e²ením takto vzniklé soustavy lineárních nerovností je interval
a nebo prázdná mnoºina.

2.9.5 P°íklad lineární zm¥ny cen. V p°íklad¥ 2.6.6 uvaºujme zm¥nu p·vodního cenového
vektoru (2, 3) na vektor (2 + 2t, 3 + t), kde t je parametr. Simplexová tabulka se (podobn¥ jako
v 2.9.3) zm¥ní na

2 + 2t 3 + t 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
3 + t 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
2 + 2t 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 − 1/3t 2 2/3 + 1 1/3t 14 + 6t

�e²ení (1, 4, 9, 0, 0) reprezentované tabulkou bude optimálním °e²ením, budou-li relativní ceny
nezáporné, tedy bude-li platit

1/3 − 1/3t = 0

2 2/3 + 1 1/3t = 0

tedy bude-li −2 5 t 5 1.
Pro t > 1 jiº stávající °e²ení není optimální, nebo´ relativní cena z4 − c4 je záporná. Chceme-li

znát optimální °e²ení pro t > 1, zvolíme klí£ový prvek ve 4. sloupci a provedeme dal²í krok
simplexové metody. Dostaneme tabulku

2 + 2t 3 + t 0 0 0 max

0 4. 0 0 1 1 1 9
3 + t 2. 0 1 − 1/3 0 1/3 1

2 + 2t 1. 1 0 1/3 0 2/3 4
0 0 − 1/3 + 1/3t 0 2 1/3 + 1 2/3t 11 + 9t

Tato tabulka reprezentuje °e²ení (4, 1, 0, 9, 0) a toto °e²ení je optimálním °e²ením pro v²echna t = 1.
V²imn¥te si, ºe pro t = 1 zde máme dv¥ simplexové tabulky, které reprezentují dv¥ r·zná

optimální °e²ení (1, 4, 9, 0, 0) a (4, 1, 0, 9, 0). Mnoºina optimálních °e²ení je v tomto p°ípad¥ úse£ka
mezi t¥mito dv¥ma body.

Podobn¥, chceme-li znát optimum pro t < −2, zvolíme klí£ový prvek v 5. sloupci a po provedení
jednoho kroku simplexové metody dostaneme tabulku

2 + 2t 3 + t 0 0 0 max

0 3. −3 0 1 2 0 6
3 + t 2. −2 1 0 1 0 2

0 5. 3 0 0 −1 1 3
−8− 4t 0 0 3 + t 0 6 + 2t

která reprezentuje °e²ení (0, 2, 6, 0, 3). Toto °e²ení je optimálním °e²ením pro hodnoty parametru
−3 5 t 5 −2.

Pro hodnoty parametru t < −3 zvolíme klí£ový prvek ve 4. sloupci a po provedení eliminace
dostaneme simplexovou tabulku

2 + 2t 3 + t 0 0 0 max
0 3. 1 −2 1 0 0 2
0 4. −2 1 0 1 0 2
0 5. 1 1 0 0 1 5

−2− 2t −3− t 0 0 0 0
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�e²ení (0, 0, 2, 2, 5) reprezentované touto tabulkou je optimálním °e²ením pro v²echna t < −3.
Závislost optimálního °e²ení na hodnot¥ parametru t lze shrnout takto:

parametr optimální °e²ení
t < −3 (0, 0, 2, 2, 5)
t = −3 úse£ka (0, 0, 2, 2, 5)(0, 2, 6, 0, 3)

−3 < t < −2 (0, 2, 6, 0, 3)
t = −2 úse£ka (0, 2, 6, 0, 3)(1, 4, 9, 0, 0)
−2 < t < 1 (1, 4, 9, 0, 0)

t = 1 úse£ka (1, 4, 9, 0, 0)(4, 1, 0, 9, 0)
t > 1 (4, 1, 0, 9, 0)

2.9.6 Zm¥na pravých stran m·ºe v praxi znamenat nap°. zm¥nu disponibilního mnoºství
n¥jakého zdroje. Materiál mohla vzít velká voda, dodavatel mohl vypov¥d¥t smlouvu nebo naopak
uvaºujeme o koupi dal²ího materiálu. Ve v²ech t¥chto p°ípadech je t°eba zjistit vliv zm¥ny
omezujících podmínek na optimální °e²ení a na jeho ú£elovou funkci.

Na rozdíl od m¥nících se cen, které mají za následek skokové zm¥ny optimálního °e²ení, m¥nící
se pravé strany mají za následek zm¥ny spojité. Rovn¥º zde není t°eba opakovat celý výpo£et. Je-li
k dispozici simplexová tabulka s optimálním °e²ením, a víme-li jak na to, lze ú£inek zm¥ny pravých
stran pom¥rn¥ snadno vyhodnotit.

Je-li v úloze p·vodní vektor pravých stran b nahrazen vektorem b′, pak v simplexové tabulce,
která reprezentuje optimální °e²ení, se zm¥ní pouze vektor pravých stran. Vyplývá to z poznatk·
2.8.2 o sou£inovém tvaru matice soustavy rovnic. Zatímco v p·vodní úloze to bylo B−1b, ve zm¥n¥né
úloze to bude B−1b′.

Máme-li tedy simplexovou tabulku, která reprezentuje optimální °e²ení (tj. relativní ceny jsou
nezáporné), a známe-li polohu p·vodní kanonické báze ve výchozí simplexové tabulce, snadno ze
simplexové tabulky optimálního °e²ení zjistíme matici B−1 a vypo£teme zm¥n¥nou pravou stranu
B−1b′.

Pokud ve zm¥n¥né tabulce vyjdou v²echny pravé strany nezáporné, pak °e²ení reprezentované
touto tabukou je optimálním °e²ením zm¥n¥né úlohy.

Vyjde-li n¥která pravá strana záporná, pak °e²ení reprezentované tabulkou není p°ípustné.
V takovém p°ípad¥ si lze pomoci takzvanou duáln¥ simplexovou metodou.

2.9.7 Duáln¥ simplexová metoda se od normální simplexové metody li²í výchozími p°edpo-
klady a jinou volbou klí£ovho prvku. P°edpokládáme, ºe relativní ceny jsou nezáporné.

1. Zvolíme klí£ový °ádek i, ve kterém bi < 0.

2. V i-tém °ádku zvolíme klí£ový prvek aij < 0 takový, ºe podíl (zj − cj)/aij je nejv¥t²í (ov²em
záporný, tedy nejblíºe nule).

3. Pak provedeme Jordanovu eliminaci jako v b¥ºné simplexové metod¥.

Tyto kroky opakujeme, dokud nejsou v²echny pravé strany nezáporné.
Duáln¥ simplexová metoda zachovává nezápornost relativních cen a snaºí se dosáhnout nezá-

pornosti pravých stran.

2.9.8 P°íklad zm¥ny pravých stran. V p°íklad¥ 2.6.6, str. 24 uvaºujme zm¥nu p·vodního
vektoru pravých stran (2, 2, 5) na nový vektor (2, 3, 4).

P°ipome¬me, ºe ve výchozí simplexové tabulce tvo°ily kanonickou bázi sloupce 3., 4. a 5.
(v tomto po°adí) a simplexová tabulka s optimálním °e²ením byla
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2 3 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 2 2/3 14

Nová pravá strana v tabulce s optimálním °e²ením je

B−1 ·

 2
3
4

 =

 1 1 1
0 1/3

2/3
0 − 1/3

1/3

 ·
 2

3
4

 =

 9
3 2/3
1/3


a nová simplexová tabulka vypadá takto:

2 3 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 3 2/3
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3
1/3

0 0 0 1/3 2 2/3 11 2/3

Optimální °e²ení se tedy zm¥ní na ( 1/3, 3
2/3, 9, 0, 0).

2.9.9 Zm¥na pravých stran závislá na parametru. Jsou-li pravé strany strukturních pod-
mínek lineárn¥ závislé na parametry t, m·ºeme pomocí násobení maticí B−1 zleva zm¥nu promít-
nout do simplexové tabulky, která representuje optimální °e²ení. Výsledná pravá strana, tj. vlastn¥
sou°adnice optimálního °e²ení budou samoz°ejm¥ také lineárn¥ záviset na parametru t.

Výsledné optimální °e²ení ov²em musí být p°ípustné, tj. v²echny hodnoty pravých stran musí
být nezáporné. To vede na soustavu lineárních nerovností, jejímº °e²ením bude interval, ve kterém
je dané bázické °e²ení p°ípustné a je tedy optimálním °e²ením úlohy s parametrem.

Poznamenejme, ºe závislost optimálního °e²ení na parametru zde není skoková, ale spojitá.

2.9.10 P°íklad lineární zm¥ny pravých stran. V p°íklad¥ 2.6.6, str. 24 uvaºujme zm¥nu
p·vodního vektoru pravých stran (2, 2, 5) na nový vektor (2, 2 + t, 5).

P°ipome¬me, ºe ve výchozí simplexové tabulce tvo°ily kanonickou bázi sloupce 3., 4. a 5.
(v tomto po°adí) a simplexová tabulka s optimálním °e²ením byla

2 3 0 0 0 max

0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 2 2/3 14

Nová pravá strana v tabulce s optimálním °e²ením je

B−1 ·

 2
2 + t
5

 =

 1 1 1
0 1/3

2/3
0 − 1/3

1/3

 ·
 2

2 + t
5

 =

 9 + t
4 + 1/3t
1− 1/3t


Optimální °e²ení závislé na parametru t tedy bude (1 − 1/3t, 4 + 1/3t, 9 + t, 0, 0), toto v²ak platí
pouze pro takové hodnoty parametru, p°i kterých jsou spln¥ny nerovnosti

9 + t = 0

4 + 1/3t = 0

1− 1/3t = 0

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



38 Kapitola 2. Lineární programování

tedy v rozsahu −9 5 t 5 3. Ú£elová funkce také závisí na parametru t a to tak, ºe je rovna
2 · (1− 1/3t) + 3 · (4 + 1/3t) = 14 + 1/3t.

Pokud parametr t bude mimo vý²e uvedený interval 〈−9, 3〉, bude mít optimální °e²ení jinou
bázi (pokud bude existovat).

2.9.11 P°idání nové omezující podmínky je klí£ovou sou£ástí n¥kterých výpo£etních metod,
nap°. metody v¥tví a mezí 4.3, metody se£ných nadrovin nebo metody generování omezujících
podmínek 2.9.13. Samoz°ejm¥ lze zde popsaný postup pouºít i v situaci, kdy jsme na n¥jakou
podstatnou omezující podmínku zapomn¥li.

Máme-li vypo£teno optimální °e²ení a p°idáme-li k úloze omezující podmínku, jsou dv¥ moº-
nosti. Bu¤ stávající optimální °e²ení novou podmínku spl¬uje nebo nikoli. Pokud spl¬uje, je vlastn¥
p°idání takové podmínky zbyte£né: úloha má stejné optimální °e²ení, a´ uº podmínku p°idáme nebo
nikoli.

Dále se tedy zabývejme p°ípadem, kdy optimální °e²ení novou omezující podmínku nespl¬uje
a budeme p°edpokládat, ºe známe nejen optimální °e²ení, ale i p°íslu²nou simplexovou tabulku,
která toto °e²ení reprezentuje.

Výpo£et p°i p°idání nové omezující podmínky spo£ívá ve t°ech krocích:

� p°idání nového °ádku a sloupce do simplexové tabulky,
� úprava tabulky s cílem získat op¥t kanonickou bázi a
� nalezení p°ípustného °e²ení.

Nyní tyto t°i kroky popí²eme podrobn¥ji:

1. Do simplexové tabulky p°idáme °ádek a sloupec. Provedení se li²í podle typu p°idávané
podmínky:

Podmínku typu 5 p°evedeme na rovnici zavedením nové dopl¬kové prom¥nné. V simple-
xové tabulce jednodu²e p°idáme °ádek a sloupec. Sloupec nové dopl¬kové prom¥nné
bude £lenem báze.

Podmínku typu = p°idáme jako nový °ádek a pro tento °ádek p°idáme sloupec nové um¥lé
prom¥nné (s cenovým koe�cientem −M). Sloupec um¥lé prom¥nné bude £lenem báze.

Podmínku typu = vynásobíme koe�cientem −1, £ímº ji p°evedeme na podmínku typu 5,
tedy na p°ípad popsaný vý²e. (Záporná pravá strana nám nevadí.)

2. Obnovíme kanonickou bázi. Dosavadní bázické sloupce mohou v p°idané °ádce obsahovat
(a typicky obsahují) nenulové koe�cienty. Proto k nové °ádce p°i£teme vhodné násobky
ostatních °ádk· tak, aby byla kanonická báze obnovena. Poznamenejme, ºe dosavadní bázické
sloupce v bázi z·stávají (proto je nutné jejich tvar obnovit) a k nim p°ibývá nov¥ p°idaný
sloupec (se kterým není nutno nic d¥lat).

3. Vypo£teme relativní ceny.

4. Je-li ve výsledné tabulce záporná n¥která pravá strana (typicky je), pouºijeme duáln¥
simplexovou metodu 2.9.7, str. 36.

2.9.12 P°íklad � p°idání omezující podmínky. K úloze 2.2.2, str. 12 vy°e²ené v 2.6.6,
str. 24 p°idáme novou omezující podmínku x1 + 2x2 5 7.

Simplexová tabulka, reprezentující optimální °e²ení je

2 3 0 0 0 max
0 3. 0 0 1 1 1 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 1
0 0 0 1/3 2 2/3 14
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Ve shod¥ s 2.9.11 p°idáme °ádek nové podmínky a jednu dopl¬kovou prom¥nnou. Dostaneme
tabulku

2 3 0 0 0 0 max
0 3. 0 0 1 1 1 0 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 0 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 0 1
0 6. 1 2 0 0 0 1 7

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bázi � její prvé dva sloupce jsou po²kozeny novým °ádkem.
Abychom obnovili kanonickou bázi, od nového °ádku ode£teme t°etí °ádek a dvojnásobek druhého
°ádku. Tím dostaneme tabulku, která jiº obsahuje kanonickou bázi:

2 3 0 0 0 0 max
0 3. 0 0 1 1 1 0 9
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 0 4
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 0 1
0 6. 0 0 0 − 1/3 −1 2/3 1 −2

0 0 0 1/3 2 2/3 0 14

�e²ení reprezentované touto tabulkou není p°ípustné. Pokra£ujeme tedy duáln¥ simplexovou
metodou 2.9.7, str. 36.

2 3 0 0 0 0 max
0 3. 0 0 1 0 −4 3 3
3 2. 0 1 0 0 −1 1 2
2 1. 1 0 0 0 2 −1 3
0 4. 0 0 0 1 5 −3 6

0 0 0 0 1 1 12

a výsledná tabulka jiº obsahuje optimální °e²ení zm¥n¥né úlohy (3, 2, 3, 6, 0, 0).

2.9.13 Generování omezujících podmínek. Je-li v²ech omezujících podmínek p°íli² mnoho,
m·ºeme postupovat takto:

P°edpokládáme, ºe mezi omezujícími podmínkami úlohy je mnoºina podmínek (ozna£me ji Q)
taková, ºe podmínek v mnoºin¥ Q je mnoho, ale pro jakékoli konkrétní °e²ení je relativn¥ snadné
zkontrolovat platnost v²ech omezujících podmínek z mnoºiny Q.

1. Úlohu °e²íme bez omezujících podmínek z mnoºiny Q.

2. Zkontrolujeme, zda nalezené optimální °e²ení x spl¬uje v²echny podmínky z mnoºiny Q.
Pokud spl¬uje, výpo£et kon£í, °e²ení x je optimálním °e²ením i úlohy se v²emi podmínkami
z mnoºiny Q.

3. Z mnoºiny Q vybereme n¥kterou omezující podmínku, která není stávajícím optimálním
°e²ením spln¥na, a tuto podmínku k úloze p°idáme.

4. Vypo£teme optimální °e²ení roz²í°ené úlohy a pokra£ujeme krokem 2.

�asto sta£í p°idat jen nepatrný zlomek z celkového po£tu v²ech podmínek z mnoºinyQ. To m·ºe
p°edstavovat velikou úsporu námahy p°i výpo£tu. Samoz°ejm¥ p°i tom velmi záleºí na zp·sobu
výb¥ru nespln¥né omezující podmínky v kroku 3.
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2.10 Dualita

2.10.1 Standardní tvar úlohy LP. Úloha lineárního programování je ve standardním tvaru,
jestliºe

� ú£elová funkce se maximalizuje,
� na v²echny prom¥nné se klade podmínka nezápornosti a
� v²echny strukturní podmínky jsou typu �5�.

Jinými slovy, úloha má tvar
cTx→ max
Ax 5 b
x = 0 .

Kaºdou úlohu LP lze p°evést na standardní tvar.

2.10.2 Symetrické duální úlohy je dvojice úloh LP tohoto tvaru:

P : cTx→ max
Ax 5 b
x = 0

D : bT y → min
ATy = c
y = 0

Tedy s nadsázkou �obra´ co m·ºe²�. Ale pozor, vektory x a y typicky mají r·zné po£ty sou°ad-
nic. Sloºky vektoru y odpovídají (po£tem i významem) strukturním podmínkám úlohy P a naopak
sloºky vektoru x odpovídají strukturním podmínkám úlohy D.

Symetrii je t°eba chápat takto: K úloze A, která je ve standardním tvaru, sestrojíme duální
úlohu B. Úlohu B p°evedeme na standardní tvar, dostaneme úlohu C. K úloze C sestrojíme duální
úlohu D. Kdyº pak úlohu D p°evedeme na standardní tvar, dostaneme p·vodní úlohu A.

2.10.3 P°íklad � problém výºivy a výrobce pilulek. Problém výºivy spo£ívá v ur£ení,
kolik kterého jídla máme sníst, abychom se stravovali co nejlevn¥ji. Jiº bylo zmín¥no v 2.1.6, str. 11,
ºe jde o speciální p°ípad úlohy o sm¥si. P°edpokládejme následující ozna£ení:

xj kolik jídla j máme sníst za rok,
cj cena jednotkového mnoºství jídla j,
bi ro£ní pot°eba ºiviny i,
aij mnoºství ºiviny i v jednotkovém mnoºství jídla j.

Problém výºivy pak má tvar

cTx → min

Ax = b

x = 0 ,

jde tedy o úlohu D z 2.10.2.
P°edstavme si nyní pon¥kud sci-� situaci, kdy existuje výrobce £istých ºivin v podob¥ pilulek a

tento výrobce chce pilulky prodávat a cenov¥ konkurovat p°irozené strav¥. P°edpokládejme dále, ºe
spot°ebitelé jsou jiº tak degenerovaní, ºe se °ídí pouze cenou, nikoli tím, co jim chutná. P°irozenou
snahou výrobce pilulek je maximalizace trºeb za pilulky, ale nesmí to s cenami pilulek p°ehnat.
Aby pilulky byly konkurenceschopné, je nutné, aby ºádné jídlo nebylo levn¥j²í, neº jeho �pilulkový
ekvivalent� . Výrobce také nechce ºádné pilulky dotovat, tj. platit lidem za to, ºe je jí. �patn¥ by
se mu to kontrolovalo.
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Ozna£íme-li yi prodejní cenu jednotkového mnoºství pilulek obsahujících ºivinu i, lze problém
výrobce pilulek formulovat jako úlohu P z 2.10.2.

cTx → max

Ax 5 b

x = 0 .

Cíle strávník· a výrobce pilulek jsou antagonistické. Matematický vztah duality mezi ob¥ma
úlohami je matematickým obrazem tohoto antagonismu. Podle v¥ty o dualit¥ 2.10.9 Má-li jedna
z úloh optimální °e²ení, má je i druhá a ob¥ p°itom dosáhnou stejné hodnoty ú£elové funkce.

2.10.4 Duální úloha k obecné úloze LP. Vztah duality lze roz²í°it na obecné úlohy LP.
Po£et prom¥nných v jedné úloze je roven po£tu strukturních podmínek ve druhé úloze. Matice
strukturních podmínek se transponuje, cenové koe�cienty a koe�cienty pravých stran si navzájem
vym¥ní roli. Zbývá ur£it orientaci nerovností u strukturních podmínek a omezující podmínky pro
jednotlivé prom¥nné. Ty jsou vzájemn¥ provázány podle této tabulky

P D

cTx→ max bTy → min

Aix 5 bi yi = 0

Aix = bi yi 5 0

Aix = bi yi neomezeno

xj = 0 aTj y = cj

xj 5 0 aTj y 5 cj

xj neomezeno aTj y = cj

kde zna£ení A, c, b, x se vztahuje k úloze P a y je vektor prom¥nných úlohy D. Ai je i-tý °ádek a
aj je j-tý sloupec matice A.

Pozor, v²imn¥te si, ºe ne v²echny nerovnosti se obrací.
Tabulku si není t°eba pamatovat. Která nerovnost se obrací lze snadno odvodit z lehce

zapamatovatelného vztahu mezi symetrickými duálními úlohami.

2.10.5 Duální úloha k duální úloze je ekvivalentní s p·vodní úlohou. Ov¥°te to na
p°íklad¥.

2.10.6 V¥ta. Je-li x p°ípustné v úloze P a y p°ípustné v úloze D, pak platí cTx 5 bTy.

D·kaz: Platí
cTx 5 (ATy)Tx = yTAx 5 yTb = bTy .

Zde prvá nerovnost vyplývá z podmínky ATy = c, druhá z podmínky Ax 5 b. 2

2.10.7 D·sledky.

1. Má-li úloha P shora neomezenou ú£elovou funkci, pak D nemá p°ípustné °e²ení.
2. Má-li úloha D zdola neomezenou ú£elovou funkci, pak P nemá p°ípustné °e²ení.

2.10.8 V¥ta. Jsou-li x a y p°ípustná °e²ení (kaºdé ve své úloze) a platí-li cTx = bT y, pak x a y
jsou optimálními °e²eními (kaºdé ve své úloze).

Tato v¥ta je triviálním, ale pozoruhodným, d·sledkem tvrzení 2.10.6, nebo´ platí nezávisle na
zp·sobu, jak jsme získali °e²ení x a y, která spl¬ují p°edpoklady. Mohli jsme je i uhodnout.
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2.10.9 V¥ta o dualit¥. Má-li úloha P optimální °e²ení, ozna£me je x, pak i k ní duální úloha
D má optimální °e²ení (ozna£me je y) a ob¥ optimální °e²ení mají stejnou hodnotu ú£elové funkce,
tedy platí cTx = bT y.

D·kaz: vyplyne z následujícího:

2.10.10 Jak najít duální °e²ení v simplexové tabulce primární úlohy. Vyjd¥me z úlohy
P ve standardním tvaru. Výchozí simplexová tabulka má tvar:

cT 0 max

0 A E b

−cT 0 0

Výsledná simplexová tabulka s optimálním °e²ením pak má tvar:

cT 0 max

cB B−1A B−1 B−1b

cTBB
−1A− cT cTBB

−1 cTBB
−1b

Tvrzení: y = (cTBB
−1)T je optimálním °e²ením duální úlohy.

A vskutku. �e²ení y je p°ípustným °e²ením, nebo´ ve výsledné tabulce jsou v²echny relativní
ceny nezáporné. A ú£elová funkce duálního °e²ení L(y) = yTb = cTBB

−1b je rovna ú£elové funkci
L(x). Tedy podle 2.10.8 je i y optimálním °e²ením duální úlohy.

2.10.11 V¥ta o rovnováze. Nech´ x a y jsou p°ípustná °e²ení (kaºdé ve své úloze). Pak x a y
jsou optimální °e²ení (kaºdé ve své úloze) práv¥ tehdy kdyº[

∀i Aix < bi ⇒ yi = 0
∀j aTj y > cj ⇒ xj = 0

]
Poznámka: Na základ¥ v¥ty o rovnováze bylo vymy²leno n¥kolik efektivních algoritm· pro °e²ení
úloh zaloºených na lineárním programování. Tyto algoritmy hledají sou£asn¥ °e²ení obou úloh,
primární i duální, a to tak, ºe se r·znými triky snaºí splnit podmínky v¥ty o rovnováze. Jakmile
toho dosáhnou, podle v¥ty o rovnováze máme optimální °e²ení obou úloh. P°íkladem takového
algoritmu je metoda modi pro °e²ení dopravní úlohy, viz 3.3, str. 49.

D·kaz: Platí [
∀i Aix < bi ⇒ yi = 0
∀j aTj y > cj ⇒ xj = 0

]
⇐⇒

[
∀i yi(Aix− bi) = 0
∀j xj(a

T
j y − cj) = 0

]
2

2.10.12 Výpo£ty s pomocí duality. N¥které úlohy (kde by bylo mnoho um¥lých prom¥nných)
m·ºe být výhodn¥j²í °e²it oklikou p°es duální úlohu takto: Danou úlohu ozna£me A. Zformulujeme
k ní duální úlohu B, vy°e²íme ji (najdeme optimum) a v poslední simplexové tabulce najedeme
optimální °e²ení nejen úlohy B, ale i optimální °e²ení úlohy C, která je duální k B a tudíº je
ekvivalentní k úloze A.
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2.10.13 Duální ceny. Sloºky yi optimálního °e²ení duální úlohy jsou £asto nazývány duálními
cenami. Název je inspirován faktem, ºe jde vlastn¥ o ocen¥ní pravých stran strukturních omezujících
podmínek v následujícím smyslu: kdyº (v primární úloze) zvý²íme pravou stranu bi o malou
hodnotu ∆, zvý²í se ú£elová funkce o hodnotu ∆yi.

Nap°íklad v klasické aplikaci LP na plánování výroby p°i omezených zdrojích duální cena yi
vyjad°uje, jak dovedeme omezující i-tý zdroj p°em¥nit na zisk. To je velmi d·leºitý údaj. Chceme-li
zvý²it zisk, vidíme hned, za jaké ceny má nebo nemá smysl omezující zdroje nakupovat.

Podrobn¥j²í výklad týkající se zm¥n pravých stran, nap°. jak velké smí být to ∆, aby duální
cena yi m¥la popsaný význam, viz 2.9.6.

Poznamenejme, ºe omezující zdroj, který nejsme schopni pln¥ vyuºít (jeho dopl¬ková prom¥nná
je kladná), má duální cenu nulovou. Ostatn¥ to tvrdí i v¥ta o rovnováze.

V²imn¥te si, ºe i v p°íklad¥ 2.10.3 ceny pilulek odpovídají tomu jak se m¥ní hodnota ú£elové
funkce problému výºivy. Kdyby pot°eba ºiviny i klesla o ∆, hodnota ú£elové funkce by klesla o yi∆.

A také naopak, ceny jídel jsou duálními cenami pro problém výrobce pilulek. Kdyby se sníºila
cena jídla j o hodnotu ∆, výrobce pilulek by reagoval zm¥nou cen pilulek a jeho maximální moºná
trºba by se sníºila o xj∆.
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Kapitola 3

Dopravní úloha

Dopravní úlohu jsme de�novali jiº v 2.1.7, str. 11 a ukázali jsme, ºe jde o speciální p°ípad úlohy
lineárního programování. V této kapitole (krom¥ aplikací a n¥kolika základních fakt) uvedeme
podstatn¥ výhodn¥j²í algoritmy.

3.1 Základní fakta a aplikace

Pro pohodlí £tená°e zopakujme de�nici dopravní úlohy.

3.1.1 Dopravní úloha. Máme m dodavatel·, kte°í dodávají stejný druh zboºí a n spot°ebitel·,
kte°í je spot°ebovávají. Známe ceny za dopravu mezi v²emi dodavateli a v²emi spot°ebiteli. Úkolem
je zorganizovat dopravu co nejlevn¥ji. Ozna£me

ai kapacita i-tého dodavatele (kolik je schopen dodat),
bj poºadavek j-tého spot°ebitele (kolik chce spot°ebovat),
cij cena za dopravu jednotkového mnoºství od i-tého dodavatele

k j-tému spot°ebiteli,
xij mnoºství dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spot°ebiteli.

Pak úloha LP pak má tvar

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min

n∑
j=1

xij = ai

m∑
i=1

xij = bj

xij = 0 pro v²echna i, j

V²imn¥te si, ºe zde máme mn prom¥nných, které jsme pro pohodlí indexovali dv¥ma indexy, lze
se tedy na n¥ dívat jako na matici. P°esto lze prom¥nné se°adit do posloupnosti (nap°. po °ádcích)
a celou úlohu p°epsat ve tvaru úlohy lineárního programování.

Fakt, ºe dopravní úloha je speciálním p°ípadem úlohy lineárního programování nepouºijeme
p°ímo k výpo£tu. Pomocí dulaity odvodíme výhodn¥j²í algoritmus.

Zadání dopravní úlohy i její °e²ení budeme zapisovat do tabulky typu �dodavatelé × spot°ebi-
telé�. Pro stru£nost budeme tuto tabulku nazývat dopravní tabulkou.
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�ádky odpovídají dodavatel·m, sloupce spot°ebitel·m. Vlevo p°ed kaºdým °ádkem je uvedena
kapacita dodavatele, nad kaºdým sloupcem je poºadavek spot°ebitele. Ceny za p°epravu jsou
uvedeny v kaºdém polí£ku tabulky drobným písmem v pravém horním rohu polí£ka. Vlevo dole
jsou normálním písmem uvedeny nenulové velikosti p°epravy xij . Není-li xij uvedeno, znamená to,
ºe xij = 0.

Poznamenejme, ºe v dopravní tabulce máme dv¥ matice typum×n. Matice cenových koe�cient·
c je sou£ástí zadání a b¥hem výpo£tu se nem¥ní. Druhou maticí je matice x, která je výsledkem
výpo£tu a b¥hem výpo£tu se m¥ní. Pro ru£ní výpo£et je výhodné mít ob¥ matice pohromad¥
v téºe tabulce. Je t°eba upozornit, ºe n¥kte°í auto°i, snad kv·li typogra�ckým obtíºím, zapisují
ob¥ matice zvlá²´.

Dále poznamenejme, ºe dopravní tabulka má podstatn¥ men²í rozm¥ry (a men²í pam¥´ové
nároky v po£íta£i) neº simplexová tabulka pro tutéº dopravní úlohu.

3.1.2 Vyváºená dopravní úloha je taková, kde nabídka dodavatel· je v sou£tu rovna poptávce
spot°ebitel·, tj. kde

∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj . Poznamenejme, ºe tato rovnost není sou£ástí omezujících

podmínek úlohy, to je vlastnost úlohy.
Dopravní úloha, tak jak byla de�nována vý²e, má p°ípustné °e²ení pouze je-li vyváºená.

3.1.3 Nevyváºená dopravní úloha. V praxi se £asto setkáváme s úlohami, které vyváºené
nejsou. V takovém p°ípad¥ je nutno slevit z omezujících podmínek, nahradit rovnice nerovnostmi
a smí°it se s tím, ºe n¥jaké zboºí nebude dodáno nebo n¥kteá poptávka nebude uspokojena.
Nevyváºená úloha se °e²í pomocí p°evodu na úlohu vyváºenou a to tak, ºe k úloze p°idáme �ktivního
dodavatele nebo �ktivního spot°ebitele.

Je-li nabídka dodavatel· men²í neº poptávka, tj.
∑m
i=1 ai <

∑n
j=1 bj , p°idáme formáln¥ jednoho

tzv. �ktivního dodavatele, který chyb¥jící zboºí (�ktivn¥) dodá. Kapacita �ktivního dodavatele se
stanovuje tak, aby se úloha stala vyváºenou, tj. jako

∑n
j=1 bj −

∑m
i=1 ai. Proto vºdy sta£í p°idávat

jen jednoho �ktivního dodavatele. V dopravní tabulce tedy p°ibude jeden °ádek. Je samoz°ejmé,
ºe spot°ebitel, který dostane �ktivní zboºí, má sm·lu, nebo´ de facto nedostane nic nebo jen £ást
toho, co cht¥l.

Ceny za dopravu �ktivního zboºí od �ktivního dodavatele ke v²em spot°ebitel·m se obvykle
volí nulové. Pokud tyto ceny budou t°eba i nenulové, ale pro v²echny spot°ebitele stejné, pak t¥mito
cenami ºádný spot°ebitel není zvýhodn¥n ani znevýhodn¥n. Kte°í spot°ebitelé dostanou �ktivní
zboºí, záleºí na výsledku celkové optimalizace, ale zjednodu²en¥ lze °íci, ºe vzdálení spot°ebitelé
jsou v nevýhod¥. Pokud to vadí, je t°eba pouºít priority, viz 3.1.5

Podobn¥ se °e²í p°ípad, kdy nabídka p°evy²uje poptávku, tj.
∑m
i=1 ai >

∑n
j=1 bj . V tomto

p°ípad¥ p°idáváme �ktivního spot°ebitele, který �ktivn¥ odebere zboºí, které na stran¥ dodavatel·
p°ebývá. V dopravní tabulce p°ibude jeden sloupec. Dodavatel, který pak má dodávat �ktivní zboºí
�ktivnímu spot°ebiteli, má sm·lu, toto zboºí mu de facto z·stane.

3.1.4 Prohibitivní ceny. N¥kdy je t°eba zajistit, aby n¥který dodavatel i nemohl dodávat
n¥kterému spot°ebiteli j. M·ºe to být nap°. proto, ºe zboºí od dodavatele i nespl¬uje nároky na
kvalitu ze strany spot°ebitele j.
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Tento poºadavek lze v dopravní úloze snadno zajistit tím, ºe cenu za dopravu cij stanovíme
velmi vysokou. Bude-li cena dostate£n¥ vysoká, pak, pokud to je v·bec moºné, bude doprava
realizována jinudy. Vysoká cena tedy má zakazující (prohibitivní) ú£inek.

Podobný trik (pouºití velmi nevýhodné ceny) jsme pouºili v tzv. M -úloze lineárního progra-
mování, viz 2.7.2. Onu velmi vysokou prohibitivní cenu budeme v dal²ím textu zna£it M .

3.1.5 Priority v nevyváºené úloze. N¥kdy se v nevyváºené úloze chce, aby poºadavek
n¥jakých privilegovaných spot°ebitel· byl uspokojen p°ednostn¥, tj. aby tito spot°ebitelé zaru£en¥
dostali skute£né zboºí (pokud to je moºné) a aby �ktivní zboºí dostal n¥kdo jiný, neprivilegovaný.
Takový poºadavek lze v dopravní úloze snadno za°ídit pomocí prohibitivních cen za dopravu
�ktivního zboºí od �ktivního dodavatele k privilegovaným spot°ebitel·m.

Pokud by sou£et kapacit dodavatel· nesta£il pro v²echny privilegované spot°ebitele, a chceme-li
i v takové situaci mít kontrolu nad tím, kdo dostane zboºí skute£né a kdo �ktivní, lze to °e²it
zavedením dvou nebo i více stup¬· priorit. Prohibitivní ceny by pak byly M , 2M , 3M , atd.

3.1.6 P°i°azovací úloha je de�nována takto: Máme n pracovník· a n pracovních úkol·. Pro
kaºdou dvojici pracovník�úkol známe náklady cij na provedení j-tého úkolu i-tým pracovníkem.
Máme p°i°adit kaºdému pracovníkovi p°esn¥ jeden úkol a to tak, aby sou£et náklad· byl nejniº²í.

P°i°azovací úlohu lze snadno p°evést na úlohu dopravní. Pracovníky budeme pokládat za doda-
vatele, pracovní úkoly za spot°ebitele. Kapacity v²ech dodavatel· i spot°ebitel· budou jednotkové.
Ceny za dopravu budou rovny náklad·m cij .

Výsledek dopravní úlohy budeme interpretovat tak, ºe kdyº vyjde xij = 1, p°i°adíme i-tému
pracovníkovi j-tý pracovní úkol.

3.2 Heuristiky pro dopravní úlohu

Cílem heuristických algoritm· je najít p°ípustné °e²ení, pokud moºno co nejlep²í, ale aby to nedalo
p°íli² mnoho práce.

Výsledek heuristických algoritm· má dvojí pouºití: Pokud nebylo poºadováno nalezení p°esného
optima a je-li hodnota ú£elové funkce p°ijatelná, lze výsledek p°ímo prakticky aplikovat. Druhé
pouºití spo£ívá v tom, ºe výsledek heuristiky m·ºe slouºit jako základ pro dal²í zlep²ování.

P°ipome¬me, ºe se zabýváme pouze vyváºenými úlohami.

3.2.1 Obecné schéma heuristik pro dopravní úlohu je toto

1. N¥jakým zp·sobem zvolíme dvojici i, j.
2. Hodnotu xij zvolíme nejv¥t²í p°ípustnou vzhledem ke d°ív¥j²ím volbám.
3. Kroky 1 a 2 opakujeme, dokud zbývá n¥jaká kapacita dodavatel·.

Jednotlivé heuristické algoritmy se li²í pouze v metod¥ výb¥ru dvojice i, j v kroku 1. Krok 2 je
v²em metodám spole£ný.

Kaºdým provedením kroku 2 bu¤ zcela vy£erpáme zbývající kapacitu dodavatele i nebo zcela
nasytíme spot°ebitele j, p°ípadn¥ obojí. Takto vy£erpaný dodavatel nebo spot°ebitel pak jiº nem·ºe
být vybrán v kroku 1. Moºnosti volby v kroku 1 se tedy stále zmen²ují. Podobn¥ se zmen²ují
kapacity dodavatel· a poºadavky spot°ebitel·, kte°í dosud nebyli vylou£eni.

Je z°ejmé, ºe po nejvý²e m+n− 1 opakováních výpo£et skon£í. P°i posledním provedení kroku
1 totiº zbývá jen jeden dodavatel a jen jeden spot°ebitel a díky vyváºenosti úlohy budou v kroku
2 oba vy£erpáni sou£asn¥. Dal²ím d·sledkem je, ºe výsledné °e²ení bude mít nejvý²e m + n − 1
nenulových sloºek. To se nám bude hodit p°i následné optimalizaci.
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3.2.2 Indexová metoda je asi nejjednodu²²í prakticky pouºitelnou heuristikou pro dopravní
úlohu. Ze v²ech dosud nevy°azených dodavatel· a spot°ebitel· v indexové metod¥ vºdy vybíráme
takovou dvojici, která má nejniº²í cenu cij .

P°íklad:

10 20 20 10

20 10
6 3 7

10
8

20
2 7

20
1 8

20
3

20
1 4 2

Výpo£et indexovou metodou zde probíhal takto:

� Vybráno c32 = 1, tedy x32 = 20, vy£erpán 3. dodavatel i 2. spot°ebitel.
� Vybráno c23 = 1, tedy x23 = 20, vy£erpán 2. dodavatel i 3. spot°ebitel.
� Vybráno c11 = 6, tedy x11 = 10, vy£erpán 1. spot°ebitel.
� Vybráno c14 = 8, tedy x14 = 10, vy£erpán 1. dodavatel a 4. spot°ebitel.

Kvalita °e²ení získaného indexovou metodou zpravidla není ²patná, m·ºe se v²ak pom¥rn¥
snadno stát ºe výsledek není nejlep²í, m·ºe být dokonce i nejhor²í moºný. Zde je p°íklad:

10 10

10 10
4 5

10
5

10
1000

Zde jsme nejprve chamtiv¥ vybrali c11 = 4 a pak nezbyla jiná moºnost neº vyuºít velmi drahou
trasu (2, 2) s cenou c22 = 1000. Snadno ov¥°íte, ºe hor²í °e²ení neexistuje.

3.2.3 Vogelova metoda se snaºí p°ekonat vý²e zmín¥ný nedostek indexové metody.
Pro kaºdý °ádek vypo£teme rozdíl mezi nejmen²í a druhou nejmen²í cenou v rámci °ádky.

Vybereme °ádek s nejv¥t²ím rozdílem a v tomto °ádku vybereme prvek s nejmen²í cenou.
Pouºijeme-li Vogelovu metodu na p°íklad uvedený ve 3.2.2, dostaneme pro jednotlivé °ádky

tyto rozdíly mezi nejmen²í a druhou nejmen²í cenou: 3, 1, 1. Nejv¥t²í rozdíl je v prvém °ádku,
nejlevn¥j²í cena v prvém °ádku je v prvku (1, 2), vybereme tedy tento prvek a stanovíme x12 = 20.
Tím je vy£erpán první dodavatel a sou£asn¥ i druhý spot°ebitel.

Prvý °ádek a druhý sloupec vypadly ze hry, coº má vliv na rozdíly mezi nejniº²í a druhou
nejniº²í cenou ve zbývajících °ádcích. V na²em p°ípad¥ ov²em oba rozdíly náhodou z·staly rovny
jedné. Vybereme si tedy celkov¥ niº²í cenu c23 = 1 a stanovíme x23 = 20.

Tím ze hry vypadl druhý °ádek a t°etí sloupec. Ve h°e tedy z·stávají uº jen prvky (3, 1) a (3, 4),
kde uº není z £eho vybírat a nezbývá neº zvolit x31 = 10 a x34 = 10. Jak uvidíme dále v 3.3.16,
dostali jsme jako výsledek optimální °e²ení.

Je t°eba zd·raznit, ºe Vogelova metoda je pouze heuristikou, je b¥ºné, ºe °e²ení které
touto metodou získáme, není optimální. Ve srovnání s indexovou metodou je Vogelova metoda
pracn¥j²í, ale dává zpravidla lep²í výsledky.

Dále poznamenejme, ºe alternativn¥ lze Vogelovu metodu d¥lat se sloupci namísto s °ádkami,
pop°ípad¥ s °ádkami i se sloupci najednou. Existuje také mnoho variant, jak si po£ínat v neroz-
hodných p°ípadech.
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3.2.4 Metoda severozápadního rohu vybírá v kroku 1 vºdy dvojici s nejmen²ím i a s nejmen-
²ím j, tedy prvek, který je v tabulce v levém horním rohu, tedy tam, kde je na map¥ severozápad.
Odtud velmi populární název metody.

Tuto metodu zde uvádíme spí²e z terminologické povinnosti, nebo´ je uvád¥na ve v²ech
u£ebnicích. Z hlediska kvality výsledku je to ta nejhloup¥j²í metoda, kterou si lze p°edstavit.
Nebere totiº v·bec v úvahu cenové koe�cienty, proto výsledkem m·ºe být zrovna tak °e²ení nejlep²í
jako nejhor²í.

3.2.5 Heuristiky zaloºené na transformaci cen. Kdyº v n¥jakém °ádku i dopravní tabulky
zm¥níme (nap°. sníºíme) v²echny ceny cij o stejnou hodnotu ∆, dostaneme novou dopravní úlohu,
která bude mít stejné optimální °e²ení (se stejnými xij), jako p·vodní úloha.

Pro£? Ob¥ úlohy mají stejnou mnoºinu p°ípustných °e²ení (protoºe omezující podmínky z·staly
nezm¥n¥ny) a pro v²echna p°ípustná °e²ení platí, ºe hodnota ú£elové funkce se zm¥ní (nap°. zmen²í)
o stejnou hodnotu ai∆. Tedy °e²ení, které bylo optimální p°ed zm¥nou cen, bude optimální i po
zm¥n¥ (a naopak).

Totéº platí i o zm¥n¥ cen v libovolném sloupci. A tyto transformace cen v °ádcích i ve sloupcích
lze libovoln¥ kombinovat. Pokud transformací dostaneme n¥které ceny záporné, v·bec to nevadí,
výsledná úloha totiº také má stejné optimální °e²ení jako úloha p·vodní.

N¥které heuristiky vyuºívají transformaci cen jako sv·j první krok. P°íkladem je tzv. frekven£ní
metoda.

3.2.6 Frekven£ní metoda nejprve provede transformaci cen a to tak, ºe od kaºdého cenového
koe�cientu ode£te pr·m¥r cen v °ádku a pr·m¥r cen ve sloupci. Na výslednou transformovanou
úlohu se pak pouºije indexová metoda.

3.3 Metoda modi

Trochu divný název metody má p°ipomínat, ºe jde vlastn¥ o modi�kovanou simplexovou metodu.

3.3.1 Primární a duální úloha. P°ipome¬me tvar primární úlohy:

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min

n∑
j=1

xij = ai

m∑
i=1

xij = bj

xij = 0 pro v²echna i, j

Nap°íklad pro 3 dodavatele a 4 spot°ebitele vypadá výchozí simplexová tabulka takto:

1 1 1 1 a1

1 1 1 1 a2

1 1 1 1 a3

1 1 1 b1
1 1 1 b2

1 1 1 b3
1 1 1 b4
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Soustava rovnic je závislá, jednu z rovnic bychom tedy mohli vynechat. Z d·vod· úhledn¥j²í
teorie ov²em nebudeme nic vynechávat.

V duální úloze rozli²íme duální prom¥nné týkající se dodavatel· a spot°ebitel·, ozna£íme je
ui, vj . Duální úloha pak má tvar

m∑
i=1

aiui +

n∑
j=1

bjvj → max

ui + vj 5 cij pro v²echna i, j

ui, vj neomezeny

1 1 c11

1 1 c12

1 1 c13

1 1 c14

1 1 c21

1 1 c22

1 1 c23

1 1 c24

1 1 c31

1 1 c32

1 1 c33

1 1 c34

Duální úloha m·ºe mít tuto interpretaci: P°epravce nabízí, ºe zboºí za úplatu dopraví a chce
maximalizovat své trºby z toho plynoucí. Cenu za p°epravu jednotkového mnoºství zboºí chce
stanovit jako sou£et ceny ui, kterou bude chtít od dodavatele a ceny vj , kterou bude chtít od
spot°ebitele. Tyto ceny mohou být i záporné (tj. p°epravce je ochoten i p°iplácet), ale musí dodrºet
podmínku ui + vj 5 cij , jinak by si to dodavatelé a spot°ebitelé dopravili sami levn¥ji, totiº za
cenu cij .

P°eformulováním v¥ty o rovnováze 2.10.11, str. 42 podle práv¥ zavedeného zna£ení dostaneme
toto tvrzení:

3.3.2 Kritérium optimality. �e²ení x a u, v jsou optimálními °e²eními (kaºdé ve své úloze)
práv¥ tehdy, kdyº spl¬ují tyto podmínky:

1. x je p°ípustným °e²ením primární úlohy,
2. u, v je p°ípustným °e²ením duální úlohy, tj. ui + vj 5 cij pro v²echna i, j,
3. pro v²echna i, j platí xij > 0⇒ ui + vj = cij .

3.3.3 D·kaz kritéria optimality bez duality. P°edpokládejme, ºe x a u, v spl¬ují kritérium
optimality 3.3.2. Hodnoty u, v pouºijme k transformaci cen podle 3.2.5, tj. kaºdý cenový koe�cient
nahra¤me cenou c′ij := cij − ui − vj . Výsledná úloha má podle 3.2.5 stejné optimální °e²ení jako
úloha p·vodní. Dále, pon¥vadº u, v je p°ípustným °e²ením duální úlohy, platí c′ij := cij−ui−vj = 0.
Navíc platí, ºe °e²ení x je nejen p°ípustné (podmínka 1), ale v transformované úloze má nulovou
hodnotu ú£elové funkce (podmínka 3). �e²ení x je tedy p°ípustné a zadarmo, p°i£emº ºádné
p°ípustné °e²ení nem·ºe mít ú£elovou funkci zápornou, nebo´ transformované ceny jsou v²echny
nezáporné. �e²ení x je tedy optimálním °e²ením transformované úlohy, a tedy podle 3.2.5 je také
optimálním °e²ením p·vodní úlohy.

3.3.4 Upravené kritérium optimality. Výpo£et optimálního °e²ení bude zaloºen na kritériu
optimality 3.3.2, str. 50. Abychom nemuseli d¥lat výjimky kv·li degenerovaným °e²ením, která
mají men²í po£et nenulových hodnot xij , budeme podmínku 3 poºadovat v pon¥kud siln¥j²í form¥:
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Budeme poºadovat, aby °e²ení x bylo bázické a platnost rovnic ui + vj = cij budeme poºadovat
pro v²echny dvojice (i, j), které jsou v bázi.

Jestliºe

1. x je bázickým p°ípustným °e²ením (primární) dopravní úlohy,
2. u, v je p°ípustným °e²ením duální úlohy, tj. ui + vj 5 cij pro v²echna i, j,
3. pro v²echny dvojice i, j v bázi platí ui + vj = cij ,

pak °e²ení x a u, v jsou optimálními °e²eními (kaºdé ve své úloze).

Abychom mohli toto kritérium pouºít pro výpo£et, musíme v¥d¥t n¥co o tom, jak vypadají
báze v dopravní tabulce.

3.3.5 Cesty a kruºnice v dopravní tabulce. Posloupnost prvk· matice typu m×n nazveme
cestou, jestliºe prvky, které jsou v této posloupnosti sousední, leºí ve spole£ném sloupci nebo ve
spole£ném °ádku a jestliºe navíc ºádné t°i po sob¥ jdoucí prvky posloupnosti neleºí ve spole£ném
°ádku ani sloupci.

Prakticky to znamená, ºe pokud prvý a druhý prvek posloupnosti leºí ve spole£ném °ádku, pak
druhý a t°etí prvek leºí ve spole£ném sloupci, t°etí a £tvrtý prvek zase ve spole£ném °ádku, atd.

Uzav°enou cestu, tj. cestu, která za£íná a kon£í ve stejném prvku, budeme nazývat kruºnice.
Pokud víte, jak se v ²achu tahá �gurkami, tak vý²e de�novaný pojem cesty odpovídá tahu v¥ºí.

3.3.6 Závislost a nezávislost. Sloupce simplexové tabulky odpovídají prvk·m dopravní ta-
bulky. Díky velmi speciálnímu tvaru matice soustavy v simplexové tabulce (viz 3.3.1) platí, ºe
mnoºina prvk· (i, j) dopravní tabulky je závislá práv¥ tehdy, kdyº obsahuje kruºnici, tj. uzav°e-
nou cestu.

3.3.7 Báze. Mnoºina B prvk· dopravní tabulky tvo°í bázi, jsou-li spln¥ny následující pod-
mínky:

Souvislost. Pro kaºdý °ádek i a kaºdý sloupec j tabulky existuje cesta tvo°ená (n¥kterými) prvky
mnoºiny B, která za£íná v °ádku i a kon£í ve soupci j.

Absence kruºnic. Neexistuje kruºnice (tj. uzav°ená cesta) tvo°ená prvky mnoºiny B. Jinak
°e£eno, mnoºina B je nezávislá.

Po£et prvk· mnoºiny B je roven m+ n− 1.

Pomocí teorie graf· (viz 8.5.2) je dokázáno, ºe jsou-li spln¥ny kterékoli dv¥ z t¥chto podmínek,
je spln¥na i t°etí. P°i praktickém výpo£tu se nejsnáze ov¥°uje souvislost a po£et prvk·.

Po£et prvk· m + n − 1 je nejmen²í, aby mnoºina B mohla být souvislá a zárove¬ je nejv¥t²í,
aby mnoºina B mohla neobsahovat kruºnici.

3.3.8 Bázické p°ípustné °e²ení. P°ípustné °e²ení, které získáme n¥kterým heuristickým po-
stupem popsaným v 3.2, je vºdy takové, ºe mnoºina prvk· (i, j) s nenulovým xij > 0 zaru£en¥
neobsahuje kruºnici a po£et t¥chto prvk· zaru£en¥ není v¥t²í neº m+ n− 1.

Je-li po£et nenulových prvk· p°esn¥ roven m+ n− 1, pak tyto nenulové prvky tvo°í bázi.
Je-li po£et nenulových prvk· men²í neº m+ n− 1, pak tyto prvky bázi netvo°í (je jich málo).

Proto formáln¥ do báze doplníme n¥které nulové prvky. Musíme je ov²em doplnit tak, aby skute£n¥
vznikla báze, tedy souvislá mnoºina bez kruºnic a o správném po£tu prvk·.
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Zde je p°íklad správn¥ dopln¥né báze:

10 20 20 10

20 10
6 3

0
7

10
8

20
2 7

20
1 8

20 0
3

20
1 4 2

A zde je odstra²ující p°íklad, jak báze vypadat nemá:

10 20 20 10

20 10
6 3 7

10
8

20
2 7

20
1 8

20 0
3

20
1 4

0
2

Po£et prvk· je sice správný, ale je zde kruºnice tvo°ená rohovými prvky a navíc druhý °ádek a
t°etí sloupec není propojen se zbytkem tabulky.

3.3.9 Metoda modi.

1. Najdeme bázické p°ípustné °e²ení x.

2. Vypo£teme duální prom¥nné u, v tak, aby pro v²echny bázické prvky (i, j) platilo ui+vj = cij .
Postup výpo£tu viz 3.3.10.

3. Zkontrolujeme, zda pro v²echny dvojice (i, j) platí ui+vj 5 cij . Pokud ano, výpo£et kon£í, x
je podle 3.3.4 optimálním °e²ením dopravní úlohy a u, v je optimálním °e²ením duální úlohy.
Pokud ne, pokra£ujeme ve výpo£tu.

4. Vybereme n¥který prvek (i, j), pro který neplatí podmínka ui + vj 5 cij , tj. platí opak:
ui + vj > cij . Tento prvek zavedeme do báze, tj. provedeme zm¥nu °e²ení x podle 3.3.12 a
pokra£ujeme krokem 2.

3.3.10 Výpo£et duálních prom¥nných ui a vj spo£ívá v °e²ení soustavy rovnic. Pro kaºdý
prvek báze (i, j) máme rovnici ui+vj = cij , kde cij je konstanta. Máme m+n−1 rovnic pro m+n
neznámých, tedy zdánliv¥ o jednu rovnici mén¥, neº je t°eba. Je z°ejmé, ºe soustava má nekone£n¥
mnoho °e²ení.

Na²t¥stí mají rovnice velmi speciální tvar, vºdy je to �n¥které u� plus �n¥které v�. Kdyº
o n¥jakou hodnotu zv¥t²íme v²echna ui a o stejnou hodnotu zmen²íme v²echna vj , rovnice z·stanou
zachovány. Navíc platí, ºe v metod¥ modi pot°ebujeme prom¥nné ui a vj vºdy jen v sou£tu
ui + vj . Proto nám nejednozna£nost °e²ení nevadí. Klidn¥ tedy m·ºeme zcela libovoln¥ zvolit
jednu (kteroukoli) z duálních prom¥nných a ostatní prom¥nné dopo£ítat.

Soustavu rovnic ui + vj = cij pro bázické dvojice (i, j) není t°eba explicite zapisovat. Výpo£et
lze provést p°ímo v dopravní tabulce. Sta£í, kdyº si uv¥domíme, ºe kaºdý bázický prvek p°edstavuje
rovnici. Hodnoty prom¥nných ui a vj zapisujeme na pravém a dolním okraji tabulky.
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Nap°íklad v tabulce uvedené v 3.3.7 mohou duální prom¥nné vyjít takto:

10 20 20 10

20 10
6 3

0
7

10
8 6

20
2 7

20
1 8 0

20 0
3

20
1 4 2 3

0 -2 1 2

Postup výpo£tu byl tento:

� Zvolili jsme v1 = 0.
� (1, 1) je v bázi, z rovnice u1 + v1 = 6 tedy dopo£teme u1 = 6.
� (1, 3) je v bázi, z rovnice u1 + v3 = 7 tedy dopo£teme v3 = 1.
� (1, 4) je v bázi, z rovnice u1 + v4 = 8 tedy dopo£teme v4 = 2.
� (2, 3) je v bázi, z rovnice u2 + v3 = 1 tedy dopo£teme u2 = 0.
� (3, 1) je v bázi, z rovnice u3 + v1 = 3 tedy dopo£teme u3 = 3.
� (3, 2) je v bázi, z rovnice u3 + v2 = 1 tedy dopo£teme v2 = −2.

Pon¥vadº báze je souvislá a neobsahuje kruºnici, lze kaºdou duální prom¥nnou dopo£ítat p°esn¥
jedním zp·sobem. P°ipome¬me, ºe záporné hodnoty duálních prom¥nných nevadí a obecn¥ se jim
nelze vyhnout.

3.3.11 Kontrola p°ípustnosti duálního °e²ení je snadná. Sta£í vzít v²echny nebázické prvky
dopravní tabulky a zkontrolovat, zda platí ui + vj 5 cij . Pro bázické prvky díky p°edchozímu
výpo£tu musí platit rovnost (ov²em není na ²kodu to zkontrolovat).

Mnemotechnická pom·cka: je-li cij < ui + vj , je p°eprava po trase i → j za cenu cij laciná
vzhledem k ostatním cenám (jejichº vliv se zde uplat¬uje p°es ui a vj) a tedy se vyplatí na této
trase zvý²it p°epravu, tedy zv¥t²it xij na nenulovou hodnotu.

V²imn¥te si, ºe je opravdu lhostejné, jak byla zvolena výchozí hodnota p°i výpo£tu duálního
°e²ení. Na sou£ty ui + vj to nemá vliv.

Upozorn¥ní: po£et prvk·, které poru²ují p°ípustnost duálního °e²ení nemá ºádný vztah k délce
výpo£tu, který nás je²t¥ £eká.

3.3.12 Zm¥na °e²ení. Pokud k bázi v dopravní tabulce p°idáme jakýkoli dal²í prvek, zv¥t²ená
mnoºina prvk· vºdy obsahuje kruºnici, která prochází p°idaným prvkem. Tento fakt vyuºijeme p°i
výpo£tu.

K bázi p°idáme prvek (i, j) dopravní tabulky takový, ºe cij < ui + vj . (Doporu£uje se vybírat
prvek s nejv¥t²ím rozdílem.) Tento prvek ozna£me znaménkem + na znamení toho, ºe zde chceme
p°epravu zvy²ovat. Ostatní prvky kruºnice ozna£me st°ídav¥ znaménky − a + tak, aby prvky, které
jsou v kruºnici sousední, m¥ly opa£ná znaménka. Kruºnice má vºdy sudý po£et prvk·. V prvcích
ozna£ených + budeme p°epravu xij o n¥jakou (v²ude stejnou) hodnotu ∆ zvy²ovat a v prvcích
ozna£ených − ji budeme o stejnou hodnotu sniºovat. Velikost zm¥ny ∆ ur£íme jako minimum
z hodnot xij ozna£ených −.

�ádkové a sloupcové sou£ty hodnot xij se vý²e popsanou operací nezm¥ní. Navíc v²echna xij
z·stanou nezáporná. Provedením zm¥ny tedy dostaneme op¥t p°ípustné °e²ení.

Nejmén¥ jedna hodnota xij p°itom klesne na nulu. P°íslu²ný prvek tedy vy°adíme z báze. Pokud
by kleslo na nulu n¥kolik hodnot xij , vy°adíme z báze jen jednu z nich, ostatní v bázi ponecháme
(jde o degenerované °e²ení).

3.3.13 Pokra£ování p°íkladu. Pokra£ujme v na²em p°íklad¥ a vyberme k zavedení do báze
prvek (1, 2).
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Velikost zm¥ny zde vychází ∆ = 10. Po provedení zm¥ny dostaneme následující tabulku.
V²imn¥te si, ºe zde máme jinou bázi, tedy jinou soustavu rovnic pro duální prom¥nné, tedy i
hodnoty duálních prom¥nných vy²ly jiné.

10 20 20 10

20
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10
3+

0
7
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20
2 7

20
1 8 -3

20 10
3

10
1− 4 2+ 1

2 0 4 5

Kritérium optimality stále není spln¥no a to v prvcích (3, 3) a (3, 4). Vybereme si prvek (3, 4),
nebo´ má v¥t²í rozdíl ui + vj − cij . Op¥t vychází ∆ = 10 a po provedení zm¥ny dostaneme tuto
tabulku:
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20 10
3

0
1− 4+

10
2 3
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Ani zde je²t¥ není kritérium optimality spln¥no a to kv·li prvku (3, 3). Pon¥vadº zde vychází
∆ = 0, odloºíme tento zapeklitý p°ípad na 3.3.16.

3.3.14 O kolik se zlep²í ú£elová funkce. Zavedením prvku (i, j) do báze se ú£elová funkce
zlep²í (zmen²í) o hodnotu (ui + vj − cij)∆.

Toto tvrzení lze odvodit z platnosti soustavy rovnic pro duální prom¥nné a z toho, ºe p°epravu
m¥níme v souladu s 3.3.12 pouze v prvcích báze a v prvku, který do báze zavádíme. Nejste-li tak
hloubaví, ov¥°te alespo¬, ºe to platí na p°íklad¥ zm¥n uvedených v 3.3.13.

Toto tvrzení je p°ímou analogií zlatého pravidla simplexové metody 2.6.3. Výrazy (ui+vj−cij)
jsou analogií relativních cen.

Je-li n¥kolik prvk·, které se nabízejí k zavedení do báze (tj. platí pro n¥ ui + vj > cij), nabízejí
se tyto moºnosti:

1. Vybírat prvek, který dá nejv¥t²í zlep²ení ú£elové funkce.
2. Vybírat prvek s nejv¥t²ím rozdílem (ui + vj − cij).
3. Vybírat prvek s nejniº²ím £íslem °ádku a v rámci takto vybraného °ádku vybrat sloupec

s nejniº²ím £íslem sloupce.
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Podobn¥ jako u lineárního programování (viz 2.6.7), i zde má kaºdé pravidlo své klady a zápory.
První pravidlo dá víc práce p°i výpo£tu hodnot ∆, ale rychleji zlep²uje ú£elovou funkci. T°etí
pravidlo poskytuje jistotu, ºe se výpo£et nezacyklí kv·li degenerovaným °e²ením, ale zlep²uje
ú£elovou funkci nejpomaleji. Druhé pravidlo p°edstavuje rozumný kompromis.

3.3.15 Cesty bývají klikaté. Je t°eba upozornit, ºe kruºnice (tedy uzav°ená cesta v tabulce)
nemusí vºdy vypadat jako úhledný obdélní£ek. M·ºe být del²í, klikat¥j²í a m·ºe vypadat docela
propleten¥. Nenechte se tím odradit.

Pokud se klikaté cesty zaleknete a rozhodnete se m¥nit °e²ení jinak neº podle 3.3.12, nic vám
v tom nezabrání, ale uº nebudete mít záruku, ºe provedením zm¥ny °e²ení nezhor²íte. P°edpov¥¤
zm¥ny ú£elové funkce popsaná v 3.3.14 platí pouze za p°edpokladu, ºe zm¥na °e²ení x je provád¥na
v souladu s 3.3.12.

3.3.16 Degenerované °e²ení. �e²ení dopravní úlohy nazýváme degenerovaným, má-li mén¥
neº m+ n− 1 nenulových sloºek (srovnejte s 2.6.8, str. 24). Degenerovaných °e²ení se týkají £ty°i
druhy problém·.

První problém se týká situace, kdy p°i provedení zm¥ny podle 3.3.12 klesne na nulu více neº
jedna hodnota xij . V takovém p°ípad¥ vy°a¤te z báze jednu z vynulovaných hodnot a ostatní
v bázi ponechejte. Tím zaru£en¥ zachováte korektní bázi. Na otázku, kterou z nov¥ vynulovaných
hodnot vy°adit a kterou v bázi nechat, není jednoduchá odpov¥¤, ale m·ºe to být kterákoli.

Druhý problém se týká situace, kdy vyjde velikost zm¥ny ∆ = 0. I v takovém p°ípad¥ zm¥nu for-
máln¥ prove¤te. Hodnoty x se tím sice nezm¥ní, ale zm¥ní se báze. Prvek, který m¥l být do báze za-
veden skute£n¥ do báze zave¤te a z báze vy°a¤te n¥který z prvk·, díky kterým vy²lo ∆ = 0, tedy pr-
vek, kde xij = 0 a který je ozna£en znaménkem − (na znamení, ºe zde chceme hodnotu xij sniºovat.

Vyzbrojeni t¥mito radami m·ºeme pokra£ovat v na²em p°íklad¥. Pro pohodlí £tená°e zopakujme
poslední tabulku:
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0
1− 4+

10
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Zde vychází ∆ = 0 dokonce díky dv¥ma nulovým prvk·m báze. Ponecháme-li v bázi prvek
(1, 3), dostaneme tuto tabulku:

10 20 20 10

20
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3

0
7 8 6

20
2 7

20
1 8 0

20 10
3 1

0
4

10
2 3

0 -3 1 -1

Kone£n¥ je jsme dosáhli stavu, kdy je spln¥no kritérium optimality 3.3.4, máme tedy optimální
°e²ení. V²imn¥te si, ºe stejné °e²ení x jsme m¥li jiº v p°edchozí tabulce, ale pon¥vadº jsme m¥li
jinou bázi, nev¥d¥li jsme, ºe je optimální.

T°etí problém s degenerovaným °e²ením se týká práv¥ popsané situace, kdy °e²ení x jiº bylo
de facto optimální, ale hodnoty duálního °e²ení to je²t¥ nepotvrzovaly. Teprve po zm¥n¥ báze se
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ukázalo, ºe °e²ení jiº bylo optimální. N¥kdy m·ºe být zapot°ebí i n¥kolika zm¥n báze, neº se ukáºe,
ºe jiº chvíli máme optimální °e²ení.

Kone£n¥ £tvrtý problém s degenerovaným °e²ením je ten, ºe m·ºe vzniknout fale²ný dojem, ºe
úloha má více optimálních °e²ení.

3.3.17 Vícenásobné optimum. Pokud v dopravní tabulce, která obsahuje optimální °e²ení
x, pro n¥který nebázický prvek (i, j) platí cij = ui + vj , pak zavedením tohoto prvku do báze
dostaneme °e²ení, které má stejnou hodnotu ú£elové funkce a je tedy také optimální.

Je zde malá záludnost � °e²ení, které takto dostaneme, sice je ur£it¥ také optimální, ale nemusí
být r·zné od p·vodního optimálního °e²ení, m·ºe se li²it pouze jinou bází. V²imn¥te si, ºe tento
p°ípad nastal v poslední tabulce na²eho p°íkladu v 3.3.16. Zavedeme-li do báze prvek (1, 1), bude
∆ = 0 a proto provedením zm¥ny dostaneme stejné °e²ení. O vícenásobné optimum se tedy nejedná.

3.3.18 Stabilita °e²ení. Rozbor stability optimálního °e²ení vzhledem ke zm¥nám jednotlivých
cen je pom¥rn¥ snadný.

Jde-li o zm¥nu ceny cij nebázického prvku (i, j), pak, dokud cena cij neklesne pod sou£et
ui + vj , z·stává stávající °e²ení optimální. V na²em p°íklad¥ nap°. snadno vidíme, ºe pokud cena
c14 neklesne pod hodnotu 5 = 6 − 1, stávající °e²ení z·stane optimálním. Jiº mén¥ snadno, totiº
zm¥nou báze, lze zjistit, ºe totéº °e²ení z·stane optimálním dokonce i kdyº c14 neklesne pod
hodnotu 4.

M¥ní-li se cena bázického prvku, je situace sloºit¥j²í, je t°eba nov¥ spo£ítat duální °e²ení u, v a
zkontrolovat jeho p°ípustnost.

3.3.19 Poznámka o celo£íselnosti. Jsou-li kapacity dodavatel· a poºadavky spot°ebitel· ce-
lo£íselné, pak dopravní úloha má celo£íselné optimální °e²ení. Je to proto, ºe v celém vý²e popsaném
postupu výpo£tu se vyskytují jen operace se£ítání a od£ítání. V²imn¥te si, ºe celo£íselnost nebo
necelo£íselnost cenových koe�cient· nemá na celo£íselnost °e²ení x vliv.

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



57

Kapitola 4

Celo£íselné lineární programování

Celo£íselné lineární programování se od obecného lineárního programování li²í �pouze� tím, ºe
(n¥které) prom¥nné sm¥jí nabývat pouze celo£íselných hodnot. Tato zdánlivá mali£kost dokáºe
úlohu po°ádn¥ zkomplikovat. Úlohy celo£íselného LP jsou obecn¥ velmi obtíºné.

4.1 Typy úloh a aplikace

4.1.1 Typy prom¥nných v celo£íselných úlohách. Obvykle se rozli²ují t°i základní typy
prom¥nných:

Spojité, které mohou nabývat v²ech reálných hodnot z n¥jakého intervalu. Mnoºina hodnot
prom¥nné je omezena pomocí b¥ºné podmínky pro jednotlivou prom¥nnou, zpravidla jde
o podmínku nezápornosti.

Celo£íselné, které mohou nabývat pouze celo£íselných hodnot.

Bivalentní (téº nula-jedni£kové, pop°. binární), které mohou nabývat pouze hodnot 0 nebo 1.
Striktn¥ vzato, jde o kombinaci podmínky celo£íselnosti a podmínky omezení na interval
〈0, 1〉, tedy o zvlá²tní p°ípad vý²e popsaného, ale jde o p°ípad velmi d·leºitý jak z hlediska
praxe, tak i z hlediska metod výpo£tu.

V kapitole 2 jsme se zabývali pouze p°ípadem, kdy v²echny prom¥nné byly spojitého typu.

4.1.2 P°íklady aplikací jsou £asté a nesmírn¥ rozmanité.
Nejjednodu²²í p°íklady se týkají výroby kusového zboºí p°i omezených zdrojích. Samoz°ejm¥

záleºí na charakteru praktické úlohy. Nap°. velkopekárna, která denn¥ chrlí statisíce rohlík·, m·ºe
celo£íselnou povahu úlohy s klidným sv¥domím zanedbat, protoºe zaokrouhlením výroby na celá
£ísla vznikne nepatrná chyba, srovnatelná s jinými chybami, které model oproti realit¥ má. Pokud
po£ty vyráb¥ných výrobk· budou malé a jejich cena veliká, pak jiº je t°eba celo£íselnost vzít
v úvahu.

Dal²í p°íklady se týkají rozhodování o investicích. Zde obvykle pracujeme s binárními prom¥n-
nými a omezující podmínky vyjad°ují jednak nároky na zdroje, jednak p°ípadné vztahy logické
podmín¥nosti. Nap°íklad k továrn¥ na výrobu hliníku je t°eba postavit elektrárnu. Nebo k jaderné
elektrárn¥ je vhodné mít elektrárnu p°e£erpávací.

Zejména je v²ak t°eba zmínit kombinatorické úlohy.

4.1.3 Problém batohu. Lupi£ na²el v trezoru n p°edm¥t·, které váºí w1, . . . , wn a mají ceny
c1, . . . , cn. Lup chce odnést v batohu, který má nosnost K. Lupi£ ví, ºe nesmí batoh p°etíºit, jinak
mu praskne a bude chycen. Jeho snahou je odnést lup s co nejv¥t²í hodnotou.
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4.1.4 Optimální nezávislá mnoºina. Lupi£ na²el v trezoru n p°edm¥t· o cenách c1, . . . , cn.
Na rozdíl od problému batohu v²ak tentokrát není omezen váhou p°edm¥t·, ale tím, které dvojice
p°edm¥t· lze nést spolu ve stejném batohu.

Úlohu lze modelovat jako úlohu ILP. Pro kaºdou dvojici vylu£ujících se p°edm¥t· i, j zavedeme
strukturní podmínku xi + xj 5 1.

Poznamenejme, ºe totéº lze modelovat pomocí teorie graf·. P°edm¥ty jsou vrcholy grafu, hrany
grafu jsou dvojice vylu£ujících se p°edm¥t·. Hledáme tzv. nezávislou mnoºinu vrchol· � její vrcholy
nesmí být spojeny hranou � a to takovou, aby sou£et cen byl maximální.

4.1.5 Úloha o °ezných plánech je také známa jako úloha o d¥lení ty£ovitého materiálu.
Ze zásoby ty£í o délce D máme za úkol na°ezat pi kus· o délce di pro i = 1, . . . , P a to tak,

abychom výchozích ty£í o délce D spot°ebovali co nejmén¥.
Existuje jen kone£n¥ mnoho zp·sob·, tzv. °ezných plán·, jak z ty£e o délce D na°ezat n¥kolik

kus· o délkách z mnoºiny {d1, . . . , dP }. V²echny tyto zp·soby o£íslujme £ísly j = 1, . . . , n a
zavedeme n prom¥nných xj , které vyjad°ují, kolikrát má být j-tý °ezný plán pouºit. Ú£elovou funkcí
je prostý sou£et v²ech prom¥nných

∑n
i=1 xj a tento sou£et minimalizujeme. Lineární omezující

podmínky pak vyjad°ují, ºe pouºitím °ezných plán· dostaneme poºadované po£ty výsledných ty£í.
Tedy koe�cient aij je roven po£tu ty£í o délce di v °ezném plánu j. V²echny strukturní omezující
podmínky jsou typu �v¥t²í nebo rovno� a pravé strany jsou di.

Pozor! Vý²e popsané °e²ení problému d¥lení ty£ovitého materiálu p°evodem na celo£íselné
lineární programování je velmi neefektivní. Existují jednoduché (aº triviální) heuristické postupy,
které poskytují skoro vºdy optimální °e²ení a vºdy °e²ení, které se od optimálního li²í jen málo.

4.1.6 Diskrétní prom¥nné Úlohu, v níº prom¥nná x nabývá diskrétních hodnot z kone£né
mnoºiny {k1, k2, . . . , kr} o r prvcích, lze p°evést na úlohu s r binárními prom¥nnými x1, . . . , xr.

−x+ k1x1 + k2x2 + . . .+ krxr = 0

x1 + x2 + . . .+ xr = 1 .

Tyto dv¥ rovnice spolu s podmínkami, ºe prom¥nné x1, . . . , xr jsou binární, zaru£ují, ºe prom¥nná
x m·ºe nabýt kterékoli hodnoty z mnoºiny {k1, k2, . . . , kr} a ºádné jiné hodnoty nabýt nem·ºe.

4.1.7 Modelování logických podmínek. Binární prom¥nné obvykle modelují rozhodnutí
typu ano�ne, pop°. pravda�nepravda. Zpravidla se dodrºuje konvence, ºe hodnota 1 znamená
�ano�, �pravda� a hodnota 0 znamená �ne�, �nepravda�.

Binární prom¥nné jsou £asto svázány podmínkami logického charakteru.
Vezm¥me nap°. situaci, kdy rozhodujeme o n¥kolika investicích a z povahy v¥ci vyplývá omezení,

ºe investice 1 má smysl pouze pokud je sou£asn¥ provedena i investice 2. Mezi omezujícími
podmínkami úlohy tedy je podmínka, kterou lze vyjád°it logickou výrokovou formulí x1 ⇒ x2,
my v²ak pot°ebujeme podmínku ve tvaru lineární nerovnosti nebo rovnice. V na²em p°ípad¥ lze
pouºít nerovnost x1 5 x2. Vskutku, jestliºe x1 = 0, pak nerovnost x2 m·ºe být jakékoli (tedy 0
nebo 1), ale pokud x1 = 1, pak nerovnost x1 5 x2 zp·sobí, ºe také x2 = 1. A to je p°esn¥ to, co
vyjad°ovala logická podmínka x1 ⇒ x2.

Zde je n¥kolik dal²ích p°íklad· jednoduchých formulí:

x2 ⇔ ¬x1 x1 + x2 = 1
x1 ⇒ x2 x1 5 x2

x1 ⇒ (x2 ∨ x3) x1 5 x2 + x3

(x2 ∨ x3)⇒ x1 x2 + x3 5 2x1

x1 ⇔ (x2 ∨ x3) 2x1 = x2 + x3 = x1

Pro jednoduché formule se obvykle poda°í jejich vyjád°ení uhodnout a ov¥°it, ºe to funguje.
Ov¥°ení spo£ívá v tom, ºe vezmeme v²echny kombinace logických hodnot v²ech prom¥nných, které
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se ve formuli vyskytují, a zkontrolujeme, zda ve v²ech p°ípadech formule i soustava lineárních
podmínek vyjad°ují totéº. Pokud kontrola vyjde, máme vyhráno. Pokud nevyjde, m·ºeme zkusit
lineární podmínky n¥jak �vyspravit� a samoz°ejm¥ znovu zkontrolovat.

Pokud vám metoda �uhodni a ov¥°� nevyhovuje, existuje metoda siln¥j²ího kalibru, ov²em
vyºaduje trochu znalosti z matematické logiky. Kaºdou výrokovou formuli (jakkoli sloºitou) totiº lze
p°epsat do tzv. konjunktivní normální formy, tj. do tvaru konjunkce n¥kolika takzvaných klauzulí,
p°i£emº kaºdá klauzule je disjunkcí takzvaných literál· a literál je bu¤ logická prom¥nná nebo
negace prom¥nné. P°íkladem klauzule je t°eba (x3 ∨ ¬x4 ∨ x6), kde x3, ¬x4 a x6 jsou literály.
Vtip je v tom, ºe kaºdou klauzuli lze snadno vyjád°it jako lineární nerovnost, kde kaºdou negaci
¬xi nahradíme výrazem (1 − xi). Klauzuli z na²eho p°íkladu lze tedy vyjád°it jako nerovnost
x3 + (1− x4) + x6 = 1, tedy po zjednodu²ení x3 − x4 + x6 = 0.

Nap°íklad výrokovou formuli
x1 ⇒ (x2 ∨ (x3 ∧ x4))

lze ekvivalentn¥ vyjád°it v konjunktivní normální form¥

(¬x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x4)

a tu jiº lze snadno p°evést na soustavu nerovností

(1− x1) + x2 + x3 = 1

(1− x1) + x2 + x4 = 1

4.1.8 Po£et nenulových prom¥nných. M¥jme úlohu, kde prom¥nné x1, . . . , xs jsou spojité
a omezené na interval 〈0,K), ale z t¥chto s prom¥nných jich nesmí být kladných více neº r < s.
Nap°íklad obalovna m·ºe kv·li technologickým omezením z celkového sortimentu s druh· sm¥si
vyráb¥t v jednom dni pouze r z nich. Kolik budeme vyráb¥t jednotlivých druh· vyjád°íme
hodnotami (spojitých) prom¥nných x1, . . . , xs, ale pouze r z t¥chto prom¥nných smí nabývat kladné
hodnoty.

Zavedeme s pomocných binárních prom¥nných x′1, . . . , x
′
s. Prom¥nná x′i bude vyjad°ovat, ºe

odpovídající prom¥nná xi smí nabývat kladné hodnoty. Za°ídíme to pomocí podmínek ve tvaru
xi 5 Kx′i. Platí tedy xi > 0⇒ x′i = 1. A nyní jiº sta£í p°idat podmínku x′1 + x′2 + . . .+ x′s 5 r.

Poznamenejme, ºe s konstantou K v praktických úlohách nebývá problém. V na²em p°ípad¥
lze jako K pouºít nap°íklad denní kapacitu obalovny.

4.1.9 Metody °e²ení celo£íselných úloh. První nápad obvykle je tento: Zanedbáme (tzv.
relaxujeme) podmínky celo£íselnosti, úlohu vy°e²íme bez nich a pak výsledek zaokrouhlíme na celá
£ísla. Je t°eba upozornit, ºe zaokrouhlením £asto dostaneme nep°ípustné °e²ení, ostatn¥ ani není
jasné, zda se má zaokrouhlovat nahoru nebo dol·. Dal²í potíº je v tom, ºe °e²ení relaxované úlohy
m·ºe být i velmi vzdáleno od celo£íselného optima. A kone£n¥, v·bec není jisté, ºe celo£íselná
úloha má v·bec n¥jaké celo£íselné °e²ení.

Dodejme ov²em, ºe v praxi se zaokrouhlení pouºívá a to v situaci, kdy víme, ºe chyba, které se
tím dopustíme, je p°ijatelná.

Metoda hrubé síly (téº enumerativní metoda) spo£ívá ve vyzkou²ení v²ech moºností. Lze ji
pouºít, pokud mnoºina p°ípustných °e²ení relaxované úlohy je omezená, tj. je celá obsaºena
v n¥jakém kone£ném (mnohorozm¥rném) kvádru. K tomu sta£í pro kaºdou prom¥nnou xi
najít interval takový, ºe pro v²echna p°ípustná °e²ení prom¥nná xi ur£it¥ leºí v tomto
intervalu. Nyní postupn¥ vyzkou²íme v²echny body kvádru s celo£íselnými sou°adnicemi,
pro kaºdý z nich ov¥°íme platnost omezujících podmínek a pokud tento bod je p°ípustným
°e²ením, vypo£teme hodnotu ú£elové funkce a porovnáme ji s nejlep²ím dosud nalezeným
°e²ením.
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Závaºnou nevýhodou této metody je (zpravidla) obrovská výpo£etní náro£nost. Úlohu s deseti
binárními prom¥nnými takto °e²it lze, po£et moºností je �jen� 1024. Ov²em úlohu se stovkou
binárních prom¥nných by v²echny po£íta£e sv¥ta °e²ily tisíce let.

Metoda se£ných nadrovin je popsána v sekci 4.2

Metoda v¥tví a mezí je popsána dále v sekci 62.

4.2 Metoda se£ných nadrovin

4.2.1 Metoda se£ných nadrovin vychází z optimálního °e²ení relaxované úlohy. Je-li opti-
mální °e²ení relaxované úlohy celo£íselné, pak jsme hotovi, protoºe toto °e²ení je zárove¬ optimál-
ním °e²ením p·vodní celo£íselné úlohy.

Je-li °e²ení relaxované úlohy necelo£íselné, p°idává se k úloze dal²í omezující podmínka a to
taková, která

� nevylou£í ºádné celo£íselné p°ípustné °e²ení, ale
� vylou£í optimum relaxované úlohy (u£iní ho nep°ípustným).

Geometricky vzato, p°idaná omezující podmínka ur£uje poloprostor ohrani£ený nadrovinou a
tato nadrovina �usekne� z mnoºiny p°ípustných °e²ení relaxované úlohy n¥jaká necelo£íselná °e²ení.
Proto mluvíme o metod¥ se£ných nadrovin (anglicky cutting plane method).

Úlohu s p°idanou omezující podmínkou °e²íme zcela stejnou metodou jako úlohu p·vodní:
relaxujeme podmínky celo£íselnosti, najdeme optimum relaxované úlohy a op¥t testujeme, zda
jsme dostali celo£íselné °e²ení. To se opakuje, dokud nejsou v²echny sou°adnice °e²ení celo£íselné.

Se£né nadroviny lze generovat mnoha zp·soby. Nejznám¥j²í je tzv. Gomoryho metoda. K jejímu
výkladu budeme pot°ebovat následující pojem:

4.2.2 Dolní celá £ást reálného £ísla x je nejv¥t²í celé £íslo, které není v¥t²í neº x. Dolní celou
£ást £ísla x zna£íme bxc. Tedy nap°íklad

b2.5c = 2 a b−2.5c = −3 .

Kaºdé reálné £íslo x lze zapsat ve tvaru x = bxc+ r, kde necelo£íselná £ást r spl¬uje 0 5 r < 1.

4.2.3 Gomoryho metoda je pouºitelná na tzv. celo£íseln¥ celo£íselné úlohy, tj. na úlohy, kde
v²echny prom¥nné jsou celo£íselné a v²echny konstanty v omezujících podmínkách (tj. v²echny aij
a bi) jsou celá £ísla. Z toho mj. plyne, ºe celo£íselné °e²ení bude mít i v²echny dopl¬kové prom¥nné
celá £ísla a tedy i po p°evodu úlohy na kanonický tvar dostaneme celo£íseln¥ celo£íselnou úlohu.

Gomoryho algoritmus odvozuje se£nou nadrovinu ze simlpexové tabulky, která representuje
optimální °e²ení relaxované úlohy, a to z takového jejího i-tého °ádku, který má na pravé stran¥
necelo£íselnou hodnotu bi. Tento i-tý °ádek reprezentuje rovnici

ai,1x1 + ai,2x2 + . . . ai,nxn = bi .(4.1)

Konstanty ai,j a bi, které se vyskytují v této rovnici rozloºíme na dolní celou £ást a zbytek

ai,j = bai,jc+ rj a bi = bbic+ r ,(4.2)

k úloze p°idáme omezující podmínku

r1x1 + r2x2 + . . .+ rnxn = r .(4.3)

P°ipome¬me, ºe p°idání omezující podmínky je popsáno v 2.9.11, str. 38.
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4.2.4 Zd·vodn¥ní Gomoryho metody. V rovnici (4.1), která platí proto, ºe nám vy²la
v simplexové tabulce, rozepí²eme v²echny konstanty ai,j a bi podle (4.2) a rovnici upravíme tak, ºe
na levou stranu p°evedeme v²echny £leny s necelo£íselnými koe�cienty a na pravou stranu v²echny
£leny s koe�cienty celo£íselnými. Dostaneme tak rovnici:

r1x1 + r2x2 + . . .+ rnxn − r = bbic − bai,1cx1 − bai,2cx2 − . . . bai,ncxn(4.4)

Pon¥vadº jsou v²echna xj nezáporná a pon¥vadº r < 1, levá strana rovnice 4.4 spl¬uje

r1x1 + r2x2 + . . .+ rnxn − r > −1 ,(4.5)

Zárove¬, pon¥vadº mají být v²echna xj celo£íselná, je pravá strana rovnice 4.4 také celo£íselná,
proto musí i levá strana být celé £íslo a to celé £íslo ost°e v¥t²í meº −1. Je-li tedy x p°ípustné a
celo£íselné, musí platit

r1x1 + r2x2 + . . .+ rnxn − r = 0 .(4.6)

Odtud jiº snadno plyne podmínka (4.3)

4.2.5 P°íklad. �e²me celo£íseln¥ celo£íselnou úlohu (porovnejte s 2.2.2, str. 12):

2x1 + 3x2 → max

x1 − 2x2 5 2

−2x1 + x2 5 2

x1 + x2 5 4

x1 = 0

x2 = 0

Nejprve najdeme optimální °e²ení relaxované úlohy

2 3 0 0 0 max
0 3. 1 −2 1 0 0 2
0 4. −2 1 0 1 0 2
0 5. 1 1 0 0 1 4

−2 −3 0 0 0 0
0 3. −3 0 1 2 0 6
3 2. −2 1 0 1 0 2
0 5. 3 0 0 −1 1 2

−8 0 0 3 0 6
0 3. 0 0 1 1 1 8
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 3 1/3
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3
2/3

0 0 0 1/3 2 2/3 11 1/3

Optimální °e²ení relaxované úlohy ( 2/3,3
1/3,8, 0, 0) není celo£íselné. Gomoryho se£nou nadrovinu

vygenerujeme podle první necelo£íselné sou°adnice x1 = 2/3. P°idáváme omezující podmínku

2/3x4 + 1/3x5 = 1/3 ,

coº se v simplexové tabulce projeví jako £tvrtý °ádek a ²estý sloupec.

2 3 0 0 0 0 max
0 3. 0 0 1 1 1 0 8
3 2. 0 1 0 1/3

2/3 0 3 1/3
2 1. 1 0 0 − 1/3

1/3 0 2/3
0 6. 0 0 0 − 2/3 − 1/3 1 − 2/3

0 0 0 1/3 2 2/3 0 11 1/3
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Pon¥vadº máme záporné £íslo na pravé stran¥, pokra£ujeme duáln¥ simplexovou metodou. Klí£ový
prvek bude na míst¥ (4,4). Po provedení Jordanovy eliminace dostaneme:

2 3 0 0 0 0 max
0 3. 0 0 1 0 1/2 −1 7
3 2. 0 1 0 0 2/3 0 1/2 3
2 1. 1 0 0 0 1/2 − 1/2 1
0 6. 0 0 0 1 1/2 −1 1/2 1

0 0 0 0 2 1/2
1/2 11

Optimální celo£íselné °e²ení je (1, 3, 7, 1, 0, 0).

4.2.6 Poznámky Gomoryho metoda se£ných nadrovin zpravidla nepracuje moc efektivn¥, ob-
vykle pot°ebuje zna£ný po£et iterací.

Pro speciální úlohy (nap° pro problém obchodního cestujícího) jsou známy dokonalej²í metody
konstrukce se£ných nadrovin, které �odsekávají� nepot°ebná °e²ení �po v¥t²ích kusech� a tedy
vedou k °e²ení rychleji.

4.3 Metoda v¥tví a mezí

Metoda v¥tví a mezí je zna£n¥ obecnou metodou k °e²ení optimaliza£ních úloh. Lze ji pouºít k °e²ení
úloh celo£íselného lineárního programování, ale i pro úlohy, které s lineárním programováním
nemají skoro nic spole£ného.

V této sekci podáme obecný výklad metody v¥tví a mezí a uvedeme dva p°íklady pouºití.

4.3.1 V¥tvení mnoºiny p°ípustných °e²ení. Mnoºinu p°ípustných °e²ení úlohy U ozna£me
symbolem P°(U).

M¥jme optimaliza£ní úlohu U s ú£elovou funkcí f . Úlohu U m·ºeme °e²it (mimo jiné) tak, ºe
vytvo°íme úlohy U1, . . . , Un se stejnou ú£elovou funkcí (tzv. podúlohy úlohy U) takové, ºe

P°(U) = P°(U1) ∪ . . . ∪ P°(Un) .

Optimální °e²ení úlohy U pak lze získat tak, ºe vybereme nejlep²í ze v²ech optimálních °e²ení
podúloh U1, . . . , Un. Samoz°ejm¥ se p°i tom snaºíme (v tom je smysl v¥tvení), aby podúlohy
U1, . . . , Un byly v n¥jakém smyslu snaz²í neº p·vodní úloha U , tj. aby nap°. byly men²í. Dodejme,
ºe p°i tom je výhodné, kdyº mnoºiny P°(U1), . . . ,P°(Un) jsou navzájem disjunktní, ale není to
nutné.

Nalezení optimálního °e²ení úlohy U je snadné, pokud pro kaºdou podúlohu Ui:

1. bu¤ najdeme optimální °e²ení úlohy Ui,
2. nebo prokáºeme, ºe úloha Ui nemá ºádné p°ípustné °e²ení,
3. nebo prokáºeme, ºe ºádné p°ípustné °e²ení úlohy Ui není lep²í neº n¥jaké v té dob¥ jiº známé

p°ípustné °e²ení úlohy U .

�asto se ov²em stává, ºe pro n¥kterou podúlohu (a £asto ne jen jednu) nejsme schopni p°ímo zjistit
ani jednu z vý²e uvedených t°í moºností. V tom p°ípad¥ pro kaºdou takovou podúlohu, ozna£me
ji Ui, pouºijeme stejný postup jako pro úlohu U , tj. rozv¥tvíme ji na podúlohy Ui1 , . . . , Uim a pro
takto získané podúlohy se op¥t snaºíme zjistit n¥kterou z vý²e uvedených moºností. N¥které z takto
získaných podúloh m·ºe být nutno dále v¥tvit.

4.3.2 Strom °e²ení. Jednotlivé podúlohy m·ºeme pokládat za vrcholy ko°enového stromu,
který nazýváme stromem °e²ení. Ko°enem je výchozí úloha U a z kaºdé úlohy, která byla v¥tvena na
podúlohy, vedou hrany ke v²em jejím podúlohám. B¥hem výpo£tu se strom °e²ení m¥ní (zv¥t²uje).
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Pro výpo£et jsou zajímavé pouze listy stromu °e²ení. Listy d¥líme na tzv. ºivé a mrtvé. Za
mrtvé pokládáme ty listy (podúlohy), u nichº se jiº poda°ilo prokázat n¥kterou ze t°í moºností
uvedených v 4.3.1. T¥mito podúlohami se jiº není t°eba dále zabývat. Ostatní listy (podúlohy)
jsou ºivé.

�ivou podúlohu je t°eba bu¤ umrtvit (zji²t¥ním n¥které ze t°í moºností z 4.3.1), anebo rozv¥tvit.
Rozv¥tvením podúloha p°estává být listem, ve strom¥ °e²ení se v²ak místo ní objeví n¥kolik nových
list·. Výpo£et kon£í v okamºiku, kdy v²echny listy stromu °e²ení jsou mrtvé.

4.3.3 Odhady a meze. Pokud pro n¥kterou podúlohu Ui zjistíme, ºe platí moºnost 3, tj. pokud
prokáºeme, ºe ºádné p°ípustné °e²ení úlohy Ui není lep²í neº n¥jaké v té dob¥ jiº známé °e²ení
úlohy U , je to p°i °e²ení dobrá zpráva, protoºe tuto podúlohu není t°eba v¥tvit. Nejlep²í dosud
známé °e²ení úlohy U se v²ak b¥hem výpo£tu obvykle m¥ní (zlep²uje), a tak se snadno stane, ºe
moºnost 3 se o n¥jaké podúloze poda°í prokázat, teprve aº najdeme dostate£n¥ dobré °e²ení celé
úlohy U .

Proto bývá výpo£et uspo°ádán tak, ºe jednak evidujeme nejlep²í dosud známé °e²ení a hodnotu
jeho ú£elové funkce, jednak pro kaºdou podúlohu Ui vypo£teme £íslo Odh(Ui) takové, ºe ºádné
p°ípustné °e²ení úlohy Ui není lep²í neº Odh(Ui).

�íslo Odh(Ui) bývá v literatu°e nazýváno u minimaliza£ních úloh dolním odhadem a u maxima-
liza£ních úloh horním odhadem. �ím je odhad blíºe skute£né hodnot¥ optimálního °e²ení podúlohy,
tím je tento odhad uºite£n¥j²í, nebo´ tím snáze jeho pomocí prokáºeme, ºe pro podúlohu platí moº-
nost 3. Odhad je tedy tím lep²í, £ím je mén¥ optimistický. N¥kdy lze volit mezi n¥kolika metodami
výpo£tu odhadu, které dávají r·zn¥ kvalitní výsledky.

Zp·sob výpo£tu odhadu samoz°ejm¥ velice závisí na °e²ené úloze a na zp·sobu vytvá°ení
podúloh. Jako odhad pro podúlohu Ui se £asto pouºívá hodnota optimálního °e²ení tzv. relaxované
podúlohy:

4.3.4 Relaxace nep°íjemných omezujících podmínek. Pon¥vadº mnoºina p°ípustných °e-
²ení úlohy je vºdy popsána (zadána) pomocí omezujících podmínek, provádí se i v¥tvení úlohy na
její podúlohy pomocí dodate£ných omezujících podmínek, které se k v¥tvené úloze p°idávají.

Obvyklá situace je tato: Omezující podmínky výchozí úlohy U lze rozloºit na dv¥ skupiny,
nazv¥me je p°íjemné a nep°íjemné. Vynecháme-li (takzvan¥ relaxujeme) nep°íjemné omezující
podmínky, dostaneme tzv. relaxovanou úlohu, která má jiº jenom p°íjemné omezující podmínky
a kterou dovedeme rychle °e²it. Jinak °e£eno, úlohu s p°íjemnými podmínkami umíme rychle °e²it,
nep°íjemné podmínky úlohu komplikují a £iní ji t¥ºkou.

Najdeme-li optimální °e²ení r úlohy, která vznikla relaxací z U , jsou dv¥ moºnosti: bu¤ °e²ení r
spl¬uje, nebo nespl¬uje nep°íjemné omezující podmínky. Pokud spl¬uje, pak máme ²t¥stí, protoºe
°e²ení r je zárove¬ optimálním °e²ením i samotné úlohy U , a úlohu U tedy není t°eba v¥tvit.
Obvykle v²ak ²t¥stí nemáme a °e²ení r nep°íjemné omezující podmínky nespl¬uje. V takové situaci
ud¥láme dv¥ v¥ci: za prvé, hodnotu optimálního °e²ení relaxované úlohy m·ºeme pouºít jako
odhad, a za druhé, platnost on¥ch nep°íjemných podmínek si snaºíme vynutit p°idáváním podmínek
p°íjemných, a to i za cenu toho, ºe se nám úloha rozpadne (rozv¥tví) na n¥kolik podúloh.

Podstatné je, ºe p°i v¥tvení úlohy p°idáváme vºdy jen p°íjemné omezující podmínky. Tím je
totiº zaru£eno, ºe takto vzniklé podúlohy jsou stejného typu jako v¥tvená úloha, a m·ºeme tedy
op¥t pouºít onen trik s relaxací a °e²ením relaxované podúlohy.

Které omezující podmínky m·ºeme pokládat za p°íjemné, je dáno na²í schopností rozumn¥
rychle °e²it p°íslu²né relaxované podúlohy. Zpravidla pro danou úlohu existuje n¥kolik moºností,
jak zvolit prostor °e²ení a jak p°eformulovat omezující podmínky, p°itom obojí má zna£ný vliv na
pracnost °e²ení metodou v¥tví a mezí.

4.3.5 Volba podúlohy k v¥tvení by mohla být zaloºena na prohledávání stromu °e²ení nap°.
do ²í°ky nebo do hloubky. �ast¥ji se v²ak pro kaºdou podúlohu vypo£te hodnota, nazv¥me ji
prioritou, a mezi ºivými podúlohami vybíráme k v¥tvení tu, která má prioritu nejlep²í. B¥ºn¥ se
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v roli priority pouºívá (dolní nebo horní) odhad. Vybíráme pak podúlohu, která má odhad nejlep²í
(nejnad¥jn¥j²í), nebo´ u této podúlohy lze o£ekávat, ºe zlep²íme nejlep²í dosud nalezené °e²ení
a pomocí odhad· pak umrtvíme n¥které dosud ºivé podúlohy.

4.3.6 Shrnutí metody v¥tví a mezí. P°i výpo£tu udrºujeme nejlep²í dosud nalezené p°í-
pustné °e²ení ř dané úlohy U a jeho hodnotu ú£elové funkce L. Na za£átku ř není de�nováno
a jako hodnotu L pouºijeme nejhor²í moºnou hodnotu (+∞ nebo −∞).

Doporu£uje se v²ak je²t¥ p°ed zahájením výpo£tu metodou v¥tví a mezí získat n¥jakým
heuristickým postupem (viz 4.5) co nejlep²í p°ípustné °e²ení ř a jeho hodnotu L, nebo´ to m·ºe
následující výpo£et urychlit.

Dále p°i výpo£tu udrºujeme seznam ºivých podúloh.
Obvykle je²t¥ p°ed za°azením do seznamu pro kaºdou podúlohu vypo£teme odhad, nej£ast¥ji

°e²ením relaxované verze p°íslu²né podúlohy. Pokud p°itom dostaneme p°ípustné °e²ení, porovnáme
je s °e²ením ř a dále uchováváme lep²í z nich. Pokud bylo °e²ení ř nahrazeno lep²ím, tj. pokud se
zlep²ila hodnota L, projdeme seznam ºivých podúloh a vy°adíme ty, které jsou díky nové hodnot¥
L umrtveny.

Pokud podúloha nemá ºádné p°ípustné °e²ení nebo pokud pro ni dostaneme odhad, který
je hor²í neº L, pak tuto podúlohu okamºit¥ umrtvíme a do seznamu ºivých podúloh ji v·bec
nezapisujeme.

Ze seznamu ºivých podúloh vybíráme zpravidla tu, která má nejlep²í odhad. Tuto podúlohu
ze seznamu odstraníme, rozv¥tvíme ji na podúlohy, pro kaºdou z nich ihned vypo£teme odhad
a p°ípadn¥ ji za°adíme do seznamu ºivých podúloh, jak bylo popsáno vý²e.

Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu n¥jaká ºivá podúloha. Výsledné °e²ení ř pak je
optimálním °e²ením úlohy.

4.3.7 P°íklad � celo£íselné lineární programování Úlohy celo£íselného lineárního progra-
mování jsme (v£etn¥ p°íklad· aplikací) zavedli v 4.1, str. 57. Jednou z metod pro °e²ení t¥chto úloh
je metoda v¥tví a mezí.

P°íjemné podmínky jsou zde b¥ºné podmínky lineárního programování, tedy nerovnosti a
rovnice. Nep°íjemnou podmínkou je celo£íselnost. Relaxované úlohy lze °e²it b¥ºnou simplexovou
metodou.

Kdyº nám u relaxované úlohy vyjde optimální °e²ení, které obsahuje necelo£íselnou hodnotu
n¥které prom¥nné xi = h, pak úlohu rozv¥tvíme na dv¥ podúlohy a to tak, ºe v jedné podúloze
p°idáme podmínku xi 5 bhc a ve druhé podúloze podmínku xi = dhe.

Metodu v¥tví a mezí p°edvedeme na následující jednoduché úloze.

x1 + x2 → max

2x1 + x2 5 5 1/2

2x1 − x2 = 1/2

x2 = 1/2

x1, x2 = 0

x1, x2 celo£íselné

Mnoºina p°ípustných °e²ení relaxované úlohy je na obrázku 4.1. Optimální °e²ení (1 1/2, 2
1/2)

relaxované úlohy má necelo£íselné ob¥ sou°adnice. K v¥tvení na podúlohy si vybereme sou°adnici
x1, p°idáme tedy omezující podmínky x1 5 1 a x1 = 2. Vzniklé podúlohy a optimální °e²ení jejich
relaxovaných verzí jsou na obrázku 4.2.
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x

y

x1 + x2 → max

Obrázek 4.1: �e²ení relaxované úlohy 4.3.7

£íslo p°idaná odhad komentá°
podúlohy omezení

1 � 4 v¥tveno na podúlohy 2 a 3
2 x1 5 1 2 1/2 ºivá
3 x1 = 2 3 1/2 ºivá

x

y

x1 + x2 → max
x1 ≥ 2x1 ≤ 1

Obrázek 4.2: Podúlohy úlohy 4.3.7 po prvém v¥tvení.

Z obou ºivývch podúloh vezmeme k dal²ímu v¥tvení podúlohu 3, nebo´ má lep²í (nad¥jn¥j²í) od-
had. V¥tvíme podle prom¥nné x2. Po rozv¥tvení vznikne situace v následující tabulce a znázorn¥ná
obrázkem 4.3.

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



66 Kapitola 4. Celo£íselné lineární programování

£íslo p°idaná °e²ení odhad komentá°
podúlohy omezení

1 � (1 1/2, 2
1/2) 4 v¥tveno na podúlohy 2 a 3

2 x1 5 1 (1, 1 1/2) 2 1/2 ºivá
3 x1 = 2 (2, 1 1/2) 3 1/2 v¥tveno na podúlohy 4 a 5
4 x1 = 2, x2 5 1 (2 1/4, 1) 3 1/4 ºivá
5 x1 = 2, x2 = 2 � � nemá p°ípustné °e²ení

x

y

x1 + x2 → max
x1 ≥ 2

x2 ≥ 2

x2 ≤ 1

Obrázek 4.3: Podúlohy úlohy 4.3.7 po druhém v¥tvení.

Op¥t máme dv¥ ºivé podúlohy, k dal²ímu v¥tvení op¥t vybereme nad¥jn¥j²í z nich, tedy
podúlohu 4 a v¥tvíme podle prom¥nné x1.

Podúloha 6 vznikne p°idáním podmínky x1 5 2. Mnoºina p°ípustných °e²ení relaxované
podúlohy se tím de facto redukuje na úse£ku. Optimální °e²ení této relaxované podúlohy je (2, 1),
tedy celo£íselné °e²ení. Hodnotu 3 ú£elové funkce tohoto °e²ení nyní m·ºeme pouºít k umrtvení
ºivých podúloh, které mají hor²í hodnotu odhadu. V na²em p°ípad¥ takto umrtvíme podúlohu 2.

Podúloha 7 vznikne p°idáním podmínky x1 = 3 a tato podúloha nemá ºádné p°ípustné °e²ení.

£íslo p°idaná °e²ení odhad komentá°
podúlohy omezení

1 � (1 1/2, 2
1/2) 4 v¥tveno na podúlohy 2 a 3

2 x1 5 1 (1, 1 1/2) 2 1/2 umrtveno díky odhadu
3 x1 = 2 (2, 1 1/2) 3 1/2 v¥tveno na podúlohy 4 a 5
4 x1 = 2, x2 5 1 (2 1/4, 1) 3 1/4 v¥tveno na podúlohy 6 a 7
5 x1 = 2, x2 = 2 � � nemá p°ípustné °e²ení
6 x1 = 2, x2 5 1, x1 5 2 (2, 1) 3 celo£íselné optimum
7 x1 = 2, x2 5 1, x1 = 3 � � nemá p°ípustné °e²ení

4.3.8 Problém batohu. Lupi£ má batoh, do kterého m·ºe dát nejvý²e K kilogram· ko°isti
a ani o gram více. Jeho lup se skládá z n p°edm¥t· o hmotnosti w1, w2, . . . , wn kilogram· a cenách
c1, c2, . . . , cn K£. Snahou lupi£e je odnést v batohu co nejdraº²í ko°ist, ale nesmí batoh p°etíºit.

Tato úloha má mnoho poctiv¥j²ích podob, zejména p°i sestavování rozvrh· a p°i plánování
paraleln¥ probíhajících proces·, které spot°ebovávají n¥jaký materiál, energii nebo práci. Vºdy se
snaºíme co nejuºite£n¥ji vytíºit daný materiálový, energetický nebo lidský zdroj.
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x

y

x1 + x2 → max
x1 ≥ 2

x2 ≤ 1

x1 ≤ 2 x1 ≥ 3

Obrázek 4.4: Podúlohy úlohy 4.3.7 po t°etím v¥tvení.

M¥jme batoh o kapacit¥ 40 a p¥t p°edm¥t· s t¥mito vahami a cenami:

p°edm¥t i: A B C D E
cena ci: 50 107 31 31 69
váha vi: 14 30 9 10 27

Jako prostor °e²ení vezmeme R5, jeho prvky jsou uspo°ádané p¥tice £ísel x1, . . . , x5, která ur£ují,
kolikrát zabalíme do batohu jednotlivé p°edm¥ty. Omezující podmínky ur£ují, ºe 0 5 xi 5 1

a
∑5
i=1 vixi 5 40. Nep°íjemnou omezující podmínkou zde je, ºe v²echna xi musí být navíc

celo£íselná.
Pro ú£ely snadného °e²ení relaxované úlohy si p°edm¥ty se°adíme sestupn¥ podle jejich �m¥rné

ceny� , tj. podle podílu cena/váha. Ve vý²e uvedeném zadání je toto se°azení jiº provedeno.
Optimální °e²ení relaxované úlohy pak získáme velmi jednodu²e tak, ºe do batohu budeme

ukládat celé p°edm¥ty v po°adí klesající m¥rné ceny, p°i£emº poslední z takto za°azených p°edm¥t·
moºná nebude za°azen celý. Pro na²i úlohu tak dostaneme °e²ení o hodnot¥ 142,73 tvo°ené celým
p°edm¥tem A a £ástí 26/30 p°edm¥tu B. Jako horní odhad pouºijeme celou £ást této hodnoty, tj.
zde 142, nebo´ v²echna p°ípustná °e²ení p·vodní (nerelaxované) úlohy U mají hodnotu ú£elové
funkce celo£íselnou, a ta tedy nem·ºe p°esáhnout 142.

V¥tvení budeme provád¥t vºdy na dv¥ podúlohy, a to tak, ºe si vybereme n¥který p°edm¥t,
o n¥mº v dané podúloze není je²t¥ rozhodnuto, a v jedné z podúloh jej pevn¥ za°adíme, zatímco
ve druhé jej zakáºeme. V obou podúlohách se tedy rozhoduje o men²ím po£tu p°edm¥t·. P°idané
omezující podmínky, tj. p°íkazy a zákazy, budeme zkrácen¥ ozna£ovat symboly + a - tak, ºe nap°.
-+-.. bude znamenat, ºe 1. a 3. p°edm¥t jsou zakázány, 2. p°edm¥t je p°ikázán a o ostatních
p°edm¥tech není v podúloze rozhodnuto.

Pr·b¥h °e²ení je zaznamenán v následující tabulce. Podúlohy jsou o£íslovány po°adovými
£ísly v po°adí, jak byly vytvo°eny v¥tvením. K v¥tvení byla vybírána vºdy podúloha s nejlep²ím
odhadem, a to v po°adí 1, 2, 3, 6, 8, 11.

£íslo p°idaná horní komentá°
podúlohy omezení odhad
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1 ..... 142 v¥tveno podle A na podúlohy 2 a 3

2 +.... 142 v¥tveno podle B na podúlohy 4 a 5
3 -.... 141 v¥tveno podle B na podúlohy 6 a 7

4 ++... � p°etíºeno
5 +-... 129 umrtveno po zpracování podúlohy 9

6 -+... 141 v¥tveno podle C na podúlohy 8 a 9
7 --... 115 umrtveno po zpracování podúlohy 9

8 -++.. 141 v¥tveno podle D na podúlohy 10 a 11
9 -+-.. 138 (optimum) viz komentá° v textu

10 -+++. � p°etíºeno
11 -++-. 140 v¥tveno podle E na podúlohy 12 a 13

12 -++-+ � p°etíºeno
13 -++-- 138 dal²í optimum

Strom °e²ení je na obrázku 4.5.

E
1: 142

2: 142 3: 141

4: p°etíºeno 5: 129 6: 141 7: 115

8: 141 9: 138 opt

10: p°etíºeno 11: 140

12: p°etíºeno 13: 138 (opt)

Obrázek 4.5: Strom °e²ení k p°íkladu 4.3.8. U vrchol· jsou napsána £ísla podúloh a hodnoty horních
odhad·.

Podúloha 9 vyºaduje podrobn¥j²í komentá°: �e²ením relaxované verze podúlohy 9 jsme zde
(náhodou) dostali celo£íselné °e²ení. Získali jsme tedy p°ípustné °e²ení celé úlohy, aniº by bylo
nutno podúlohu v¥tvit. V té dob¥ to bylo první p°ípustné °e²ení, které jsme nalezli. Pouºili jsme je
ihned k umrtvení podúloh 5 a 7, které v té dob¥ byly je²t¥ ºivé, ale m¥ly ve srovnání s podúlohou
9 hor²í odhad.

Stojí za zmínku, ºe v této chvíli jsme jiº m¥li °e²ení, o kterém se pozd¥ji ukázalo, ºe je optimální,
ale v té dob¥ jsme to je²t¥ nev¥d¥li, protoºe stále je²t¥ zbývala ºivá podúloha 8 s odhadem, který
dával nad¥ji na zlep²ení. Bylo tedy nutno ve výpo£tu pokra£ovat a teprve po rozv¥tvení podúloh
8 a 11 se ukázalo, ºe lep²í °e²ení neexistuje.

4.4 Backtracking

4.4.1 Posloupnosti a strom °e²ení. Backtracking lze pouºít v t¥ch situacích, kdy kaºdé °e²ení
úlohy (tj. kaºdý prvek prostoru °e²ení) m·ºeme povaºovat za kone£nou posloupnost, p°i£emº kaºdý
prvek posloupnosti musí být vybrán z n¥jaké p°edem dané kone£né mnoºiny. P°i tro²e fantazie se
na v¥t²inu kombinatorických úloh m·ºeme dívat tímto zp·sobem.

Krom¥ posloupností, které p°edstavují (úplné) °e²ení úlohy budeme uvaºovat také v²echny
jejich po£áte£ní úseky. Tyto po£áte£ní úseky odpovídají £áste£ným (neúpln¥ ur£eným) °e²ením.
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V²echny takovéto posloupnosti m·ºeme pokládat za vrcholy orientovaného grafu, v n¥mº kaºdá
£áste£ná posloupnost má jako své následníky v²echna svá prodlouºení o jeden prvek. Tento graf je
ko°enovým stromem (ko°enem je prázdná posloupnost) a nazýváme jej stromem °e²ení.

4.4.2 Backtracking. Nejjednodu²²í verze backtrackingu spo£ívá v prohledávání stromu °e²ení
do hloubky. Vºdy, kdyº se p°i prohledávání dostaneme k posloupnosti, která odpovídá úplnému
°e²ení, provedeme test, zda toto °e²ení je p°ípustné. U optimaliza£ní úlohy navíc evidujeme nejlep²í
dosud nalezené p°ípustné °e²ení.

Takto jednoduchý backtracking bez pouºití dal²ích trik· ov²em není v podstat¥ ni£ím jiným
neº systematicky provedenou metodou hrubé síly. Triky, kterými lze výpo£et mnohdy i zna£n¥
urychlit, spo£ívají v tom, ºe vynecháme prohledávání n¥kterých podstrom·.

Má smysl prodluºovat jen ty posloupnosti, u nichº je nad¥je, ºe mohou být prodlouºeny na
p°ípustné °e²ení. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, ºe ºádné prodlouºení uº nem·ºe být
p°ípustné, m·ºeme u²et°it £as tím, ºe prohledávání p°íslu²ného podstromu p°esko£íme (provedením
návratu).

�e²íme-li optimaliza£ní úlohu, m·ºeme dosáhnout dal²í úspory £asu, budeme-li schopni pro
kaºdou posloupnost x1, . . . , xi ur£it £íslo D, které nazveme dolním, pop°. horním odhadem (pro
minimaliza£ní, pop°. maximaliza£ní úlohu) a které má tu vlastnost, ºe prodluºováním posloupnosti
x1, . . . , xi nelze dosáhnout p°ípustného °e²ení lep²ího neºD. Bude-li tedy pro posloupnost x1, . . . , xi
tento odhad hor²í neº n¥jaké p°ípustné °e²ení, které uº v té chvíli známe, nemá dal²í prodluºování
posloupnosti x1, . . . , xi smysl a prohledávání p°íslu²ného podstromu m·ºeme op¥t p°esko£it.

I p°es uvedené moºnosti úspor bývá backtracking £asov¥ hodn¥ náro£ný.

4.4.3 P°íklad � problém batohu. P°edm¥ty libovoln¥, ale pevn¥ se°adíme do posloupnosti.
M·ºe to být po°adí podle m¥rné ceny jako v 4.3.8, ale není to nutné. Do batohu budeme ve
zvoleném po°adí p°idávat p°edm¥ty, dokud se vejdou. Kdyº se p°edm¥t, který je na °ad¥ nevejde,
vezmeme dal²í. Kdyº uº není co p°idávat, vyndáme naposledy p°idaný p°edm¥t a zkusíme p°idávat
p°edm¥ty, které následují za ním.

Takto postupn¥ vyzkou²íme v²echna p°ípustná °e²ení, tj. v²echny mnoºiny p°edm¥t·, které
batoh nep°etíºí. Pokud p°itom budeme zaznamenávat nejv¥t²í dosaºenou cenu p°edm¥t· v batohu,
najdeme tímto zp·sobem optimální °e²ení.

Vyzkou²ejte to na p°íklad¥ 4.3.8 jako cvi£ení.

4.4.4 Backtracking versus v¥tve a meze. Ob¥ metody mají n¥které rysy spole£né a u n¥-
kterých algoritm· je t¥ºké °íci, o kterou z obou metod jde.

Backtracking pouºitý k °e²ení optimaliza£ní úlohy lze pokládat za speciální p°ípad metody v¥tví
a mezí. Na posloupnost, která v backtrackingu tvo°í £áste£né °e²ení, se totiº m·ºeme dívat jako
na podúlohu, v níº n¥kolik prvých £len· posloupnosti je pomocí p°idaných omezujících podmínek
pevn¥ ur£eno. Prodlouºení posloupnosti pak znamená p°idání nové omezující podmínky.

P°i backtrackingu v²ak prohledáváme strom °e²ení vºdy do hloubky (jinak by to nebyl backtrac-
king), zatímco v metod¥ v¥tví a mezí lze dal²í postup °e²ení volit svobodn¥ji, a tedy zpravidla
výhodn¥ji (nap°. pomocí priorit, viz 4.3.5). V backtrackingu lze k zamezení zbyte£ného v¥tvení
pouºít i jiné triky neº dolní, pop°. horní odhady. A kone£n¥, backtracking lze pouºít také k °e²ení
úloh, které nemají optimaliza£ní charakter.

4.5 Heuristické algoritmy

V praxi mnohdy vysta£íme s °e²ením, které je �dostate£n¥ dobré� , které v²ak získáme rychle.
Algoritmy, které poskytují takováto °e²ení, nazýváme heuristické. Tyto algoritmy bývají zaloºeny
na nejr·zn¥j²ích principech.
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Mnohé heuristické algoritmy pracují tzv. hladovým zp·sobem: °e²ení vytvá°í (konstruují)
postupn¥ a v kaºdém kroku se snaºí o co nejv¥t²í zlep²ení ú£elové funkce, pop°. o co nejv¥t²í
úsporu. Nap°íklad p°i °e²ení problému batohu 4.3.8 budeme dávat do batohu vºdy p°edm¥t, který
má nejlep²í m¥rnou cenu a je²t¥ se do batohu vejde. Samoz°ejm¥ se m·ºe stát, ºe se �chamtivost
nevyplatí� a výsledkem je °e²ení, které není optimální. P°íkladem je práv¥ zmín¥ná úloha o batohu
(vyzkou²ejte). Úlohy, v nichº hladový postup zaru£en¥ vede k optimálnímu °e²ení, jsou spí²e
výjime£né.

N¥které heuristické algoritmy °e²ení mnohokrát opakují s vyuºitím náhody a z takto získaných
°e²ení vybírají nejlep²í.

Dal²í heuristické algoritmy vyuºívají tzv. lokální pr·zkum: vezmou n¥jaké stávající °e²ení
(zpravidla získané n¥jakou jinou heuristikou) a systematicky je pozm¥¬ují, tj. v jistém smyslu
prozkoumávají okolí stávajícího °e²ení. Pokud n¥které z pozm¥n¥ných °e²ení je lep²í neº °e²ení
stávající, prohlásí toto lep²í °e²ení za stávající a pokra£ují pr·zkumem okolí tohoto nového °e²ení.
Toto se opakuje, dokud se da°í °e²ení zlep²ovat. Samoz°ejm¥ m·ºeme skon£it i d°íve, pokud najdeme
°e²ení, jehoº kvalita nám posta£uje nebo pokud uº nemáme £as na dal²í zlep²ování.

Metodu lokálního pr·zkumu lze dále zdokonalit s vyuºitím náhody. Jednak m·ºeme s n¥jakou
pravd¥podobností akceptovat i zhor²ení ú£elové funkce v nad¥ji, ºe takto pozd¥ji objevíme cel-
kov¥ lep²í °e²ení, jednak m·ºeme celý postup mnohokrát opakovat z jiného, náhodn¥ zvoleného
výchozího °e²ení.

Dal²í, sloºit¥j²í heuristické algoritmy jsou �o²izené� varianty backtrackingu nebo metody v¥tví
a mezí, v nichº pouºíváme nep°esné (ne zcela spolehlivé) odhady. Prohledáváme pak men²í strom
°e²ení a výpo£et se m·ºe podstatn¥ urychlit, ale m·ºe se stát, ºe díky nep°esnému odhadu
p°esko£íme prohledávání podstromu, který obsahuje optimální °e²ení.

Obecn¥ platí, ºe heuristické algoritmy bývají �²ity na míru� pro ur£itý typ úlohy, jejich
úsp¥²nost závisí na tom, jak se poda°í vyuºít speci�ckých rys· daného typu úlohy i speci�ckých
rys· instancí, které chceme °e²it. P°i jejich návrhu hodn¥ záleºí i na zku²enosti a citu pro °e²ený
problém.
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Kapitola 5

Dynamické programování

Dynamické programování je pom¥rn¥ obecným a ú£inným nástrojem k °e²ení n¥kterých optimali-
za£ních úloh.

5.1 Bellman·v princip optimality

Dynamické programování je zaloºeno na my²lence, ºe £ást optimálního °e²ení by m¥la být také
optimálním °e²ením (men²í úlohy). Nap°íklad £ást nejkrat²í cesty by m¥la být také nejkrat²í cestou.

Vycházíme p°itom z p°edpokladu, ºe °e²ení optimaliza£ní úlohy lze rozloºit na £ásti, které lze
pokládat za °e²ení optimaliza£ních úloh stejného typu, ale men²ího rozsahu. Pokud lze °e²ení díl£ích
úloh spolu libovoln¥ kombinovat, pak celkové °e²ení nem·ºe být optimální, budeme-li schopni
n¥kterou jeho £ást �lokáln¥� vylep²it.

Dynamické programování se nej£ast¥ji aplikuje na úlohy, jejichº °e²ení si lze p°edstavit jako
posloupnost rozhodnutí o dal²ích a dal²ích £ástech °e²ení. Rozhodujeme se dynamicky vºdy podle
situace, do které jsme se dostali na základ¥ p°edchozích rozhodnutí. Odtud ostatn¥ pochází název
metody.

5.1.1 Bellman·v princip optimality.

Optimální strategie má tuto vlastnost: a´ je výchozí stav a výchozí rozhodnutí jakékoli,
posloupnost následujících rozhodnutí musí tvo°it optimální strategii vzhledem ke stavu,
který vyplývá z výchozího rozhodnutí.

5.1.2 Podmínky platnosti Bellmanova principu optimality. Pokud se p°i rozhodování
musíme °ídit nejen sou£asným stavem, ale i zp·sobem, jak jsme se do tohoto stavu dostali, pak
Bellman·v princip optimality ve vý²e zmín¥né jednoduché podob¥ nelze pouºít. Aby jej pouºít ²lo,
je nutno zahrnout do pojmu �stav� v²e, co ovli¬uje moºnosti dal²ího pokra£ování.

5.1.3 P°íklad. Chcete optimálním zp·sobem p°istát s tryskovým letadlem. Vlivem p°edchozích
°ídících zásah· jste se ocitli v plné rychlosti sto metr· vpravo od p°istávací dráhy. Nejkrat²í cesta
z tohoto místa do cílové pozice vede sto metr· vlevo, jenºe vlivem setrva£nosti a manévrovacích
schopností letadla tuto cestu nelze pouºít. Aby bylo moºno pouºít Bellman·v princip optimality,
musí stav letu zahrnovat nejen bod, ve kterém se letadlo nachází, ale i rychlost a sm¥r jeho letu
a pravd¥podobn¥ je²t¥ °adu dal²ích parametr·, které mají vliv na to, co lze v tomto okamºiku
s letícím letadlem d¥lat, jako nap°. nastavení °ídících klapek na k°ídlech nebo okamºitý výkon
motoru.
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5.2 P°íklad: alokace investic

5.2.1 Úloha o alokaci investic. Máme Q jednotek n¥jakého ekonomického zdroje (t°eba
pen¥z) a na²ím úkolem je rozd¥lit je mezi n investi£ních program·. Pro kaºdý investi£ní program
i a pro kaºdou celo£íselnou velikost investice 0 5 x 5 Q známe velikost výnosu gi(x). Celkový
výnos je sou£tem výnos· ze v²ech n program·. Úkolem je najít velikosti investic x1, . . . , xn do
jednotlivých program· tak, aby celkový výnos byl maximální moºný.

P°edpokládáme, ºe investice do jednotlivých program· jsou vzájemn¥ nezávislé a také, ºe výnosy
z jednotlivých program· nezávisí na investicích do ostatních program·.

5.2.2 Obecné °e²ení úlohy o alokaci investic. Ozna£me
Fj(q) = optimální (tj. nejvy²²í moºný) výnos z program· 1, . . . , j p°i celkové velikosti investic q.

dj(q) = velikost xj investice do j-tého programu, p°i níº celkový výnos z program· 1, . . . , j nabývá
maximální hodnoty Fj(q).

Platí

F1(q) = g1(q) ,(5.1)

Fj(q) = max
05x5q

{gj(x) + Fj−1(q − x)}(5.2)

Podle vzorc· (5.1) a (5.2) lze po£ítat postupn¥ F1, F2, F3, . . . , Fn. Je vhodné sou£asn¥
zaznamenávat hodnoty dj , protoºe s jejich pomocí lze pak vypo£ítat hodnoty x1, . . . , xn.

5.2.3 Pro£ tak sloºit¥? Ne²lo by jednodu²e vyzkou²et v²echny moºnosti? Je jich p°ece kone£n¥
mnoho.

Samoz°ejm¥ by to ²lo. Bylo by to dokonce velmi jednoduché, ale pro úlohy v¥t²ího rozm¥ru
také nesmírn¥ pracné. Po£et v²ech moºností, kterými lze investovat q pen¥z do n program·, je
totiº roven1 (

n+Q− 1

Q

)
=

(n+Q− 1)!

Q!(n− 1)!

a pro kaºdou z nich je t°eba provést (n− 1) se£ítání.
Nap°. pro Q = 50 a n = 25 je po£et v²ech moºností p°ibliºn¥ 1.75 · 1019 a celý výpo£et by

vyºadoval zhruba 8.6 · 1020 se£ítání. P°i rychlosti miliarda operací za vte°inu by výpo£et trval p°es
7 let.

Výpo£et pomocí dynamického programování je sice komplikovan¥j²í, ale mnohem mén¥ pracný.
Po£ítámeQ(n−1) hodnot Fj(q), výpo£et kaºdé z nich vyºaduje v pr·m¥ruQ/2 se£ítání a porovnání
dvou £ísel. Celkem tedy nejvý²e Q2(n− 1)/2 se£ítání a porovnání.

Pro Q = 500 a n = 25 pot°ebujeme pouze asi 30 tisíc operací se£ítání a porovnání, coº
srovnateln¥ rychlý po£íta£ zvládne b¥hem zlomku vte°iny.

5.2.4 P°íklad. �e²me úlohu o alokaci investic, kde Q = 6 a výnosy jsou dány touto tabulkou:

1Tento vzorec lze odvodit nap°. touto úvahou: �e²ení si p°edstavíme jako proces. Za£neme u prvního programu a
provedeme celkem (n+Q− 1) díl£ích krok·, kdy bu¤ zv¥t²íme o jednotku investici do stávajícího programu a nebo
p°ejdeme na dal²í program. Zv¥t²ení o jednotku provedeme celkem Q-krát, p°echod k dal²ímu programu celkem
(n− 1)-krát. Mnoºinu Q operací typu zv¥t²ení investice o jednotku lze v celé posloupnosti v²ech (n+Q− 1) operací
rozmístit celkem

(n+Q−1
Q

)
zp·soby.

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



5.3. Optimální dopl¬ování zásob 73

x g1 g2 g3 g4

0 0 0 0 0
1 4 15 5 10
2 6 16 10 14
3 12 17 15 18
4 24 30 20 22
5 30 35 25 30
6 35 40 30 40

Podle vzorce (5.1) získáme nejprve F1 = g1 a pak podle vzorce (5.2) vypo£teme nejprve F2,
pak z n¥j F3 a nakonec hodnotu F4(6).

q g1 g2 g3 g4 F1 F2 F3 F4

0 0 0 0 0 00 00 00

1 4 15 5 10 41 151 150

2 6 16 10 14 62 191 201

3 12 17 15 18 123 211 252

4 24 30 20 22 244 304 300,5

5 30 35 25 30 305 391 390

6 35 40 30 40 356 451 450 491

Jako indexy jsou zde uvád¥ny hodnoty dj(q), které pouºijeme pro zp¥tný výpo£et hodnot xi:
Pon¥vadº d4(6) = 1, bude v optimálním °e²ení x4 = 1. Pro investice do program· 1, . . . , 3 tedy

zbude 5 jednotek. Z prvých t°í program· tedy dostaneme výnos F3(5) = 39, p°i£emº t°etí program
dostane nulovou investici, nebo´ d3(5) = 0. Odtud x3 = 0. Pro investice do prvých dvou program·
tedy zbude 5 jednotek. Z prvých dvou program· tedy dostaneme výnos F2(5) = 39, p°i£emº druhý
program dostane investici ve vý²i d2(5) = 1, tedy x2 = 1. Pro investici do prvého programu tedy
zbudou 4 jednotky, tedy x1 = 4.

Vskutku, g1(4) + g2(1) + g3(0) + g4(1) = 49.

5.3 Optimální dopl¬ování zásob

5.3.1 Optimální dopl¬ování zásob. P°edpokládejme, ºe poptávka je p°edem p°esn¥ známa a
to tak, ºe v n okamºicích t1, . . . , tn bude mít poptávka velikost q1, . . . , qn. Náklady na skladování
jsou Cs za jednotku £asu a mnoºství, náklady spojené s po°ízením zásoby jsou Cp. Úkolem
je naplánovat optimální dopl¬ování zásob tak, aby celkové náklady spojené s dopl¬ováním a
udrºováním zásoby byly minimální.

5.3.2 �e²ení úlohy o optimálním dopl¬ování zásob. Je²t¥ neº za£neme po£ítat, provedeme
n¥kolik p°ípravných úvah, kterými zredukujeme po£et moºností, kterými má smysl se zabývat.

P°edev²ím omezíme okamºiky, kdy má smysl po°izovat zásoby. Zásobu nemá smysl dopl¬ovat
jindy neº v okamºicích z mnoºiny T = {t1, . . . , tn}. Kdybychom totiº zásobu doplnili v okamºiku
t, který není v této mnoºin¥, mohli bychom celé °e²ení zlevnit tím, ºe bychom dopln¥ní zásoby
odloºili na nejbliº²í p°í²tí okamºik z mnoºiny T .

Dále omezíme r·znost mnoºství, které budeme skladovat. Velikost zásoby by v kaºdém okamºiku
m¥la být bu¤ nulová a nebo rovna sou£tu jedné nebo n¥kolika následujících poptávek. Kdyby totiº
velikost zásoby v n¥jakém okamºiku byla jiná, bylo by moºno zmen²it velikost p°edchozí dodávky
do skladu a tím zmen²it náklady na skladování.

Je tedy z°ejmé, ºe v optimálním °e²ení musí být první dodávka do skladu v £ase t1 a dal²í
dodávky musí být v n¥kterých (moºná ºádných, moºná v²ech) okamºicích t2, . . . , tn. Výb¥rem této
mnoºiny okamºik· je pak jiº celé °e²ení jednozna£n¥ ur£eno. Velikost kaºdé dodávky totiº musí
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být práv¥ taková, aby sta£ila na krytí poptávky do nejbliº²í dal²í dodávky pop°. aº do okamºiku
poslední poptávky tn.

V²imn¥te si, ºe jsme velmi podstatn¥ zredukovali po£et °e²ení, mezi kterými hledáme optimum.
Pouºili jsme k tomu my²lenky dynamického programování, aniº jsme prozatím cokoli po£ítali.

Po£et °e²ení, ze kterých vybíráme optimum, je v²ak i po této redukci roven po£tu podmnoºin
(n − 1)-prvkové mnoºiny, tedy 2(n−1), coº je po°ád p°íli² mnoho. Dynamické programování nám
op¥t pom·ºe, ale te¤ jiº budeme muset trochu po£ítat.

Ozna£me Fj náklady na krytí poptávky v období t1, . . . , tj v£etn¥. Z°ejm¥ F1 = Cp. A aby nám
dal²í úvahy p¥kn¥ vycházely, budeme brát F (0) = 0.

Platí
Fj = min

i5j
{Fi−1 +N(i, j)}(5.3)

kde N(i, j) jsou náklady na jedno dopln¥ní zásob v £ase ti a udrºování zásoby do okamºiku tj
v£etn¥. Platí

N(i, j) = Cp + Cs

j∑
k=i

qk(tk − ti)(5.4)

HodnotyN(i, j) pro i 5 j je vhodné vypo£ítat p°edem. P°itom je vhodné postupovat po °ádcích,
nebo´ kaºdou následující hodnotu N(i, j+1) dostaneme snadno tak, ºe k p°edchozí hodnot¥ N(i, j)
p°i£teme p°ír·stek Csqj+1(tj+1 − ti).

Obvykle není t°eba po£ítat v²echny hodnoty N(i, j) pro i 5 j. Je-li totiº p°ír·stek v¥t²í neº
náklady Cp na po°ízení nové zásoby, je z°ejmé, ºe výsledná hodnota N(i, j+1) nem·ºe být sou£ástí
optimálního °e²ení, nebo´ nové po°ízení zásoby by bylo levn¥j²í neº onen p°ír·stek. V takovém
p°ípad¥ pak nemá smysl po£ítat ani následující hodnoty aº do konce °ádky matice N .

V dal²í fázi výpo£tu pak postupn¥ podle vzorce (5.3) po£ítáme hodnoty Fj pro j = 1, . . . , n.
Cílem výpo£tu ov²em není jen hodnota ú£elové funkce Fn, ale zejména £asy a velikosti

jednotlivých objednávek. Pro tento ú£el je t°eba p°i výpo£tu hodnot Fj podle vzorce (5.3)
zaznamenávat, p°i kterém i bylo dosaºeno minima.

Ve t°etí fázi výpo£tu tedy zji²´ujeme £asy jednotlivých objednávek. Postupujeme p°itom
pozpátku, od poslední objednávky k první. Z £as· objednávek pak jiº snadno zjistíme jejich
velikosti.

5.3.3 P°íklad. �e²me úlohu o optimálním dopl¬ování zásob s t¥mito daty: Náklady na po°ízení
zásoby jsou Cp = 70, náklady na skladování jsou Cs = 1. Poptávka je dána touto tabulkou:
i ti qi
1 0 40
2 1 50
3 2 30
4 3 20
5 4 20
6 6 15
7 8 10
Nejprve vypo£teme hodnoty N(i, j).

1 2 3 4 5 6 7
1 70 120 180 240 � � �
2 70 100 140 200 � �
3 70 90 130 190 250
4 70 90 135 185
5 70 100 140
6 70 90
7 70
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Ve druhé fázi vypo£teme hodnoty Fj :

F (0) = 0

F (1) = 70

F (2) = min

{
F1 +N(2, 2) = 70 + 70 = 140
F0 +N(1, 2) = 0 + 120 = 120

F (3) = min

 F2 +N(3, 3) = 120 + 70 = 190
F1 +N(2, 3) = 70 + 100 = 170
F0 +N(1, 3) = 0 + 180 = 180

F (4) = min


F3 +N(4, 4) = 170 + 70 = 240
F2 +N(3, 4) = 120 + 90 = 210
F1 +N(2, 4) = 70 + 140 = 210
F0 +N(1, 4) = 0 + 240 = 240

F (5) = min


F4 +N(5, 5) = 210 + 70 = 280
F3 +N(4, 5) = 170 + 90 = 260
F2 +N(3, 5) = 100 + 130 = 250
F1 +N(2, 5) = 70 + 200 = 270

F (6) = min


F5 +N(6, 6) = 250 + 70 = 320
F4 +N(5, 6) = 210 + 100 = 310
F3 +N(4, 6) = 170 + 135 = 305
F2 +N(3, 6) = 120 + 190 = 310

F (7) = min


F6 +N(7, 7) = 305 + 70 = 375
F5 +N(6, 7) = 250 + 90 = 340
F4 +N(5, 7) = 210 + 140 = 350
F3 +N(4, 7) = 170 + 185 = 355
F2 +N(3, 7) = 120 + 250 = 370

Abychom dosáhli optimálních celkových náklad· F7 = 340, musí poslední dodávka do skladu
být v £ase t6 = 6. P°edcházející období t1 aº t5 musí být pokryto optimálním zp·sobem, tedy s
náklady F (5) = 250 a s poslední dodávkou do skladu v £ase t3 = 2. Období t1 aº t2 pak bude
optimáln¥ pokryto dodávkou v £ase t1 = 0.

Z £as· dodávek pak odvodíme jejich velikosti:

£as velikost objednávky na období
t1 = 0 90 t1 aº t2
t3 = 2 70 t3 aº t5
t6 = 6 25 t6 aº t7

5.3.4 Poznámka o £asovém horizontu. Velikost po£áte£ní optimální objednávky v £ase t1
závisí na celé následující poptávce, tj. na poptávce ve v²ech následujících okamºicích. Zm¥na i
£asov¥ velmi vzdálené poptávky m·ºe ovlivnit po£áte£ní rozhodnutí.

To znamená, ºe kdybychom omezili £asový horizont a zanedbali (tj. ve výpo£tu neuvaºovali)
£asov¥ vzdálenou poptávku, mohli bychom dostat neoptimální, tedy draº²í °e²ení. Rozdíl v ú£elové
funkci pak m·ºeme pokládat za cenu informace o budoucí poptávce.

Nap°íklad kdyby se v p°edchozím p°íklad¥ zmen²ila velikost poslední poptávky na q7 = 4,
zm¥nil by se sice v matici N jen poslední sloupec
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1 2 3 4 5 6 7
1 70 120 180 240 � � �
2 70 100 140 200 � �
3 70 90 130 190 214
4 70 90 135 155
5 70 100 116
6 70 78
7 70

Ve druhé fázi výpo£tu se zm¥ní pouze hodnota F7:

F (7) = min


F6 +N(7, 7) = 305 + 70 = 375
F5 +N(6, 7) = 250 + 78 = 328
F4 +N(5, 7) = 210 + 116 = 326
F3 +N(4, 7) = 170 + 155 = 325
F2 +N(3, 7) = 120 + 214 = 334

�asy a velikosti objednávek se v²ak zm¥ní velmi podstatn¥:

£as velikost objednávky na období
t1 = 0 40 t1
t2 = 1 80 t2 aº t3
t5 = 4 65 t4 aº t7
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Kapitola 6

Teorie zásob

6.1 Základní pojmy

6.1.1 Zásoba je libovolný pohotový ekonomický zdroj, který je nyní k disposici a jehoº spot°eba
m·ºe být odloºena do budoucnosti.

Teorie zásob se zabývá otázkou, jak stanovit a °ídit velikost zásoby, aby byly minimalizovány
náklady, které jsou d·sledkem zvolené strategie °ízení. O jednotlivých typech náklad· pojednáme
dále v 6.1.4.

6.1.2 Poptávka se v teorii zásob chápe jako proces zmen²ování zásoby. P°íklady: poptávka na
trhu, spot°eba materiálu pro výrobu, spot°eba náhradních díl·.

Poptávku zpravidla nem·ºeme ovlivnit, £asto je náhodná a p°edem neznáma.

6.1.3 Dopl¬ování zásob je proces, který vede ke zvy²ování zásoby. Zásoba se dopl¬uje zpra-
vidla skokov¥. Zpravidla rozli²ujeme vystavení objkednávky a vlastní dodávku, protoºe tyto dva
úkony zpravidla nenastávají najednou.

Proces dopl¬ování zásoby je to, £ím m·ºeme ovliv¬ovat velikost zásoby a náklady se zásobami
spojené.

Zjednodu²en¥ lze °íci, ºe základní otázky teorie zásob jsou

� kdy objednávat,
� kolik objednávat.

6.1.4 Typy náklad·. Teorie zásob se nezabývá tím, kde a za kolik zásobu nakoupíme, ale pouze
tím, kdy a jak velkou zásobu si opat°íme. P°itom rozli²ujeme tyto typy náklad·:

Náklady na udrºování zásoby Cs � jsou úm¥rné skladovanému mnoºství a dob¥ skladování.
Nejv¥t²í £ást t¥chto náklad· tvo°í náklady z vázanosti pen¥z v zásobách. Tyto náklady závisí
na moºnostech alternativního zhodnocení pen¥z, které jsou jinak vázány v zásobách. Dále
sem pat°í nákladu na samotné skladování, nap°. pronájem skladových prostor, o²et°ování
zásob, znehodnocení zásob, manipulace se zásobami, poji²t¥ní.

Náklady na dopln¥ní zásoby Cd � zpravidla konstantní náklady spojené s jedním dopln¥ním
zásoby. Jde o náklady na p°ípravu a vystavení objednávky, na dopravu (je-li cena za dopravu
nezávislá na velikosti objednávky), ale t°eba i náklady na se°ízení stroj· na jinou výrobní
²arºi materiálu.

Náklady z nedostatku Cn � zboºí, které nenáme pohotov¥ na skald¥ jiº odb¥ratel nebude chtít,
jde o ztráta p°íleºitosti, nap°. prodeje. Tyto náklady jsou úm¥rné chyb¥jícímu mnoºství.
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Náklady ze zpoºd¥ní Cz � zboºí, které nemáme pohotov¥ na sklad¥, dodáme pozd¥ji a utrpíme
náklady úm¥rné chyb¥jícímu mnoºství a délce zpoºd¥ní. P°íklady: penále, odloºení výroby.

6.2 Náhodné dynamické modely

U náhodných model· se poptávka pokládá za náhodný proces. Proces dopl¬ování je zpravidla
deterministický (zboºí je dodáno vºdy v objednaném mnoºství a £ase), ale m·ºe být také náhodný
jak v £ase tak i v mnoºství.

U t¥chto model· nejde o to stanovit £as a velikost jedné objednávky. Nelze ani p°edem naplá-
novat sérii objednávek. Cílem tedy je najít algoritmus (postup, strategii), jak pomocí objednávek
°ídit velikost zásoby.

V literatu°e jsou popsány dva význa£né zp·soby ºízení zásob:

6.2.1 P-systém °ízení zásob spo£ívá v periodickém objednávání. Objednává se mnoºství,
které v okamºiku objednávky ve skladu chybí do jeho p°edepsané kapacity. Objednané mnoºství
zpravidla není dodáno okamºit¥, takºe v okamºiku dodávky velikost zásoby stoupne na hodnotu,
která je obvykle niº²í, neº kapacita skladu.

Parametry, které mohou být p°edm¥tem optimalizace, jsou délka periody a kapacita skladu.

6.2.2 Q-systém °ízení zásob odvozuje £as objednání od velikosti zásoby. Objednává se v oka-
mºiku, kdy zásoba poklesne na tzv. signální úrove¬ (téº velikost pojistné zásoby. Objednává se
mnoºství, které v okamºiku objednávky ve skladu chybí do jeho p°edepsané kapacity.

Parametry, které mohou být p°edm¥tem optimalizace, jsou velikost signální úrovn¥ a kapacita
skladu.

6.2.3 Srovnání P-systému a Q-systému °ízení zásob. Oba systémy se do jisté míry
adaptují na zm¥ny náhodného procesu poptávky, kaºdý ov²em jinak.

Optimalizace parametr· P-systém· a Q-systém· je závislá na znalosti náhodného procesu
poptávky. �asto se pouºívá simulace.

6.3 Jednorázová náhodná poptávka

6.3.1 Základní model. P°edpokládáme, ºe velikost budoucí poptávky je náhodná veli£ina,
ozna£me ji X, s rozloºením, které je dáno pravd¥podobnostmi pk = P (X = k). Odtud lze odvodit
ditribu£ní funkci F (k) =

∑k
i=0 pi.

Velikost p°edem po°ízené zásoby ozna£me q.
Náklady spojené s p°ebytkem zásob ozna£me Cp na jednotku p°ebytku. Podobn¥ náklady

spojené s nedostatkem zásob ozna£me Cn na jednotku mnoºství, které se nedostává. V obou t¥chto
p°ípadech náklady uvaºujeme vzhledem k optimální variant¥, tj. o kolik více nás bude stát kaºdý
kus zásoby, kterou po°ídíme navíc nebo která bude chyb¥t.

Cílem je najít optimální velikost p°edem po°ízené zásoby q tak, aby st°ední hodnota náklad·
byla nejmen²í.

6.3.2 �e²ení. Celkové náklady jsou náhodnou veli£inou, její st°ední hodnota Nc(q) závisí na
q a skládá se ze dvou sloºek, ze st°edních náklad· z p°ebytku a st°edních náklad· z nedostatku:
St°ední náklady z p°ebytku jsou

Np(q) = Cp

q∑
x=0

(q − x)px

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



6.4. Konstantní poptávka 79

a st°ední náklady z nedostatku jsou

Nn(q) = Cn

∞∑
x=q+1

(x− q)px

Hledáme nezáporné celé q, pro které funkce Nc(q) = Np(q) +Nn(q) nabývá minima.
P°i zm¥n¥ velikosti zásoby z q = i na hodnotu q = i + 1 se Np(q) zvý²í o Cp

∑i
x=0 = CpF (i)

a Nn(q) se sníºí o Cn
∑∞
x=q+1 = Cn(1 − F (i)), celkové st°ední náklady Nc(q) tedy stoupnou

o (Cp − Cn)F (i)− Cn.
Odtud plyne, ºe pro optimální velikost zásoby q musí platit

F (q − 1) 5
Cn

Cp + Cn
5 F (q)

6.3.3 Jednorázový prodej. Zboºí nakoupíme za cenu CN , budeme je prodávat za cenu CP a
p°ebytek zásob prodáme ve výprodeji za cenu CV .

Ve vý²e popsaném modelu jsou jednotkové náklady z p°ebytku Cp = CN−CV (ztráta, se kterou
prodáváme ve výprodeji) a náklady z nedostatku jsou Cn = CP − CN (u²lý zisk).

Dodejme, ºe výprodejní cena CV m·ºe být i záporná, pokud za likvidaci p°ebývajícího zboºí
musíme platit.

6.3.4 Zásoba náhradních díl·. P°i po°izování speciálního stroje máme moºnost si sou£asn¥
objednat zásobu náhradních díl· za cenu CH za kus. Dodate£ná výroba téhoº jednotlivého
náhradního dílu by stála C1. Typicky C1 > CH .

Ve vý²e popsaném modelu jsou jednotkové náklady z p°ebytku Cp = CH (zbyte£n¥ vyrobený
náhradní díl) a náklady z nedostatku jsou Cn = C1−CH (kolik jednotliv¥ vyrobený díl stojí navíc).

6.4 Konstantní poptávka

6.4.1 Základní model. P°edpokládáme, ºe poptávka je v £ase spojitá a má konstantní intenzitu
r. Dopln¥ní zásob je deterministické. Zásobu dopl¬ujeme vºdy v okamºiku, kdy její velikost klesne
na nulu. Nedostatek zásob nep°ipou²tíme. Jednotkové náklady na udrºování zásoby jsou Cs,
náklady na po°ízení jsou Cp na jednu objednávku. Úkolem je najít optimální £asový interval t
mezi objednávkami a optimální velikost dodávky q.

6.4.2 �e²ení � Wilson·v vzorec. Uvaºujme model ve velmi dlouhém £asovém intervalu T .
Celkové náklady závisí na intervalu t mezi objednávkami a jsou vyjád°eny vzorcem

N(t) = CsTrt/2 + CpT/t ,

kde první s£ítanec vyjad°uje náklady na udrºování zásoby (úm¥rné pr·m¥rné velikosti zásob rt/2
krát £as T ) a druhý s£ítanec náklady na objednávání (úm¥rné po£tu objednávek T/t za dobu T ).

Z rozboru pr·b¥hu této funkce plyne, ºe v intervalu (0, infty) má v²ude derivaci a má zde
jediné minimum, které lze zjistit pomocí nulové derivace. Derivace je N ′(t) = CsTr/2− CpT/t2 a
poloºíme-li ji rovnu nule, po jednoduchém výpo£tu dostaneme, ºe optimální £as mezi objednávkami
je

t =

√
2Cp
rCs

.

Optimální velikost dodávky pak je q = tr.
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6.4.3 N¥kolik sou£asn¥ objednávaných materiál·. Od základního modelu 6.4.1 se tento
model li²í pouze tím, ºe skladujeme n materiál· i = 1, . . . , n, poptávka po i-tém materiálu je
konstantní s intenzitou ri a jednotkové náklady spojené s udrºováním zásoby i-tého materiálu jsou
Csi.

Celkové náklady jsou

N(t) = T

∑n
i=1 Csirit

2
+ CpT/t ,

a po velmi podobném výpo£tu vyjde optimální interval mezi objednávkami

t =

√
2Cp∑n
i=1 riCsi

.

6.4.4 Necelo£íselná doba mezi objednávkami je zprvidla nep°ijatelná. Z pr·b¥hu funkce
N(t) plyne, ºe optimálním °e²ením je nejbliº²í vy²²í nebo nejbliº²í niº²í celé £íslo k optimální
hodnot¥ t. Které z nich to bude, je t°eba zjistit dosazením do funkce N(t).

6.5 Deterministická diskrétní poptávka

P°edpokládáme, ºe poptávka se bude realizovat v diskrétních £asových okamºicích (tj. nikoli
spojit¥) a ºe £asy a velikost poptávky p°esn¥ známe. Pak lze p°edem vypo£ítat jak optimáln¥
dopl¬ovat zásobu. �e²ením se budeme zabývat v následující kapitole, p°esn¥ji v ??

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



81

Kapitola 7

Strukturní model

Strukturn model (n¥kdy nazývaný po svém tv·rci Leont¥v·v strukturní model) je ve své základní
podob¥ jedním z nejjednodu²²ích model· opera£ního výzkumu.

7.0.1 P°edpoklady, z nichº vychází Leont¥v·v strukturní model, jsou pom¥rn¥ silné.
Hospodá°ství se skládá z n odv¥tví. Kaºdý produkt, kterým se model zabývá, je produkem

n¥kterého z t¥chto n odv¥tví.
Kaºdé odv¥tví produkuje jediný produkt. Jinými slovy, mezi r·znými v¥cmi, které produkuje

i-té odv¥tví, pro ú£ely strukturního modelu nerozli²ujeme a pokládáme je dohromady za jediný
produkt i-tého odv¥tví. Velikost výroby i-tého odv¥tví budeme zna£it xi. Velikosti výroby v jed-
notlivých odv¥tvích x1, . . . , xn dohromady pokládáme za (sloupcový) vektor, který ozna£íme X a
nazeme jej vektorem výroby.

Spot°eba i-tého produktu pro výrobu produktu j-tého je závislá pouze na velikosti výroby j-
-tého produktu a je p°ímo úm¥rná velikosti této výroby. Tedy £ím více j-té odv¥tví vyrábí, tím
více spot°ebovává v²eho, co spot°ebovává, a tato závislost je lineární.

Tento nevinn¥ vypadající p°edpoklad je ve skute£nosti velmi omezující a pon¥kud nerealistický.
Nep°ipou²tí totiº v ºádném odv¥tví moºnost nahradit n¥který spot°ebovávaný produkt jiným
produktem. Z tohoto p°edpokladu nap°. vyplývá, ºe sníºíme-li výrobu elekt°iny o 10%, pak spot°eba
v²eho, z £eho elekt°inu vyrábíme, pokesne rovn¥º o 10%. Ve skute£nosti by se ov²em pokles spot°eby
týkal zejména surovin, které jsou drahé, ²patn¥ dostupné nebo neekologické.

Kone£n¥ budeme p°edpokládat, ºe v²echno, co se v modelovaném hospodá°ství vyrobí, bude
spot°ebováno a to bu¤ pro výrobu v n¥kterém odv¥tví, nebo pro n¥jaký jiný ú£el, který nazveme
kone£nou spot°ebou. Velikosti kone£né spot°eby jednotlivých produkt· budeme zna£it y1, . . . , yn a
dohromady je budeme pokládat za (sloupcový) vektor kone£né spot°eby Y .

7.0.2 Jednotky. Velikosti výroby a spot°eby jednotlivých odv¥tví m·ºeme vyjad°ovat v ja-
kýchkoli jednotkách, klidn¥ pro kaºdé odv¥tví jiných. M·ºe jít o jednotky fyzické (tuny, litry,
megawathodiny, atd.) nebo pen¥ºní (vzhledem k cenám jednotlivých produkt·). Jedinou nezbyt-
nou podmínkou je, aby pro kaºdé odv¥tví (a jeho produkt) byla v celém modelu pouºívána vºdy
táº jednotka.

7.0.3 Matice technických koe�cient·. Symbolem aij zna£íme spot°ebu i-tého produktu na
výrobu jednotkového mnoºství produktu j-tého. Jde vlastn¥ o koe�cienty p°ímé úm¥rnosti mezi
výrobou a výrobní spot°ebou. Tyto koe�cienty nazýváme technickými koe�cienty nebo téº normami
p°ímé spot°eby.

Dohromnady tyto koe�cienty tvo°í matici, kterou zna£íme A a nazýváme maticí technických
koe�cient· nebo také maticí norem p°ímé spot°eby.

Koe�cienty, které se týkají spot°eby v j-tém odv¥tví, najdete v j-tém sloupci.
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82 Kapitola 7. Strukturní model

Technické koe�cienty lze ur£it ze statistiky, kolik které odv¥tví vyrobilo a kolik p°itom spot°e-
bovalo jednotlivých produkt·.

Technické koe�cienty jsou v podstat¥ ur£eny technologiemi, které se pouºívají v jednotlivých
odv¥tvích a proto se v £ase p°íli² rychle nem¥ní. Proto lze matici technických koe�cient·, která
odpovídá sou£asnému stavu hospodá°ství, pouºít i k výpo£t·m, které se týkají nep°íli² vzdálené
budoucnosti.

7.0.4 Výrobní spot°eba. Celková spot°eba i-tého produktu pro výrobu ve v²ech odv¥tvích je
rovna

∑n
j=1 aijxj . V maticovém vyjád°ení je tedy vektor výrobní spot°eby roven sou£inu AX.

7.0.5 Uzav°ený strukturní model je charakterizován p°edpokladem, ºe v²echny vyrobené
produkty budou beze zbytku spot°ebovány pro výrobu. V uzav°eném modelu platí X = AX, tedy

(E −A)X = 0 .

Vektor výroby je °e²ením této soustavy lineárních rovnic. Tato soustava je homogenní (nulový
vektor na pravé stran¥), proto její °e²ení není jednozna£né. Kaºdý (nezáporný) násobek p°ípustného
vektoru výroby je tedy op¥t p°ípustným vektorem výroby.

7.0.6 Otev°ený strukturní model p°ipou²tí i nenulovou kone£nou spot°ebu Y a je charak-
terisován rovnicí

X = AX + Y

nebo ekvivalentn¥
(E −A)X = Y .(7.1)

Je-li matice (E −A) regulární a existuje-li tedy inverzní matice (E −A)−1, platí také

X = (E −A)−1Y .(7.2)

7.0.7 Jednoduché úlohy. Vý²e uvedené rovnice umoº¬ují °e²it jednoduché úlohy.
Nej£ast¥ji po£ítáme nový vektor výroby, známe-li matici technických koe�cient· a je-li dán

nový (zm¥n¥ný) vektor kone£né spot°eby. Jde o prosté °e²ení soustavy lineárních rovnic (7.1).
Je²t¥ jednodu²²í je výpo£et vektoru kone£né spot°eby (prosté dosazení do soustavy (7.1)).
Jiná úloha m·ºe spo£ívat ve výpo£tu vektoru výroby p°i stejné kone£né spot°eb¥, pokud víme,

ºe se technické koe�cienty zm¥ní nám známým zp·sobem.
Pon¥kud sloºit¥j²í je kombinovaná úloha, kdy p°i známé matici technickýcjh koe�cient· máme

vypo£ítat vektor výroby a vektor kone£né spot°eby, je-li pro n¥která odv¥tví dána velikost výroby
a pro ostatní odv¥tví je p°edepsána velikost kone£né spot°eby. I tato úloha v²ak nakonec vede na
°e²ení soustavy lineárních rovnic.

7.0.8 Matice norem plné spot°eby je matice H = (E −A)−1 (viz rovnice (7.2)).
Prvek hij vyjad°uje velikost výroby i-tého produktu, pokud v kone£né spot°eb¥ má být

spot°ebována (pouze) jedna jednotka j-tého produktu (a nulová mnoºství ostatních produkt·).
Toto lze snadno odvodit z rovnice (7.2), kdyº jako Y vezmeme vektor tvo°ený samými nulami a
jedinou jedni£kou na j-té pozici.

Prvky hij nazýváme normami plné spot°eby. Slovo �plné� je t°eba chápat jako protiklad
ke spot°eb¥ p°ímé, která je vyjád°ena maticí technických koe�cient·. Normy plné spot°eby hij
zahrnují krom¥ spot°eby p°ímé i spot°ebu nep°ímou, která je zprost°edkována pomocí p°ímo
spot°ebovávaných produkt·.

P°íklad: K výrob¥ podkovy (p°ímo) pot°ebujeme ºelezo a koks pro ková°skou výhe¬. Technické
koe�cienty vyjad°ují, kolik ºeleza a kolik koksu spot°ebujeme p°ímo p°i výrob¥ jedné podkovy.
K výrob¥ ºeleza (p°ímo) pot°ebujeme ºeleznou rudu a koks a i zde technické koe�cienty vyjad°ují,
kolik rudy a koksu spot°ebujeme p°ímo p°i výrob¥ jednotkového mnoºství ºeleza. Koks se tedy
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�dostává do podkovy� dv¥ma cestami: jednak p°ímo, jednak prost°ednictvím ºeleza. Krom¥ toho
z koe�cientu plné spot°eby bude také vid¥t, kolik na jednu podkovu pot°ebujeme ºelezné rudy,
t°ebaºe ji p°i výrob¥ podkovy v·bec nespot°ebováváme p°ímo, ale jen zprost°edkovan¥ v podob¥
ºeleza.

7.0.9 P°íklad. Máme t°i výrobní odv¥tví. Velikost výroby, výrobní spot°eby a kone£né spot°eby
je dána tabulkou

Odv¥tví Výroba spot°eba v odv. kone£ná
1. 2. 3. spot°eba

1. 150 15 20 20 95
2. 200 30 0 60 110
3. 100 60 20 10 10

Matice norem plné spot°eby je

A =

 0.1 0.1 0.2
0.2 0.0 0.6
0.4 0.1 0.1


odtud

E −A =

 0.9 −0.1 −0.2
−0.2 1.0 −0.6
−0.4 −0.1 0.9


a dále

H = (E −A)−1 =

 1.3333 0.1746 0.4127
0.6667 1.1587 0.9206
0.6667 0.2063 1.3968

 .

Pokud se vektor konené spot°eby zm¥ní z dosavadního Y = (95, 110, 10) na Y = (95, 100, 10), pak
nový vektor výroby dostaneme jako X = HY = (E −A)−1 · Y = (148.27, 188.40, 97.92)T .

Dodejme, ºe pro jednorázový výpo£et vektoru výroby není nutné po£ítat inverzní matici
H = (E − A)−1. Vektor výroby lze získat °e²ením soustavy lineárních rovnic (E − A)X = Y ,
tedy v na²em p°íklad¥ °e²ením soustavy rovnic s roz²í°enou maticí 0.9 −0.1 −0.2 95

−0.2 1.0 −0.6 100
−0.4 −0.1 0.9 10

 .

7.0.10 Energetická náro£nost je celkové mnoºství energie p°ímo £i nep°ímo spot°ebované na
výrobu jednotkového mnoºství produktu.

Vzhledem k tomu, ºe výroba energie zpravidla je zahrnuta ve strukturním modelu jako odv¥tví,
lze energetickou náro£nost ur£it p°ímo z matice norem plné spot°eby H.

7.0.11 Celková pracnost produktu je celkové mnoºství lidské práce, která byla vynaloºena na
výrobu jednotkového mnoºství produktu, a´ jiº byla vloºena p°ímo v odv¥tví, které tento produkt
vyrábí, nebo nep°ímo, prost°ednictvím produkt·, které byly k výrob¥ pouºity (spot°ebovány).

Pon¥vadº lidskou práci obvykle nepokládáme za produkt zvlá²tního odv¥tví strukturního
modelu, musíme si pomoci jinak:

P°edpokládejme, ºe známe mnoºství práce vynaloºené p°ímo na jednotku výroby v jednotlivých
odv¥tvích. Lze to zjistit nap°. z po£tu zam¥stnanc· v odv¥tví a velikosti výroby. Ozna£me vektor
t¥chto hodnot W , p°i£emº tentokrát p·jde o vektor °ádkový.

Dále ozna£me T °ádkový vektor, jehoº sloºky tj vyjad°ují celkové mnoºství práce obsaºené
v produktu j.
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Celkové mnoºství práce tj je rovno sou£tu p°ímé práce wj a práce, která je obsaºena v produk-
tech, které v j-tém odv¥tví spot°ebováváme. Tedy celková pracnost jednotkového mnoºství j-tého
produktu je rovna

tj = wj +

n∑
i=1

tiaij .

Vyjád°eno maticov¥
T = W + TA ,

tedy
T (E −A) = W

a pokud matice (E-A) je regulární, pak

T = W (E −A)−1 .

Tedy i zde vyuºijeme matici norem plné spot°eby H.
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Kapitola 8

Teorie graf·

Pojem grafu je p°irozeným prost°edkem k form8ln9mu vyjád°ení párových vztah·, tj. vztah· mezi
dvojicemi n¥jakých objekt·. Grafy mají mnoho r·znorodých aplikací.

8.1 De�nice grafu

8.1.1 Grafy orientované a neorientované. Graf se skládá z tzv. vrchol· a tzv. hran. Mnoºinu
vrchol· zna£íme obvykle V , mnoºinu hran E (od anglického edge).

Hrana vºdy spojuje dva vrcholy (ne nutn¥ r·zné) a je bu¤ orientovaná, nebo neorientovaná.
U hran orientovaných rozli²ujeme po£áte£ní a koncový vrchol a °íkáme, ºe hrana vede z po£á-

te£ního do koncového vrcholu. Po£áte£ní vrchol hrany e zna£íme Pv(e), koncový vrchol Kv(e).
Neorientované hrany chápeme jako symetrické spojení dvou vrchol· a nerozli²ujeme, který z

obou vrchol· byl uveden d°íve.
V obou p°ípadech °íkáme, ºe hrana je incidentní (pop°. inciduje) s vrcholy, které spojuje a

také kaºdý s t¥chto vrchol· je incidentní s touto hranou. Vztah incidence lze formalizovat jako
zobrazení ε, které kaºdé hran¥ p°i°azuje dvojici vrchol· (pro orientované grafy p°i°azuje dvojici
uspo°ádanou, pro neorientované grafy dvojici neuspo°ádanou.

Pokud hrana spojuje n¥jaký vrchol se sebou samým, nazýváme ji smy£kou. Smy£ka m·ºe být
orientovaná nebo neorientovaná.

Orientovaný graf má v²echny hrany orientované, neorientovaný graf má v²echny hrany neori-
entované. Existují i smí²ené grafy, které mají oba druhy hran, ale t¥mi se nebudeme zabývat.

8.1.2 Kreslení graf·. Grafy (orientované i neorientované) lze s výhodou znázor¬ovat kresle-
ním. Ostatn¥ odtud dostaly jméno.

Vrcholy obvykle kreslíme jako body (krouºky), hrany jako £áry (k°ivky, úse£ky, oblouky), které
spojují p°íslu²né dvojice vrchol·. Je-li hrana orientovaná, zna£íme orientaci ²ipkou od po£áte£ního
ke koncovému vrcholu. �ára, která je obrazem hrany, nesmí mít jako vnit°ní bod obraz ºádného
vrcholu. �áry se mohou k°íºit, samo k°íºení se nepovaºuje za vrchol.

Je t°eba mít na pam¥ti, ºe graf lze v¥t²inou nakreslit mnoha k nepoznání r·znými zp·soby.
Rovinné nakreslení je takové nakreslení grafu, ºe libovolné dv¥ k°ivky p°i°azené r·zným hranám

grafu mají spole£né nejvý²e své krajní body, tj. body p°i°azené vrchol·m grafu. Rovinný graf (téº
planární) je takový graf, ke kterému existuje rovinné nakreslení. Ne kaºdý graf je rovinný a i rovinný
graf lze nakreslit nerovinným zp·sobem.

P°esto, ºe se grafy £asto kreslí, je chybou chápat vrcholy a hrany jen jako body a k°ivky
v prostoru. I nehmotná my²lenka m·ºe být vrcholem grafu.

8.1.3 Cvi£ení. V následujících p°íkladech grafových popis· reálných situací rozhodn¥te, který
druh grafu (orientovaný, neorientovaný) lépe vystihuje skute£nost:
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Situace: Silni£ní sí´
Vrcholy: K°iºovatky
Hrany: K°iºovatky i, j jsou spojeny p°ímou silnicí

Situace: Silni£ní sí´
Vrcholy: Silnice
Hrany: Silnice i, j mají spole£nou k°iºovatku

Situace: Elektrické za°ízení
Vrcholy: Vodi£e (uzly)
Hrany: Mezi vodi£i i, j je zapojena sou£ástka

Situace: �achy
Vrcholy: Postavení �gurek na ²achovnici spolu s informací, kdo je na tahu
Hrany: Z postavení i lze jedním tahem dostat postavení j

Situace: Ú°ad
Vrcholy: Ú°edníci
Hrany: Ú°edník i je nad°ízeným ú°edníka j

Situace: Národní hospodá°ství
Vrcholy: Produkty a sluºby
Hrany: Produkt nebo sluºba i je zapot°ebí k výrob¥ nebo vykonání j

Situace: P°id¥lování úkol·
Vrcholy: Pracovníci a úkoly
Hrany: Pracovník i je schopen vykonat úkol j

Situace: Sloºitá £innost, proces
Vrcholy: Jednoduché £innosti, úkony
Hrany: �innost i musí být dokon£ena p°ed zapo£etím £innosti j

Situace: Rodokmen
Vrcholy: Lidé
Hrany: Osoba i je otcem osoby j

Situace: Rodinné vztahy
Vrcholy: Lidé
Hrany: Osoba i je rodi£em osoby j

Situace: Mnohost¥n
Vrcholy: Vrcholy mnohost¥nu
Hrany: Vrcholy i, j leºí na stejné hran¥ mnohost¥nu

Situace: Úloha lineárního programování
Vrcholy: Bázická p°ípustná °e²ení � krajní body mnoºiny p°ípustných °e²ení
Hrany: BP� jsou sousední � jejich simplexové tabulky lze získat jednu z druhé Jordanovou eliminací

8.1.4 Ohodnocený graf je graf, jehoº vrcholy a (nebo) hrany jsou opat°eny n¥jakou dodate£-
nou informací. Zpravidla jde o £íselné hodnoty, které vyjad°ují nap°. doby trvání nebo náklady
£inností, propustnosti potrubí, pravd¥podobnosti událostí apod. V mnoha aplikacích se bez ohod-
nocení neobejdeme. Ohodnocený graf bývá téº nazýván sítí.

U jednotlivých p°íklad· z 8.1.3 posu¤te moºnosti a vhodnost rozli£ných ohodnocení hran £i
vrchol·.

8.1.5 Násobnost hran, prostý graf a multigraf. Hrany, které v orientovaném grafu mají
stejný po£áte£ní i stejný koncový vrchol, nazýváme rovnob¥ºné. V neorientovaném grafu nazý-
váme rovnob¥ºnými hrany, které spojují stejné dva vrcholy. V obou p°ípadech po£et navzájem
rovnob¥ºných hran nazýváme násobnost hrany.

Prostý graf je graf, v n¥mº násobnost kaºdé hrany je nejvý²e rovna jedné, tedy graf, kde ºádné
dv¥ r·zné hrany nejsou rovnob¥ºné.
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Multigraf je graf, v n¥mº násobnosti hran mohou být i v¥t²í neº jedna.
Pozor, v literatu°e je £asto slovem graf ozna£ován pouze prostý graf a slovo multigraf se pak

pouºívá k pojmenování obecn¥j²ího p°ípadu, kdy násobnosti hran mohou být i v¥t²í neº jedna.
V této knize je tedy multigraf totéº, co (obecný) graf. Slovo graf zde pouºíváme obecn¥ji, neº

je obvyklé, jednak s ohledem na aplikace, jednak proto, ºe °ada tvrzení i algoritm· funguje bez
úprav i pro multigrafy, tj. pro grafy, které nemusí být prosté. Slovo multigraf budeme pouºívat pro
zd·razn¥ní, ºe graf nemusí být prostý.

8.1.6 Speciální grafy Diskrétní graf je graf, který nemá ºádnou hranu. Podle pot°eby jej
m·ºeme povaºovat za orientovaný £i neorientovaný.

Úplný (neorientovaný) graf je prostý neorientovaný graf bez smy£ek, jehoº kaºdé dva r·zné
vrcholy jsou spojeny hranou. Má-li n vrchol·, zna£íme jej Kn (obr. 8.1).

Bipartitní graf je takový graf G, jehoº mnoºina vrchol· V (G) je disjunktním sjednocením dvou
neprázdných mnoºin S, T a platí E(G) = WG(S). Jinými slovy, kaºdá hrana bipartitního grafu
má jeden krajní vrchol v S a druhý v T . Mnoºiny S, T nazýváme stranami bipartitního grafu.
U orientovaného bipartitního grafu zpravidla poºadujeme, aby v²echny hrany byly orientovány
souhlasn¥, tj. aby E(G) = W+(S).

Úplný bipartitní graf je takový bipartitní graf, kde kaºdá dvojice vrchol· s ∈ S, t ∈ T je
spojena p°esn¥ jednou hranou. Úplný bipartitní neorientovaný graf, jehoº strany S, T majím = |S|
a n = |T | prvk·, zna£íme Km,n (viz obrázek 8.1).

GK5
HK3,4

Obrázek 8.1: Úplný graf K5 a úplný bipartitní graf K3,4.

8.1.7 Rovnost graf·. �ekneme, ºe dva grafy G = (V,E, ε) a G′ = (V ′, E′, ε′) jsou si rovny,
jestliºe V = V ′, E = E′ a ε = ε′.

8.1.8 Izomor�smus. Grafy G, G′ se nazývají vzájemn¥ izomorfní, kdyº existují dv¥ vzájemn¥
jednozna£ná zobrazení f : V → V ′ a g : E → E′ taková, ºe zachovávají vztahy incidence ε a ε′.

Vztah izomor�smu zna£íme G ∼= G′.
Mnoho vlastností graf· se p°ená²í izomor�smem. P°esn¥ji, mnoho vlastností V je takových, ºe

má-li graf G1 vlastnost V a platí-li G1
∼= G2, pak i graf G2 má vlastnost V. Teorie graf· se tém¥°

výlu£n¥ zabývá práv¥ takovýmito vlastnostmi.
P°íkladem vlastnosti, která se zachovává izomor�smem, je t°eba �po£et vrchol· stupn¥ 2, které

mají alespo¬ jednoho souseda stupn¥ 3� .
Chceme-li dokázat, ºe dva grafy jsou izomorfní, sta£í najít (sta£í uhodnout) izomor�smus (tj.

zmín¥ná dv¥ zobrazení vrchol· a hran) a ov¥°it, ºe to jsou ta správná zobrazení, tj. ºe spl¬ují vý²e
uvedené podmínky. Jsou-li oba grafy prosté, sta£í dokonce najít jen p°i°azení vrchol·, p°i°azení
hran pak totiº je jednozna£n¥ ur£eno. Na obrázku 8.2 na následující stran¥ jsou t°i navzájem
izomorfní grafy. Pro prvé dva je izomor�smus nazna£en shodným pojmenováním vrchol·.

Zjednodu²en¥ lze °íci, ºe dva grafy jsou izomorfní, kdyº se li²í pouze nakreslením a ozna£ením
(pojmenováním) vrchol· a hran.

Chceme-li naopak dokázat, ºe dva grafy izomorfní nejsou, je t°eba bu¤ vyzkou²et v²echna moºná
zobrazení (coº obvykle je nesmírn¥ pracné), anebo najít vlastnost, která se p°ená²í izomor�smem
a kterou má jen jeden z obou graf·.
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Rozhodnutí, zda dva dané grafy jsou izomorfní, je v °ad¥ p°ípad· obtíºným úkolem. P°i
zji²´ování izomor�smu lze £asto vyuºít tato jednoduchá pozorování:

1. Izomorfní grafy musí mít stejné po£ty vrchol· i hran.
2. Vrcholu stupn¥ k lze izomor�smem p°i°adit pouze vrchol stejného stupn¥ k.
3. Dvojici sousedních vrchol· m·ºe být izomor�smem p°i°azena op¥t jen dvojice sousedních

vrchol·.

Aa

b

cd

e

f a b

c

d

ef

Obrázek 8.2: Vzájemn¥ izomorfní grafy.

8.1.9 Cvi£ení. O grafu na obr. 8.2 vpravo dokaºte, ºe je izomorfní s p°edchozími dv¥ma. Návod:
dopl¬te pojmenování vrchol· a hran, £ímº vlastn¥ získáte zobrazení f a g, a ov¥°te, ºe zachovávají
vztahy incidence. Pokud nezachovávají, zkuste jiná zobrazení.

8.1.10 Podgrafy. Graf G′ je podgrafem grafu G, vznikne-li z grafu G vynecháním n¥jakých
(nebo ºádných) vrchol· a hran. Podstatné je, ºe podgraf musí být také grafem: spolu s kaºdou
hranou, která je v podgrafu, tam musí být i oba její krajní vrcholy. Poznamenejme, ºe kaºdý graf
pokládáme za podgraf sebe sama.

8.2 Zp·soby zadávání graf·

Pokud není graf p°íli² velký (zejména nemá-li mnoho hran), je z°ejm¥ pro kaºdého nejsrozumitel-
n¥j²í obrázek. Jeho snad jedinou nevýhodou je fakt, ºe £asto svádí k jednostrannému pohledu, viz
nap°. obrázek 8.2.

Situace se ale podstatn¥ zm¥ní, jestliºe chceme pracovat s rozsáhlými grafy, které jiº neobsáh-
neme pohledem, a zejména, je-li t°eba zadat graf do po£íta£e.

8.2.1 Seznamy vrchol· a hran. Mnoºina vrchol· je popsána prostým vý£tem (seznamem)
prvk·, mnoºina hran je popsána seznamem trojic tvo°ených jménem hrany a jejím po£áte£ním
a koncovým vrcholem. V podstat¥ se jedná o úplný popis grafu podle de�nice. Neorientované grafy
popisujeme formáln¥ stejným zp·sobem jako orientované, ale po°adí vrchol· jednotlivých hran
volíme libovoln¥.

Je-li graf multigrafem, budou v seznamu hran vzájemn¥ rovnob¥ºné hrany zaznamenány stejn¥.
Proto mluvíme o seznamu, a ne o mnoºin¥. V mnoºin¥ by opakování nebylo moºné.

8.2.2 Seznam vrchol· a seznamy okolí vrchol·. Tento zp·sob je vlastn¥ úsporn¥j²í vari-
antou p°edchozího zp·sobu. Mnoºina vrchol· je op¥t popsána seznamem prvk·, ale hrany jsou
popisovány po skupinách: pro kaºdý vrchol x je vºdy uveden seznam mnoºiny hran, které v tomto
vrcholu za£ínají. Kaºdá hrana pak je popsána pouze svým jménem a koncovým vrcholem, nebo´
po£áte£ní vrchol x je pro celou skupinu hran spole£ný.

Je samoz°ejmé, ºe bychom místo mnoºin E+(x) mohli uvád¥t téº mnoºiny E−(x). K popisu
neorientovaného grafu m·ºeme pouºít popisu n¥které jeho orientace anebo m·ºeme uvád¥t seznamy
mnoºin E(x), coº je ov²em mén¥ úsporné, nebo´ kaºdá hrana (krom¥ smy£ek) je uvedena ve dvou
seznamech.
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8.2.3 Matice sousednosti. Nech´ G je orientovaný graf. Zvolíme-li (libovoln¥, ale pevn¥)
po°adí jeho vrchol· v1, . . . , vn, m·ºeme grafu G p°i°adit matici sousednosti M+

G °ádu n p°edpisem

m+
ij = po£et hran vedoucích z vrcholu i do vrcholu j .

Pro neorientované grafy de�nujeme matici sousednosti MG p°edpisem

mij = po£et hran spojujících vrcholy i a j .

To znamená, ºe matice sousednosti neorientovaného grafu je vºdy symetrická: mij = mji pro
v²echna i, j. Grafy G a H na obr. 8.3 mají tyto matice sousednosti:

M+
G =


0 2 0 0
0 0 0 1
1 1 0 1
0 0 0 0

 , MH =


0 2 1 0
2 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

 .

IG
v1 v2

v3 v4

e1

e2

e3e4

e5

e6 JH
v1 v2

v3 v4

e1

e2

e3e4

e5

e6

Obrázek 8.3: Grafy, jejichº matice sousednosti jsou M+
G a MH .

Poznamenejme, ºe mají-li dva grafy, oba orientované, nebo oba neorientované, stejnou matici
sousednosti, pak tyto grafy jsou navzájem izomorfní. Naopak to v²ak neplatí: zm¥na po°adí vrchol·
má za následek stejné zm¥ny v po°adí sloupc· a °ádk· matice sousednosti. Vzájemn¥ izomorfní
grafy tedy mohou mít r·zné matice sousednosti.

8.2.4 Matice incidence. Nech´ G je orientovaný graf bez smy£ek. Zvolíme-li (libovoln¥, ale
pevn¥) nejen po°adí vrchol· v1, . . . , vn, ale i po°adí hran e1, . . . , em, m·ºeme grafu G p°i°adit
matici incidence (téº inciden£ní matici) BG typu (n,m) p°edpisem

bij =

 1, jestliºe vi je po£áte£ním vrcholem hrany ej ,
−1, jestliºe vi je koncovým vrcholem hrany ej ,

0 v ostatních p°ípadech.

Inciden£ní matice grafu G z obr. 8.3 je

BG =


1 1 0 0 0 −1
−1 −1 1 −1 0 0

0 0 0 1 1 1
0 0 −1 0 −1 0

 .

Poznamenejme, ºe kaºdý sloupec obsahuje p°esn¥ jednu 1 a p°esn¥ jednu −1 (pro£?) a dále, ºe
sou£et hodnot v i-tém °ádku je roven d+(vi)− d−(vi).

Pro neorientované grafy bez smy£ek se inciden£ní matice de�nuje p°edpisem

bij =

{
1, jestliºe vi je incidentní s hranou ej ,
0 v ostatních p°ípadech.

Ji°í Demel: Opera£ní výzkum 23. zá°í 2020, 11:40



90 Kapitola 8. Teorie graf·

Inciden£ní matice grafu H z obr. 8.3 je

BH =


1 1 0 0 0 1
1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 0

 .

Poznamenejme, ºe sou£et hodnot v i-tém °ádku je roven d(vi) a ºe kaºdý sloupec obsahuje
p°esn¥ dv¥ jedni£ky.

8.2.5 Matice sousednosti bipartitního grafu. Tento zp·sob je pouºitelný pouze pro bi-
partitní grafy a je zaloºen na faktu, ºe vrcholy bipartitního grafu lze uspo°ádat tak, aby matice
sousednosti m¥la tvar

M+
G =

(
0 A
0 0

)
nebo MG =

(
0 A
AT 0

)
v závislosti na tom, zda se jedná o bipartitní graf orientovaný, nebo neorientovaný. Podmatici A
pak nazýváme maticí sousednosti bipartitního grafu. Viz téº obr. 8.4.

K A =

 1 1 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1


Obrázek 8.4: Orientovaný bipartitní graf a jeho matice sousednosti.

8.2.6 Nep°ímý popis grafu. V n¥kterých p°ípadech lze graf zadávat nep°ímo pomocí algo-
ritm·. Mnohdy totiº nepot°ebujeme znát nap°. seznam hran jako celek, sta£í, kdyº pro kterýkoli
vrchol v umíme n¥jakým algoritmem zjistit postupn¥ v²echny hrany, které z vrcholu v vycházejí.
�asto i mnoºinu vrchol· nemusíme znát explicite p°edem: sta£í, kdyº se o existenci vrcholu do-
víme díky objevení (zpracování) hrany, která v n¥m kon£í nebo za£íná. Tento p°ístup se pouºívá p°i
zpracování rozsáhlých graf·, které jsou de�novány nep°ímo prost°ednictvím popisu n¥jaké situace
nebo soustavy.

8.3 Sledy a odvozené pojmy

Pojem sledu odpovídá p°edstav¥ procházky grafem podél jeho hran.

8.3.1 Sled. Posloupnost vrchol· a hran v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk nazýváme orientovaným sle-
dem, jestliºe pro kaºdou hranu ei z této posloupnosti platí Pv(ei) = vi−1 a Kv(ei) = vi.

Posloupnost vrchol· a hran v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk nazýváme neorientovaným sledem, jestliºe
kaºdá hrana ei z této posloupnosti spojuje vrcholy vi−1, vi.

Vrchol v0 v obou p°ípadech nazýváme po£áte£ním a vrchol vk koncovým vrcholem sledu. O sledu
°íkáme, ºe vede z vrcholu v0 do vrcholu vk, nebo také, ºe spojuje vrcholy v0, vk.

V orientovaném i neorientovaném sledu na sebe vrcholy i hrany �navazují� . U orientovaného
sledu v²ak navíc poºadujeme, aby v²echny hrany byly orientovány �vp°ed ve sm¥ru sledu� .
U neorientovaného sledu na orientaci nezáleºí. Proto má pojem neorientovaného sledu smysl pro
orientované i neorientované grafy. Navíc, kaºdý orientovaný sled je také sledem neorientovaným
(nebo´ spl¬uje podmínky, aby se takto mohl nazývat). Kone£n¥ poznamenejme, ºe v obecných
sledech se mohou vrcholy i hrany opakovat.
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V grafu G na obr. 8.3, str. 89, je posloupnost v3, e6, v1, e1, v2, e3, v4 orientovaným (a samoz°ejm¥
zárove¬ i neorientovaným) sledem, zatímco posloupnost v3, e4, v2, e1, v1, e1, v2 je pouze neoriento-
vaným sledem a posloupnost v3, e2, v4, e4, v1 v·bec není sledem.

V grafu silni£ní sít¥ s jednosm¥rnými silnicemi smí auta jezdit jen podle orientovaných sled·,
zatímco chodci smí chodit i podle sled· neorientovaných.

Triviální sled je sled, který obsahuje jediný vrchol a ºádnou hranu. Triviální sled lze pokládat
za orientovaný i neorientovaný.

Kaºdý sled (krom¥ triviálního) je jednozna£n¥ ur£en posloupností svých hran. V prostém grafu
je sled ur£en i posloupností vrchol·.

8.3.2 Tah, cesta. Orientovaný (neorientovaný) sled, v n¥mº se ºádná hrana neopakuje, nazý-
váme orientovaným (neorientovaným) tahem. Orientovaný (neorientovaný) sled, v n¥mº se neopa-
kuje ºádný vrchol, nazýváme orientovanou (neorientovanou) cestou.

Název tah je pravd¥podobn¥ odvozen od známé úlohy nakreslit �dome£ek� nebo jiný obrázek
(graf) jedním tahem.

8.3.3 Uzav°ené sledy. Sled (orientovaný nebo neorientovaný), který má alespo¬ jednu hranu
a jehoº po£áte£ní a koncový vrchol splývají, nazýváme uzav°eným sledem. Podobn¥ mluvíme
o uzav°eném tahu.

Uzav°ená cesta je uzav°ený sled, v n¥mº se neopakují vrcholy (krom¥ toho, ºe v0 = vk) a navíc
se neopakují ani hrany. Pro uzav°ené cesty se pouºívají speciální názvy: kruºnice je neorientovaná
uzav°ená cesta a cyklus je orientovaná uzav°ená cesta. Op¥t platí, ºe cyklus je zárove¬ i kruºnicí,
ale naopak to neplatí.

Kruºnice, která má t°i hrany, se nazývá trojúhelník.
Poznamenejme, ºe triviální sled nepokládáme za sled uzav°ený. Pro de�nici uzav°ených cest

jsme museli zakázat krom¥ opakování vrchol· také opakování hran proto, aby se posloupnost
v0, e, v1, e, v0 nemohla nazývat uzav°enou cestou.

8.3.4 Sledy v ohodnocených grafech. V ohodnocených grafech má £asto velmi dobrý smysl
hovo°it o sou£tu ohodnocení hran v n¥jakém sledu, cest¥, cyklu apod. Jestliºe nap°. ohodnocení
hrany vyjad°uje vzdálenost, mnoºství práce, £asu nebo pen¥z pot°ebných k pr·chodu hranou, pak
sou£et ohodnocení hran má jist¥ dobrý praktický smysl. P°itom ohodnocení kaºdé hrany po£ítáme
vºdy tolikrát, kolikrát se hrana ve sledu vyskytuje. Pro tento sou£et ohodnocení hran se vºil termín
délka sledu (cesty, tahu, kruºnice, cyklu) a v tomto smyslu se hovo°í o nejkrat²ím nebo nejdel²ím
sledu, cest¥ atd. Hledání nejkrat²ích nebo nejdel²ích cest pat°í k nej£ast¥ji aplikovaným úlohám
teorie graf·.

Pozor, termín délka sledu (cesty, atd.) je £asto uºíván také pro ozna£ení po£tu hran ve sledu,
cest¥ apod. Tento rozpor ve vºité terminologii lze formáln¥ °e²it úmluvou, ºe po£et hran ve sledu
budeme pokládat za sou£et ohodnocení, je-li kaºdá hrana ohodnocena jedni£kou.

Dodejme, ºe hledání cest s nejmen²ím po£tem hran je podstatn¥ jednodu²²í (viz 8.6.4) neº
hledání cest s nejmen²ím sou£tem ohodnocení (viz 8.7).

My budeme pouºívat termíny délka sledu a nejkrat²í nebo nejdel²í sled, cesta atd. tém¥° vºdy
ve smyslu �sou£et ohodnocení� a jen výjime£n¥ ve smyslu �po£et hran� , p°i£emº na tyto výjimky
vºdy zvlá²´ upozorníme.

8.3.5 Dostupnost. �ekneme, ºe vrchol y je orientovan¥ (neorientovan¥) dostupný z vrcholu x,
jestliºe existuje orientovaný (neorientovaný) sled vedoucí z vrcholu x do vrcholu y. Ozna£me

D+
G(x) = mnoºina v²ech vrchol· orientovan¥ dostupných v grafu G z vrcholu x,

D−G(x) = mnoºina v²ech vrchol·, z nichº je v grafu G orientovan¥ dostupný vrchol x.

Nebude-li hrozit nedorozum¥ní, budeme místo D+
G(x) a D−G(x) psát stru£n¥ji D+(x) a D−(x).
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V de�nici dostupnosti jsme samoz°ejm¥ mohli se stejným výsledkem místo sledu pouºít cestu.
(Pro£?)

Mnoºiny D+(x) lze snadno nalézt pomocí algoritm· pro prohledávání grafu uvedených v oddíle
8.6, str. 96. Mnoºiny D−(x) lze nalézt pouºitím týchº algoritm· na obrácený graf (graf, který
získáme obrácením orientace v²ech hran).

8.4 Souvislost a silná souvislost

8.4.1 Souvislost. Graf nazýváme souvislým, jestliºe kaºdé jeho dva vrcholy jsou spojeny neo-
rientovanou cestou.

Pro odli²ení od tzv. silné souvislosti (viz 8.4.6) n¥kdy mluvíme o slabé nebo také oby£ejné
souvislosti.

V²imn¥te si, ºe jsme souvislost de�novali zárove¬ pro grafy orientované i neorientované. Je-li
graf orientovaný, na orientaci hran nebereme ohled a zajímáme se pouze o neorientované cesty.

8.4.2 Komponenta souvislosti grafu G (téº souvislá komponenta nebo i jen komponenta) je
kaºdý podgraf H grafu G, který je souvislý a který je maximální s touto vlastností, tj. není £ástí
v¥t²ího souvislého podgrafu.

Dva vrcholy x a y leºí ve stejné komponent¥ souvislosti grafu G práv¥ tehdy, kdyº v grafu G
existuje neorientovaná cesta z vrcholu x do vrcholu y.

Kaºdý vrchol grafu leºí v p°esn¥ jedné komponent¥ souvislosti. Mezi r·znými komponentami
souvislosti nikdy nevede hrana.

F
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2

34

5

67 8

9 G
1

2

34

5

67 8

9

Obrázek 8.5: Grafy k p°íkladu 8.4.3.

8.4.3 P°íklad. Oba grafy na obr. 8.5 mají kaºdý £ty°i komponenty souvislosti s mnoºinami
vrchol· {1, 3, 5}, {2, 4, 6}, {7, 8}, {9}.

8.4.4 Hledání komponent souvislosti. Zvolíme libovoln¥ vrchol r a pomocí kteréhokoli
algoritmu pro hledání neorientovaných cest (viz kap. 8.6, str. 96) najdeme mnoºinu vrchol·
neorientovan¥ dostupných z vrcholu r. Podgraf indukovaný touto mnoºinou je komponentou
souvislosti.

Pokud zbývá n¥jaký vrchol mimo dosud nalezené komponenty, zvolíme jako r n¥který z nich a
celý postup opakujeme, dokud není kaºdý vrchol za°azen do n¥které komponenty.

8.4.5 Cvi£ení. V následujících neformáln¥ popsaných grafech objasn¥te význam pojmu kom-
ponenty souvislosti:

1. Vrcholy jsou atomy, hrany jsou chemické vazby mezi nimi.

2. Vrcholy jsou lidé a hrana z vrcholu x do vrcholu y vede práv¥ tehdy, kdyº x je otcem nebo
matkou osoby y. (V²imn¥te si, ºe tento graf je orientovaný, ale my se ptáme na komponenty
souvislosti, u nichº na orientaci hran nezáleºí.)

8.4.6 Silná souvislost. Orientovaný graf G nazýváme siln¥ souvislým, kdyº pro kaºdou dvojici
jeho vrchol· x, y existuje v G orientovaná cesta z x do y a také zp¥t z y do x.
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8.4.7 Siln¥ souvislá komponenta grafu G (téº silná komponenta nebo komponenta silné
souvislosti) je podgraf H grafu G, který je siln¥ souvislý a který je maximální s touto vlastností,
tj. není £ástí v¥t²ího siln¥ souvislého podgrafu.

Dva vrcholy x a y leºí ve stejné siln¥ souvislé komponent¥ grafu G práv¥ tehdy, kdyº v grafu
G existuje orientovaná cesta z x do y a také z y do x.

Kaºdý vrchol leºí v p°esn¥ jedné siln¥ souvislé komponent¥. Mezi r·znými siln¥ souvislými
komponentami mohou vést hrany, ale vºdy jen v jednom sm¥ru.

kaºdý cyklus je vºdy celý obsaºen v jedné silné komponent¥.
Hrana je obsaºena v n¥jakém cyklu práv¥ tehdy, kdyº oba její vrcholy (po£áte£ní i koncový)

leºí v téºe siln¥ souvislé komponent¥.
Siln¥ souvislá komponenta, která obsahuje alespo¬ dva r·zné vrcholy, nutn¥ obsahuje aspo¬

jeden cyklus.

A1
2
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5

6

7

8

9

H1 H2

H3

H4 BH1 H2

H3

H4

Obrázek 8.6: Orientovaný graf, jeho silné komponenty a kondenzace.

8.4.8 P°íklad. Graf G na obr. 8.6 má £ty°i siln¥ souvislé komponenty H1, H2, H3, H4. Podgraf
indukovaný mnoºinou {1, 2, 3} je siln¥ souvislý, ale není siln¥ souvislou komponentou, nebo´ je £ástí
v¥t²ího siln¥ souvislého podgrafu H1.

V²imn¥te si, ºe graf G je souvislý, ale nikoli siln¥ souvislý. Dále si v²imn¥te, ºe v komponent¥
H1 sice kaºdá hrana leºí na n¥jakém cyklu, ale neexistuje cyklus, který by procházel p°es v²echny
vrcholy.

8.4.9 Kondenzace. Kondenzace grafu G je prostý orientovaný graf G′ bez smy£ek takový, ºe
platí:

1. Vrcholy grafu G′ jsou v²echny siln¥ souvislé komponenty grafu G.

2. Vrcholy H1, H2 (tj. siln¥ souvislé komponenty grafu G) jsou v grafu G′ spojeny hranou z H1

doH2 práv¥ tehdy, kdyºH1 6= H2 a v grafu G existuje hrana z n¥kterého vrcholu komponenty
H1 do n¥kterého vrcholu komponenty H2.

Kondenzace orientovaného grafu neobsahuje ºádný cyklus.

8.4.10 V¥ta. Siln¥ souvislá komponenta obsahující vrchol xmá mnoºinu vrchol· rovnuD+(x)∩
∩D−(x). (Mnoºiny D+(x) a D−(x) jsme de�novali v 8.3.5.)

8.4.11 Hledání siln¥ souvislých komponent. P°edchozí v¥ta dává jednoduchý návod k se-
strojení siln¥ souvislé komponenty, která obsahuje daný vrchol r.

V²echny siln¥ souvislé komponenty pak lze sestrojit opakováním tohoto postupu: zvolíme vrchol,
který neleºí v ºádné dosud nalezené komponent¥, a najdeme silnou komponentu, která tento vrchol
obsahuje. Výpo£et kon£í, jsou-li v²echny vrcholy za°azeny do silných komponent.

V 8.6.10, str. 100 uvedeme podstatn¥ rychlej²í algoritmus zaloºený na prohledávání grafu do
hloubky.
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8.5 Stromy a kostry

8.5.1 Les a strom. Les je graf, který neobsahuje kruºnici. Strom je graf, který neobsahuje
kruºnici a je navíc souvislý.

Komponentami souvislosti lesa jsou tedy stromy.

8.5.2 Vlastnosti strom·. Nech´ G je graf, kter má n = 1 vrchol·. Potom následující podmínky
jsou ekvivalentní:

1. G je strom.
2. G neobsahuje kruºnici a má p°esn¥ n− 1 hran.
3. G neobsahuje kruºnici a má alespo¬ n− 1 hran.
4. G je souvislý a má p°esn¥ n− 1 hran.
5. G je souvislý a má nejvý²e n− 1 hran.
6. G je souvislý a odebráním kterékoli hrany p°estane být souvislý.
7. G neobsahuje kruºnici a po p°idání libovolné hrany bude obsahovat p°esn¥ jednu kruºnici.
8. Kaºdá dvojice vrchol· je spojena p°esn¥ jednou neorientovanou cestou.

Lze tedy konstatovat, ºe strom má nejmen²í moºný po£et hran, aby mohl být souislý, ale zárove¬
má i nejv¥t²í moºný po£et hran, aby mohl neobsahovat kruºnici.

8.5.3 Ko°enový strom je orientovaný graf, v n¥mº existuje význa£ný vrchol r, tzv. ko°en,
takový, ºe do ko°ene nevede ºádná hrana, do kaºdého jiného vrcholu vede p°esn¥ jedna hrana
a navíc jsou v²echny vrcholy z ko°ene r dostupné po orientovaných cestách. Ko°enový strom bývá
n¥kdy nazýván také v¥tvením.

Ko°enový strom tedy je stromem (tj. je souvislý a má po£et hran o 1 men²í neº po£et vrchol·).
Ko°enové stromy pat°í k nejuºite£n¥j²ím a nej£ast¥ji pouºívaným graf·m. Obrázky ko°enových

strom· si pro znázorn¥ní hierarchické struktury kreslí i lidé, kte°í o teorii graf· nemají ani tu²ení.
V ko°enovém strom¥ do kaºdého vrcholu vede z ko°ene p°esn¥ jedna orientovaná cesta. Na obr.

8.7 jsou dva p°íklady ko°enových strom·. (Najd¥te ko°eny.)

E F
Obrázek 8.7: Ko°enové stromy.

Pro ko°enové stromy se £asto pouºívá zvlá²tní �p°írodopisn¥-rodinná� terminologie. Vede-li
v ko°enovém strom¥ hrana z vrcholu x do vrcholu y, pak vrchol x nazýváme otcem vrcholu y
a vrchol y nazýváme synem vrcholu x. O vrcholech, které mají spole£ného otce, mluvíme jako
o bratrech. Vrchol, který nemá ºádného syna, nazýváme listem. Poznamenejme, ºe kaºdý vrchol
ko°enového stromu má p°esn¥ jednoho otce s výjimkou ko°ene, který otce nemá.

Ko°enový strom se obvykle kreslí tak, ºe ko°en je naho°e a v²echny hrany vedou shora dol·
tak, aby se nek°íºily. Jiný oblíbený zp·sob je kreslit ko°en vlevo a hrany zleva doprava. Strom na
obrázku 8.7 vpravo je tedy nakreslen pon¥kud netradi£ním zp·sobem.

Uspo°ádaný ko°enový strom je ko°enový strom, v n¥mº je pro kaºdý vrchol ur£eno uspo°ádání
jeho syn·. Uspo°ádaný ko°enový strom kreslíme zpravidla tak, aby synové byli uspo°ádáni zleva
doprava.

Binární ko°enový strom je ko°enový strom, jehoº kaºdý vrchol má nejvý²e dva syny. Obvykle
p°itom rozli²ujeme po°adí syn· a ve shod¥ s obvyklým zp·sobem kreslení pak mluvíme o levém
a pravém synovi.
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Obrázek 8.8: Binární ko°enový strom a podstromy vrchol· z a y.

Podstromem ko°enového stromu se zpravidla nenazývá jakýkoli podgraf, který je ko°enovým
stromem. Je-li x vrcholem ko°enového stromu G, pak podstrom ur£ený vrcholem x nebo podstrom
s ko°enem x je podgraf, který je indukován mnoºinou v²ech vrchol· orientovan¥ dostupných
z vrcholu x.

8.5.4 V¥ta. Kaºdý souvislý graf má faktor (tj. podgraf vzniklý vynecháním hran), který je
stromem.

D·kaz: Obsahuje-li graf kruºnici, odstraníme libovolnou hranu této kruºnice. Souvislost grafu
tím z·stane zachována. Takto opakovaným odstra¬ováním hran získáme podgraf, který obsahuje
v²echny vrcholy p·vodního grafu, je souvislý a neobsahuje jiº ºádnou kruºnici. 2

8.5.5 Kostra grafu. Faktor grafu G, který je stromem, nazýváme kostrou grafu G (téº napnu-
tým stromem grafu G).

P°edchozí v¥ta 8.5.4 °íká, ºe kaºdý souvislý graf má kostru.

8.5.6 Minimální kostra Je dán souvislý graf G, jehoº hrany jsou ohodnoceny reálnými £ísly,
která budeme nazývat cenami. Kostru grafu G nazveme minimální kostrou, jestliºe má nejmen²í
cenu, tj. nejmen²í sou£et ohodnocení hran (mezi v²emi kostrami grafu G).

8.5.7 Aplikace úlohy o minimální kost°e. P°edpokládejme, ºe máme za úkol propojit nmíst
1, 2, . . . , n vedením vysokého nap¥tí. Pro kaºdou dvojici míst i, j máme k dispozici odhad náklad·
na postavení p°ímé linky mezi místy i, j. Na²í snahou je propojit v²ech n míst co nejlevn¥ji, p°itom
v²ak nesmíme vedení v¥tvit mimo místa, která propojujeme.

Je z°ejmé, ºe vybudované linky nesm¥jí tvo°it kruºnici, jinak by bylo moºno vynecháním n¥které
linky sníºit celkové náklady. Vybudované linky tedy musí tvo°it minimální kostru. V²imn¥te si, ºe
toto nejlevn¥j²í °e²ení není ideální z hlediska spolehlivosti: porucha kterékoli linky zp·sobí rozpad
sít¥ na dv¥ komponenty souvislosti.

Jiným p°íkladem m·ºe být silni£ní sí´, z níº chceme v zim¥ udrºovat sjízdnou pouze co nejkrat²í
£ást, která vzájemn¥ propojí v²echny obce v dané oblasti.

Krom¥ t¥chto p°ímých aplikací se s minimální kostrou setkáváme jako s díl£ím problémem p°i
°e²ení sloºit¥j²ích kombinatorických úloh.

8.5.8 P°íklad. V grafu na obr. 8.9 je minimální kostra vytaºena siln¥.
8.5.9 Hladový algoritmus (téº Kruskal·v) pro minimální kostru. Vezmeme v²echny
vrcholy daného grafu G a vytvo°íme z nich diskrétní graf a ozna£íme jej L. Hrany grafu G
uspo°ádáme podle jejich cen do neklesajícího po°adí, tj. od nejlevn¥j²í po nejdraº²í. Pak hrany
v tomto po°adí postupn¥ bereme a p°idáváme je do grafu L. P°itom p°idáváme jen ty hrany, které
v grafu L nezp·sobí vznik kruºnice. P°idáním hrany se tedy vºdy spojí dv¥ komponenty lesa L.
Výpo£et kon£í, kdyº se les L stane souvislým (a tedy stromem).
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Obrázek 8.9: Minimální kostra.

Název �hladový algoritmus� vystihuje fakt, ºe k lesu L p°idáváme vºdy tu nejlevn¥j²í hranu,
která v dané situaci p°ipadá v úvahu1.

8.5.10 V¥ta (charakterizace minimální kostry). Kostra K grafu G je minimální kostrou
práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdou hranu e 6∈ E(K) a pro kaºdou hranu h na

(jediné) cest¥, která v kost°e K spojuje krajní vrcholy
hrany e, platí c(e) = c(h).

(∗∗)

8.6 Prohledávání graf·

Ú£elem prohledávání graf· je zji²´ování dostupnosti, tj. zji²´ování, do kterých vrchol· grafu vedou
cesty z daného výchozího vrcholu, p°ípadn¥ téº nalezení t¥chto cest, Dal²ím cílem prohledávání
£asto je vykonání n¥jaké akce v kaºdém dostupném vrcholu, pop°. v kaºdé dostupné hran¥.

Prohledávat �ru£n¥� graf, který je dán p°ehledným obrázkem, je hra£ka. Je-li v²ak graf ve-
liký a nep°ehledný, pot°ebujeme systematický postup, jinak snadno ud¥láme chybu. Má-li graf
prohledávat po£íta£, je systematický postup nevyhnutelný. A u graf·, které jsou zadány nep°ímo
pomocí procedur pro generování hran a vrchol· (viz 8.2.6), je systematické prohledávání základním
zp·sobem, jak se o grafu v·bec n¥co dov¥d¥t.

Uvedeme t°i zp·soby prohledávání. V²echny tyto postupy prohledávání popisujeme pouze
ve verzi pro orientované cesty. Modi�kace pro hledání neorientovaných cest jsou snadné a jsou
p°enechány £tená°i jako cvi£ení.

8.6.1 Zna£kování vrchol· je vlastn¥ jen �zformulovaná trivialita�. Vrchol·m grafu p°i°azujeme
zna£ky. Má-li vrchol zna£ku, znamená to, ºe do n¥j vede cesta z výchozího vrcholu r. Vlastní
algoritmus je velmi prostý:

1. [Inicializace.] Ozna£kujeme výchozí vrchol r, ostatní vrcholy jsou beze zna£ek.

2. [Výb¥r hrany.] Vybereme libovolnou hranu e, jejíº po£áte£ní vrchol má zna£ku a koncový
vrchol nikoli; pokra£ujeme podle kroku 3. Jestliºe taková hrana neexistuje, výpo£et kon£í.

3. [Zna£kování.] Ozna£kujeme vrchol Kv(e) a pokra£ujeme ve výpo£tu podle kroku 2.

8.6.2 Praktické provedení zna£kovací procedury. Asi nejjednodu²²í je opakovan¥ (cyk-
licky) procházet seznamem v²ech hran, pro kaºdou hranu p°itom testovat, zda ji lze pouºít k ozna£-
kování dal²ího vrcholu (krok 2 algoritmu 8.6.1) a p°ípadn¥ p°id¥lit zna£ku. Jestliºe p°i celém jednom

1Takovýto prostoduchý postup, kdy se v kaºdém kroku snaºíme o maximální okamºitý zisk bez ohledu na
p°ípadné budoucí problémy, je sice £asto pouºíván p°i °e²ení nejr·zn¥j²ích optimaliza£ních úloh, ale pro v¥t²inu
úloh nezaru£uje, ºe výsledkem bude skute£n¥ optimální °e²ení. Jde tedy zpravidla jen o heuristický algoritmus.
(Zkuste t°eba �hladov¥� hledat nejkrat²í cestu. Snadno najdete p°íklad, kdy hladový postup dá chybný výsledek.)
Úloha o minimální kost°e je pozoruhodná tím, ºe pro ni hladový postup vede ke skute£n¥ optimálnímu °e²ení
zaru£en¥ a vºdy. Znovu upozor¬ujeme, ºe typy úloh, pro které hladový postup dává zaru£en¥ optimální výsledky,
jsou (bohuºel) dosti vzácné.
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pr·chodu seznamem hran nebyl ozna£kován ºádný dal²í vrchol, nemá smysl pokra£ovat, výpo£et
kon£í. V opa£ném p°ípad¥ pokra£ujeme tím, ºe znovu projdeme seznam hran.

Pon¥kud d·mysln¥j²í postupy jsou zaloºeny na udrºování seznamu vrchol·, kterým byla p°id¥-
lena zna£ka a které v tomto seznamu £ekají na zpracování. Toto zpracování spo£ívá v postupném
prozkoumání v²ech hran, které z vrcholu vycházejí, a v eventuelním ozna£kování dal²ích vrchol·.
Nov¥ ozna£kované vrcholy p°idáváme do seznamu, vrcholy, které jsou zcela zpracovány (nebo s je-
jichº zpracováním práv¥ za£ínáme) ze seznamu odstra¬ujeme. Výpo£et kon£í, není-li co zpracovávat,
tj. je-li seznam prázdný. D·leºité varianty tohoto postupu uvedeme v 8.6.4 a 8.6.7.

8.6.3 Zapamatování cest, strom nalezených cest. Sd¥lení, ºe do vrcholu v vede blíºe
neur£ená cesta z výchozího vrcholu r, £asto nesta£í. �asto chceme v¥d¥t kudy cesta vede. Pomoc
je p°ekvapiv¥ snadná.

Vºdy ihned po ozna£kování vrcholuKv(e) p°i°adíme navíc tomuto vrcholu hodnotuOdkud(Kv(e)) := e,
kde e je hrana vybraná v kroku 2.

Takto dopln¥ný algoritmus 8.6.1 samoz°ejm¥ d¥lá v²echno co algoritmus neroz²í°ený, tj. ozna£-
kuje práv¥ v²echny dostupné vrcholy, ale navíc platí:

je-li ozna£kován vrchol v 6= r, pak hodnota Odkud(v) je jménem poslední hrany
v (n¥jaké) cest¥ z vrcholu r do vrcholu v.

Cestu do ozna£kovaného vrcholu v 6= r lze po skon£ení zna£kovacího algoritmu snadno nalézt
zp¥tným postupem pomocí hodnot Odkud: Hodnota Odkud(v) je poslední hranou v hledané
cest¥. Ozna£me w po£áte£ní vrchol hrany Odkud(v). Je-li w 6= r, pak hodnota Odkud(w) je
p°edposlední hranou v cest¥ z vrcholu r do vrcholu w atd.

Ozna£kované vrcholy a hrany obsaºené v hodnotách Odkud navíc tvo°í ko°enový strom
s ko°enem r (viz 8.5.3, str. 94). Budeme jej nazývat strom nalezených cest.

8.6.4 Prohledávání grafu do ²í°ky lze stru£n¥ charakterizovat takto: nejprve ozna£kujeme
vrchol r, pak v²echny jeho následníky, pak v²echny dosud neozna£kované následníky t¥chto násled-
ník· atd. Lze si to p°edstavovat i tak, ºe graf sou£asn¥ prozkoumává velký po£et pr·zkumník·,
kte°í �zaplavují� postupn¥ �po hladinách� dostupnou £ást grafu.

Na prohledávání do ²í°ky je pozoruhodné, ºe vede k nalezení nejkrat²ích cest, tj. cest s nejmen-
²ím po£tem hran.

Vstup: Orientovaný graf G a jeho vrchol r.
Úkol: Najít v²echny vrcholy v, do nichº vede orientovaná cesta z vrcholu r, do kaºdého z nich
najít cestu o nejmen²ím po£tu hran a zjistit délku Vzd(v) této nejkrat²í cesty, tj. vzdálenost
vrcholu v od vrcholu r.
Pomocné prom¥nné: V²echny vrcholy, do nichº bude nalezena cesta, budou ozna£kovány
a budou jim p°i°azeny hodnoty Odkud a Vzd. Dále pouºijeme seznam Fronta, který bude
obsahovat ty vrcholy, které jiº byly ozna£kovány, ale z nichº jsme je²t¥ nezkoumali moºnosti dal²ího
postupu.

Algoritmus:

1. [Inicializace.] Ozna£kujeme vrchol r, ostatní vrcholy jsou beze zna£ek. Poloºme Vzd(r) := 0,
seznam Fronta nech´ obsahuje jen vrchol r.

2. [Test ukon£ení.] Je-li seznam Fronta prázdný, výpo£et kon£í.

3. [Volba vrcholu.] Ze za£átku seznamu Fronta odebereme vrchol a ozna£íme jej v.

4. [Postup do ²í°ky z vrcholu v.] Pro kaºdou hranu e ∈ E+(v) ozna£íme w := Kv(e) a jestliºe
w dosud nemá zna£ku, provedeme tyto operace: Ozna£kujeme vrchol w; Odkud(w) := e;
Vzd(w) := Vzd(v) + 1; vrchol w p°ipí²eme na konec seznamu Fronta. Po zpracování v²ech
hran z mnoºiny E+(v) pokra£ujeme podle kroku 2.
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�asové nároky: Je-li graf zadán ve tvaru seznamu vrchol· a seznam· výstupních okolí v²ech
vrchol· (viz 8.2.2), prob¥hne hledání v £ase O(m+ n).

Poznámka: Pro hledání do ²í°ky je podstatné, ºe ze seznamu Fronta odebíráme vºdy ten prvek
(zde vrchol), který je v n¥m nejdéle. Taková datová struktura bývá ozna£ována termínem fronta.

8.6.5 P°íklad. Pouºijeme algoritmus hledání do ²í°ky na graf G (viz obr. 8.10) s mnoºinou
vrchol· V (G) = {1, 2, . . . , 11} a s mnoºinou hran E(G) danou seznamem (1, 2), (1, 3), (1, 5), (2, 3),
(2, 8), (3, 2), (3, 7), (4, 1), (5, 4), (5, 9), (6, 5), (7, 10), (8, 7), (8, 9), (10, 8), (10, 11). Jako výchozí
vrchol vezmeme vrchol 1. Na obr. 8.10 jsou siln¥ vytaºeny hrany, které jsou po skon£ení algoritmu
obsaºeny v hodnotách Odkud a které vytvá°ejí systém nejkrat²ích cest do v²ech dostupných
vrchol·. Vrcholy byly zna£kovány v po°adí 1; 2, 3, 5; 8, 7, 4, 9; 10; 11. St°edníkem jsou zde
odd¥leny mnoºiny vrchol·, kterým byla vypo£tena stejná vzdálenost od vrcholu 1. Vrchol 6 nebyl
ozna£kován, nebo´ není orientovan¥ dostupný z vrcholu 1.

V²imn¥te si, ºe obrázek k výpo£tu nepot°ebujeme. Napoak, obrázek je spí²e na ²kodu. P°i
ru£ním výpo£tu ov²em m·ºete obrázek kreslit. Viz
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Vzd = 0 Vzd = 1 Vzd = 2 Vzd = 3 Vzd = 4

Obrázek 8.10: K p°íkladu 8.6.5 hledání do ²í°ky.

8.6.6 Cvi£ení. V grafu z p°íkladu 8.6.5 prove¤te hledání do ²í°ky z výchozího vrcholu 6. �e²te
bez pouºití obrázku!

8.6.7 Prohledávání grafu do hloubky Hledání do hloubky si lze p°edstavit jako pr·zkum
grafu cestovatelem, který cestuje po hranách grafu a vrací se d·sledn¥ cestou, po které p°i²el. Je
to tedy dobrý návod, jak se chovat v bludi²ti.

Navíc je hledání do hloubky základem °ady dal²ích, mnohdy velmi výkonných algoritm·, nap°.
hledání silných komponent 8.6.10, str. 100, nebo nalezení topologického uspo°ádání ??, str. ??.

Vstup: Orientovaný graf G a jeho vrchol r.
Úkol: Najít v²echny vrcholy, do nichº vede orientovaná cesta z vrcholu r.
Pomocné prom¥nné: Prom¥nná v bude obsahovat jméno aktuálního vrcholu, tj. vrcholu �kde
práv¥ te¤ jsme� . Seznam Trasa bude obsahovat vºdy posloupnost hran tvo°ících tzv. aktuální
cestu, tj. cestu z výchozího vrcholu r do aktuálního vrcholu v. Krom¥ toho budeme vrcholy, do
nichº byla nalezena cesta, zna£kovat podobn¥ jako v algoritmu 8.6.1.

Algoritmus:

1. [Inicializace.] v := r; Trasa := ∅; ozna£kujeme vrchol r, ostatní vrcholy jsou beze zna£ek.

2. [Volba hrany e.] Vezmeme n¥kterou dosud nepouºitou hranu e za£ínající ve vrcholu v
a pokra£ujeme podle kroku 3. Pokud taková hrana neexistuje, pokra£ujeme podle kroku 5.

3. [Test vhodnosti hrany e.] Ozna£me w koncový vrchol hrany e. Je-li vrchol w ozna£kován,
pokra£ujeme podle kroku 2, v opa£ném p°ípad¥ podle kroku 4.
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4. [Postup do hloubky.] Hranu e p°ipí²eme na konec seznamu Trasa, poloºíme v := w a ozna£-
kujeme vrchol v. Pokra£ujeme krokem 2.

5. [Návrat z vrcholu v.] Je-li seznam Trasa neprázdný, odebereme z jeho konce hranu e, její
po£áte£ní vrchol ozna£íme v a pokra£ujeme podle kroku 2. Je-li seznam Trasa prázdný,
výpo£et kon£í.

�asové nároky: Je-li graf zadán ve tvaru seznamu vrchol· a seznam· výstupních okolí v²ech
vrchol· (viz 8.2.2), prob¥hne hledání v £ase O(m+ n).

Poznámka: Pro algoritmus hledání do hloubky je podstatné, ºe ze seznamu Trasa odebíráme
vºdy hranu, která je v seznamu nejkrat²í dobu. Tato datová struktura bývá ozna£ována názvem
zásobník (anglicky stack) a je v jistém smyslu opakem fronty, která je naopak podstatná p°i
prohledávání do ²í°ky.

Poznámka: P°edstava cestovatele, který chodí orientovaným grafem a vrací se, kudy p°i²el, má
drobnou vadu na kráse: p°i postupu vp°ed smíme jít pouze ve sm¥ru hrany, ale p°i návratu jdeme
klidn¥ v protism¥ru (ov²em p°i hledání do hloubky to jinak nejde).
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Obrázek 8.11: K p°íkladu hledání do hloubky.

8.6.8 P°íklad. Pouºijeme hledání do hloubky na graf z p°íkladu 8.6.5, str. 98, tedy na graf
s mnoºinou vrchol· V (G) = {1, 2, . . . , 11} a s mnoºinou hran E(G) danou seznamem (1, 2), (1, 3),
(1, 5), (2, 3), (2, 8), (3, 2), (3, 7), (4, 1), (5, 4), (5, 9), (6, 5), (7, 10), (8, 7), (8, 9), (10, 8), (10, 11).
Jako výchozí vrchol vezmeme op¥t vrchol 1.

Tento graf je znovu nakreslen na obr. 8.11, hrany, které byly pouºity k postupu do hloubky,
jsou zde vytaºeny siln¥. V kroku 2 jsme p°itom volili hrany vycházející z vrcholu v vºdy v po°adí,
ve kterém jsou uvedeny v seznamu hran E(G).

Pr·b¥h výpo£tu je tento: postup vp°ed do vrchol· 1, 2, 3, 7, 10, 8, 9, návrat do vrcholu 8, test
hrany (8, 7), návrat do vrcholu 10, postup vp°ed do vrcholu 11, návrat do vrchol· 10, 7 a 3, test
hrany (3, 2), návrat do vrcholu 2, test hrany (2, 8), návrat do vrcholu 1, test hrany (1, 3), postup
vp°ed do vrchol· 5 a 4, test hrany (4, 1), návrat do vrcholu 5, test hrany (5, 9), návrat do vrcholu 1.

Obrázek 8.11 vpravo byl nakreslen na základ¥ pr·b¥hu hledání do hloubky. V²imn¥te si, ºe
strom nalezených cest je zcela jiný neº p°i hledání do ²í°ky.

8.6.9 Návod k prohledávání bludi²t¥. P°edstavte si, ºe jste v bludi²ti, které se skládá
z neznámého po£tu místností a z neznámého po£tu chodeb, kaºdá chodba spojuje vºdy dv¥
místnosti. Va²ím úkolem je prozkoumat systematicky v²echny chodby a místnosti a najít východ
z bludi²t¥ nebo spolehliv¥ zjistit, ºe východ neexistuje. P°edpokládejme, ºe máte s sebou k°ídu,
kterou si m·ºete d¥lat na st¥ny nebo podlahy chodeb a místností zna£ky.

Tuto situaci lze modelovat neorientovaným grafem, jehoº vrcholy odpovídají místnostem
a hrany chodbám. Vy ov²em tento graf p°edem neznáte. Jste-li v n¥které místnosti (vrcholu),
vidíte pouze ty chodby (hrany), které vycházejí z va²í místnosti.
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návrat (krok 5)

postup vpřed (krok 4)

test vhodnosti hrany (krok 3)

návrat (krok 5)

Obrázek 8.12: P°íklad bludi²t¥ a jeho prohledání metodou do hloubky.

K prohledávání bludi²t¥ lze pouºít hledání do hloubky. P°i hledání je nutné ozna£ovat pouºité
chodby a odli²it je od chodeb, po nichº se budeme teprve vracet. Nejjednodu²²í je kreslit p°i prvém
pr·chodu chodbou jednu £áru a p°i návratu druhou. Z místnosti pak odcházíme pokud moºno neo-
zna£enou chodbou (krok 2, postup do hloubky). Vede-li tato chodba do d°íve nav²tívené místnosti,
nevstupujeme do ní, a okamºit¥ se vrátíme touº chodbou zp¥t (krok 3, test vhodnosti hrany). Po-
kud jsme p°i²li do dosud nenav²tívené místnosti, postupujeme z ní dále (krok 4). Jsou-li jiº v²echny
chodby vedoucí z místnosti pouºity (alespo¬ jedenkrát), vrátíme se chodbou, ve které je jen jedna
£ára (krok 5, návrat). Konec hledání poznáme podle toho, ºe jsme v místnosti, kde v²echny chodby
jsou ozna£eny dv¥ma £arami. V takovém p°ípad¥ stojíme v míst¥, kde jsme za£ínali. Pokud východ
z bludi²t¥ existuje a je dosaºitelný, museli jsme jít kolem n¥j.

P°íklad bludi²t¥ a moºný zp·sob jeho prohledání je na obr. 8.12. Poznamenejme, ºe seznam
Trasa je zde realizován jaksi rozptýlen¥ v podob¥ v²ech chodeb s jednou £árou.

Vyzkou²ejte na skute£ném p°íklad¥. Sv¥tla s sebou!

8.6.10 Algoritmus pro hledání siln¥ souvislých komponent uvedeme jako ukázku algo-
ritmu, který je zaloºen na prohledávní do hloubky ale cílem výpo£tu je n¥co jiného neº zji²t¥ní
dostupnosti. B¥hem prohledávání budeme �sbírat informace�. P°esn¥ji, budeme udrºovat rozklad
mnoºiny vrchol· V (G) na silné komponenty dosud prohledaného podgrafu, tj. grafu, který je tvo-
°en v²emi vrcholy grafu G a v²emi dosud prohledanými (pouºitými) hranami. Nakonec, aº bude
prohledán celý graf, budeme mít rozklad na silné komponenty celého p·vodního grafu.

P°ipome¬me (viz 8.6.7), ºe p°i hledání do hloubky seznam Trasa obsahuje hrany tvo°ící
aktuální cestu, tj. cestu z výchozího vrcholu r do aktuálního vrcholu v. Silné komponenty,
které obsahují n¥který vrchol z aktuální cesty, budou pro nás d·leºité, nazv¥me je otev°enými
komponentami. Tyto komponenty se je²t¥ mohou b¥hem dal²ího výpo£tu zm¥nit.

Silnou komponentu, ze které jiº byl proveden návrat, tj. jejíº ºádný vrchol jiº neleºí na aktuální
cest¥, nazv¥me uzav°enou komponentou, nebo´ taková komponenta se jiº nem·ºe zm¥nit, v²e, co
k ní pat°í, jiº je prohledáno.

Na za£átku výpo£tu bude kaºdý vrchol sám ve své vlastní komponent¥. Prohledávání do hloubky
zahájíme v libovolném vrcholu.

Vºdy, kdyº p°i prohledávání do hloubky (v kroku 2 algoritmu 8.6.7) najdeme hranu, která
z aktuálního vrcholu v vede do n¥jaké komponenty, která obsahuje vrchol z aktuální cesty, na²li
jsme cyklus, který prochází p°es jednu nebo n¥kolik komponent. V²echny tyto komponenty leºící
na cyklu nahradíme jejich sjednocením.
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Pokud prohledávání do hloubky skon£í a není prohledán celý graf, vezmeme kterýkoli vrchol,
který není v uzav°ené komponent¥ a zahájíme nové hledání do hloubky.

8.6.11 Hledání silných komponent. Pouºijeme algoritmus 8.6.10 k nalezení silných kompo-
nent v grafu s mnoºinou vrchol· {1, . . . , 11} a mnoºinou hran

(1, 5) (3, 9) (5, 9) (7, 2) (9, 8) (10, 6)
(2, 1) (4, 6) (5, 10) (7, 11) (9, 10) (11, 8)
(2, 7) (5, 4) (6, 5) (8, 11) (10, 3)

� postup do hloubky do vrchol· 1, 5, 4, 6,
� po zpracování hrany (6, 5) nahradíme komponenty {5}, {4}, {6} jejich sjednocením {5, 4, 6},
� návrat do vrcholu 5 a postup vp°ed do vrchol· 9, 8, 11,
� po zpracování hrany (11, 8) nahradíme komponenty {8} a {11} jejich sjednocením {8, 11},
� návrat do vrcholu 9 a postup vp°ed do vrchol· 10, 3,
� po zpracování hrany (3, 9) nahradíme komponenty {9}, {10}, {3} jejich sjednocením {9, 10, 3},
� návrat do vrcholu 10,
� po zpracování hrany (10, 6) nahradíme komponenty {5, 4, 6} a {9, 10, 3} jejich sjednocením
{5, 4, 6, 9, 10, 3},

� návrat do vrcholu 5,
� zpracováním hrany (5, 10) se nic nezm¥ní,
� návrat do vrcholu 1,
� nové hledání z vrcholu 2,
� postup do hloubky do vrchol· 2, 7,
� po zpracování hrany (7, 2) nahradíme komponenty {2} a {7} jejich sjednocením {2, 7},
� návrat do vrcholu 2,

Výsledkem jsou siln¥ souvislé komponenty indukované mnoºinami {1}, {2, 7}, {3, 4, 5, 6, 9, 10}
a {8, 11}. Na obrázku 8.13 je zvýrazn¥n strom nalezených cest.
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Obrázek 8.13: K p°íkladu 8.6.11 hledání siln¥ souvislých komponent. Vpravo je nakreslena konden-
zace.

8.7 Nejkrat²í cesty

Úlohy o nejkrat²ích cestách pat°í k nej£ast¥ji aplikovaným úlohám teorie graf·.
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8.7.1 Úlohy o nejkrat²ích cestách. M¥jme orientovaný graf G, jehoº kaºdá hrana e ∈ E(G)
je ohodnocena reálným £íslem a(e), které nazýváme délkou hrany. Délka cesty je sou£et délek
jednotlivých hran tvo°ících cestu (viz 8.3.4, str. 91). Jsou-li x, y dva vrcholy grafu, pak vzdálenost
u(x, y) z vrcholu x do vrcholu y de�nujeme jako délku nejkrat²í cesty z x do y, pokud v·bec n¥jaká
cesta z x do y existuje. Jestliºe neexistuje, de�nujeme vzdálenost u(x, y) =∞.

Úkolem je najít nejkrat²í orientovanou cestu (pop°. vzdálenost):

a) z daného výchozího vrcholu do daného cílového vrcholu,
b) z daného výchozího vrcholu do kaºdého vrcholu grafu,
c) z kaºdého vrcholu do daného cílového vrcholu,
d) mezi v²emi uspo°ádanými dvojicemi vrchol·.

Dále se budeme zabývat pouze °e²ením úloh b) a d). Úlohu c) lze snadno p°evést na úlohu b)
obrácením orientace hran (nebo jednoduchou úpravou algoritmu). Úloha a) bývá °e²ena pomocí
algoritm· ur£ených pro úlohy b), c) nebo d). Postup, který by byl obecn¥ výhodn¥j²í, není znám.
N¥které algoritmy (a to jen v n¥kterých typech graf·) jsou v²ak schopny rozpoznat moºnost
korektního ukon£ení výpo£tu ve chvíli, kdy je vypo£tena de�nitivní hodnota pro cílový vrchol.

Ve v²ech zmín¥ných úlohách p°ipou²tíme i záporné délky hran. Není to takový nesmysl, jak to
na prvý pohled vypadá. V roli délek hran totiº mohou vystupovat nap°íklad náklady na pr·chod
hranou. Záporná délka pak odpovídá situaci, kdy za pr·chod hranou dostaneme naopak zaplaceno.
Je ov²em pravdou, ºe úlohy, kde délky hran jsou nezáporné, jsou v praxi £ast¥j²í a jejich °e²ení je
o n¥co snaz²í.

Obtíºnost úlohy o nejkrat²ích cestách podstatn¥ závisí na tom, zda graf obsahuje cyklus se
zápornou délkou. V této kapitole se p°eváºn¥ budeme zabývat p°ípadem, kdy v grafu cyklus se
zápornou délkou není a kdy je °e²ení relativn¥ snadné (existují pro n¥ polynomiální algoritmy).
Pokud v grafu cyklus se zápornou délkou existuje, je obecná úloha o nejkrat²ích cestách NP-t¥ºká.

Hledáme-li nejkrat²í cesty v multigrafech, m·ºeme p°edem z kaºdé mnoºiny rovnob¥ºných hran
vynechat v²echny krom¥ nejkrat²í z nich, aniº by to m¥lo vliv na délku nejkrat²í cesty. Také smy£ky
m·ºeme vylou£it, nebo´ nemohou být obsaºeny v ºádné cest¥.

Pro i 6= j ozna£me a(i, j) délku nejkrat²í hrany vedoucí z vrcholu i do vrcholu j. Pokud ºádná
hrana z i do j nevede, poloºme a(i, j) =∞. Dále poloºme a(i, i) = 0.

Hodnoty a(i, j) m·ºeme uspo°ádat do tvaru matice, budeme ji zna£it A a nazývat maticí délek
hran. Tato matice obsahuje v²echny informace, které jsou t°eba k výpo£tu vzdáleností.

Podobn¥ m·ºeme výsledné vzdálenosti u(i, j) uspo°ádat do tvaru matice, kterou zna£íme U
a nazýváme maticí vzdáleností.

8.7.2 V¥ta. Jestliºe v grafu existuje n¥jaká cesta z vrcholu a do vrcholu b, pak v n¥m existuje
i nejkrat²í cesta z a do b.

D·kaz: Po£et hran v cest¥ je omezen po£tem vrchol· grafu. V²ech cest z a do b je tedy kone£n¥
mnoho, proto n¥která z nich je nejkrat²í. 2

Poznámka: Pro sledy podobná v¥ta neplatí: Obsahuje-li graf cyklus se zápornou délkou, pak
pro n¥které vrcholy a, b sice existuje sled z a do b, ale neexistuje nejkrat²í z nich. Ke kaºdému
sledu lze totiº vytvo°it sled o n¥co krat²í, a to tím, ºe budeme dostate£n¥ dlouho procházet onen
záporný cyklus.

8.7.3 V¥ta. Jestliºe v grafu není cyklus se zápornou nebo nulovou délkou, pak kaºdý nejkrat²í
sled z vrcholu a do vrcholu b je i nejkrat²í cestou z a do b.

Jestliºe v grafu není cyklus se zápornou délkou, pak kaºdý nejkrat²í sled z a do b obsahuje
nejkrat²í cestu z a do b a délka této cesty je stejná.
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8.7.4 V¥ta (trojúhelníková nerovnost). Jestliºe graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou,
pak pro v²echny trojice vrchol· i, j, k vzdálenost u spl¬uje nerovnost

u(i, j) 5 u(i, k) + u(k, j) .(8.2)

Poznámka: Název je odvozen od analogického vztahu mezi délkami stran trojúhelníka.

D·sledek: Jestliºe graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou, pro kaºdou trojici vrchol· i, j, k
platí:

u(i, j) 5 a(i, j) ,

u(i, j) 5 u(i, k) + a(k, j) ,(8.3)

u(i, j) 5 a(i, k) + u(k, j) .

8.7.5 V¥ta. P°edpokládejme, ºe graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou. Jestliºe nejkrat²í
cesta z vrcholu i do vrcholu j prochází p°es vrchol k, pak

� po£áte£ní úsek cesty mezi i a k je nejkrat²í cestou z i do k,
� koncový úsek cesty mezi k a j je nejkrat²í cestou z k do j,
� platí u(i, j) = u(i, k) + u(k, j).

D·sledek: Nech´ graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou a nech´ i, j jsou dva r·zné
vrcholy. Jestliºe k je po£áte£ním vrcholem poslední hrany v nejkrat²í cest¥ z i do j, pak platí
u(i, j) = u(i, k) + a(k, j).
Poznámka: V¥ta 8.7.5 je jednou z forem tzv. Bellmanova principu optimality, který je základem
pom¥rn¥ obecné optimaliza£ní metody, tzv. dynamického programování.

8.7.6 Cykly se zápornou délkou. V grafech, které obsahují cyklus se zápornou délkou, vý²e
uvedené v¥ty 8.7.3 aº 8.7.5 ani jejich d·sledky neplatí. Jednoduchý p°íklad je na obr. 8.14.

A
j

i

k
5

5

-2 -2

Obrázek 8.14: P°íklad grafu, v n¥mº neplatí trojúhelníková nerovnost.

Algoritmy pro nejkrat²í cesty, které dále uvádíme, v²ak na platnost t¥chto v¥t spoléhají.
Rychlost t¥chto algoritm· je totiº zaloºena na tom, ºe se nestarají o opakování vrchol· v cest¥,
takºe vlastn¥ nehledají nejkrat²í cesty, ale nejkrat²í sledy. V grafech bez záporných cykl· to ov²em
vyjde nastejno (viz v¥ta 8.7.3).

Pokud graf obsahuje cyklus se zápornou délkou, nelze tento trik pouºít, nebo´ nejkrat²í sled
v·bec nemusí existovat (viz poznámka u 8.7.2). Hledání nejkrat²ích cest pak je NP-t¥ºká úloha
Jednoduchý (ale pracný) postup m·ºe být zaloºen na vyzkou²ení v²ech cest za£ínajících v daném
vrcholu. Potíº je v tom, ºe v²ech cest v grafu o n vrcholech m·ºe být °ádov¥ aº n!.

8.7.7 Základní schéma výpo£tu vzdáleností. je velmi jednoduché. Pro kaºdý vrchol x si
budeme pamatovat hodnotu U(x), která bude vºdy rovna délce nejkrat²í dosud nalezené cesty
z daného výchozího vrcholu r do vrcholu x. Jestliºe jsme ºádnou cestu z r do x dosud nena²li,
bude U(x) =∞.

Kdyby hodnoty U byly skute£nými vzdálenostmi vrchol· grafu od vrcholu r, musela by pro
kaºdou hranu grafu (x, y) platit trojúhelníková nerovnost

U(y) 5 U(x) + a(x, y) .(8.4)
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Jestliºe neplatí, znamená to, ºe U(y) není délkou nejkrat²í cesty z r do y, protoºe p°es vrchol x vede
do vrcholu y cesta krat²í. Proto v takovém p°ípad¥ hodnotu U(y) upravíme (sníºíme) provedením
p°íkazu

U(y) := U(x) + a(x, y) .

Snadno lze nahlédnout, ºe pak U(y) bude op¥t délkou n¥které (a to krat²í) cesty z vrcholu r do
vrcholu y. Navíc tím nerovnost 8.4 pro hranu (x, y) za£ne platit, je ov²em moºné, ºe se tím pokazila
tato nerovnost pro jinou hranu.

Testy trojúhelníkové nerovnosti (8.4) a z nich p°ípadn¥ vyplývající úpravy hodnot U budeme
provád¥t tak dlouho, dokud nedosáhneme platnosti trojúhelníkové nerovnosti (8.4) pro v²echny
hrany grafu.

Na za£átku výpo£tu volíme U(x) := ∞ pro x 6= r a U(r) := 0, nebo´ zpo£átku neznáme
ºádnou cestu z vrcholu r krom¥ cesty triviální, která má nulovou délku. Základní schéma výpo£tu
vzdáleností lze shrnout takto:

1. Poloº U(r) := 0 a pro v²echny vrcholy j 6= r poloº U(j) :=∞.

2. Vyber libovolnou hranu grafu e a zkontroluj, zda pro ni platí trojúhelníková nerovnost
(8.4), tj. zda U(Kv(e)) 5 U(Pv(e)) + a(e). Jestliºe neplatí (tj. platí-li opak), prove¤
U(Kv(e)) := U(Pv(e)) + a(e).

3. Jestliºe nerovnost (8.4) platí pro v²echny hrany grafu, výpo£et kon£í.

Poznamenejme, ºe táº hrana m·ºe být pouºita i n¥kolikrát ke sníºení hodnoty U ve svém
koncovém vrcholu. Po°adí výb¥ru hran k testu nerovnosti (8.4) i zp·sob zji²´ování, zda tato
nerovnost jiº platí pro v²echny hrany, má, jak uvidíme dále, velký vliv na rychlost výpo£tu.

8.7.8 V¥ta. Jestliºe graf neobsahuje cyklus záporné délky, pak výpo£et podle 8.7.7 skon£í po
kone£n¥ mnoha zm¥nách hodnoty U a po ukon£ení bude pro v²echny vrcholy x platit U(x) =
= u(r, x), tj. vzdálenosti U budou vypo£teny správn¥.

Poznámka: Tato v¥ta nic ne°íká o po£tu test· trojúhelníkové nerovnosti (8.4). P°i ne²ikovné
volb¥ hran pro testování by výpo£et nemusel v·bec skon£it (kdybychom nap°. testovali stále tutéº
hranu).

8.7.9 Cvi£ení. Ov¥°te si na n¥jakém p°íklad¥ (t°eba na grafu z obrázku 8.14, str. 103), ºe pokud
graf obsahuje cyklus se zápornou délkou a vrcholy tohoto cyklu jsou dostupné z výchozího vrcholu
r, pak výpo£et podle schématu 8.7.7 nikdy neskon£í.

8.7.10 Konstrukce nejkrat²ích cest. Vºdy, kdyº dojde ke sníºení hodnoty U(v) pro n¥který
vrchol v, zaznamenáme si pro tento vrchol hranu, která sníºení zp·sobila. K zapamatování
pouºijeme hodnotu Odkud(v). Na za£átku výpo£tu nech´ není hodnota Odkud de�nována pro
ºádný vrchol.

Je-li hodnota Odkud(v) de�nována, pak je jménem poslední hrany v n¥jaké cest¥ o délce U(v)
z vrcholu r do vrcholu v. Hodnoty Odkud lze po ukon£ení výpo£tu vyuºít ke zp¥tné rekonstrukci
nejkrat²ích cest (podobn¥ jako v 8.6.3, str. 97). Poznamenejme, ºe b¥hem výpo£tu se hodnota
Odkud(v) m·ºe n¥kolikrát zm¥nit.

Dále poznamenejme, ºe evidování hodnot Odkud nijak neovliv¬uje postup výpo£tu podle
schématu 8.7.7 nebo podle kteréhokoli jeho zlep²ení.

8.7.11 V¥ta (ko°enový strom nejkrat²ích cest). P°edpokládejme, ºe hodnoty Odkud(v)
byly získány podle 8.7.10 a ºe graf neobsahuje cyklus o záporné délce. Potom po ukon£ení výpo£tu
platí:

1. Mnoºina vrchol· D = {v | Odkud(v) je de�nováno} je tvo°ena v²emi vrcholy orientovan¥
dostupnými z r a r·znými od r.
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2. Je-li Odkud(v) de�nováno, pak Odkud(v) je poslední hranou v (n¥které) nejkrat²í cest¥ z r
do v.

3. Pro kaºdou hranu Odkud(y) platí U(x) + a(x, y) = U(y), kde x je po£áte£ní vrchol hrany
Odkud(y).

4. Mnoºina hran T = {Odkud(v) | v ∈ D} tvo°í ko°enový strom s ko°enem r na mnoºin¥
vrchol· D ∪ {r}.

5. Kaºdá cesta z ko°ene r do libovolného vrcholu x ∈ D v ko°enovém strom¥ T je zárove¬
nejkrat²í cestou z r do x v p·vodním grafu.

8.7.12 K £emu je ko°enový strom nejkrat²ích cest. Ko°enový strom nejkrat²ích cest
poskytuje velmi dobrý p°ehled o struktu°e nejkrat²ích cest z daného výchozího vrcholu r. Výborn¥
se hodí k prezentaci výsledk· výpo£tu, totiº ke sd¥lení, kudy nejkrat²í cesty vedou. Nap°íklad po
výpo£tu nejkrat²ích cest v praºské silni£ní síti sta£í do plánu Prahy zakreslit hrany, které náleºí ke
stromu, a výsledné nejkrat²í cesty jsou v²echny patrné na prvý pohled.

Nejkrat²ích cest z vrcholu r do vrcholu v m·ºe být n¥kolik, v ko°enovém strom¥ se samoz°ejm¥
objeví jen jedna z nich.

Ko°enový strom nejkrat²ích cest a v¥tu 8.7.11 lze také vyuºít ke kontrole správnosti vypo£tených
vzdáleností: sta£í pro v²echny hrany grafu zkontrolovat trojúhelníkovou nerovnost (8.4), p°i£emº
pro stromové hrany v ní musí platit rovnost.

8.7.13 Poznámka k po£ítání s nekone£nem. Algoritmy v tomto oddíle pracují £asto s neko-
ne£nem, nebo´ to zjednodu²uje výklad. B¥ºné po£íta£e a programovací jazyky ov²em s nekone£nem
pracovat nedovedou. Jsou dva zp·soby, jak si pomoci:

Nejjednodu²²í je místo symbolu∞ pouºít n¥jakou velkou konstantu, která bude spolehliv¥ v¥t²í
neº dvojnásobek délek v²ech cest v grafu. P°i pouºití tohoto triku musíme ov²em dávat pozor,
abychom ani v mezivýsledcích nep°esáhli maximální £íslo zobrazitelné v po£íta£i. Do²lo by totiº
k tzv. p°ete£ení, coº vede ke zcela chybným výsledk·m.

Jinou moºností je vyuºít hodnotu Odkud: Je-li Odkud(x) jménem n¥jaké hrany, pak U(x)
je délkou n¥jaké cesty, a tedy U(x) < ∞. Jestliºe naopak hodnota Odkud(x) není je²t¥ jménem
ºádné hrany (není dosud de�nována), pak U(x) =∞.

8.7.14 Algoritmus s mnoºinou podez°elých vrchol·. Základní schéma výpo£tu vzdále-
ností 8.7.7 lze dále zlep²it tím, ºe zabráníme zbyte£nému testování hran, o nichº p°edem víme, ºe
trojúhelníkovou nerovnost (8.4) jiº spl¬ují.

Jestliºe n¥jaká hrana e trojúhelníkovou nerovnost (8.4) jiº spl¬ovala, m·ºe k poru²ení této
nerovnosti dojít pouze sníºením hodnoty U v jejím po£áte£ním vrcholu. Naopak, do²lo-li ke sníºení
hodnoty U(x), je nutno otestovat nerovnost (8.4) pro v²echny hrany vycházející z vrcholu x, nebo´
pro tyto hrany by mohla být platnost nerovnosti (8.4) poru²ena. Budeme tedy b¥hem výpo£tu
udrºovat mnoºinuM �podez°elých� vrchol·, v nichº do²lo ke sníºení hodnoty U a které v mnoºin¥
M £ekají na testování hran, které z nich vycházejí.

Vstup: Graf G, ohodnocení hran a : E(G)→ R a výchozí vrchol r.
Výstup: Pro kaºdý vrchol v hodnoty U(v), Odkud(v).
Pomocné prom¥nné: Jako pomocnou prom¥nnou pouºijeme mnoºinu M , která bude mít tuto
vlastnost:

Jestliºe Pv(e) 6∈M , pak hrana e spl¬uje nerovnost (8.4).(8.5)

Algoritmus:

1. [Inicializace.] U(r) := 0, pro v 6= r poloºíme U(v) :=∞ a dále M := {r}.
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2. [Výb¥r vrcholu.] Je-liM = ∅, výpo£et kon£í. JestliºeM 6= ∅, odebereme z mnoºinyM n¥který
vrchol a ozna£íme jej x.

3. [Zpracování hran vycházejících z vrcholu x.] Pro kaºdou hranu e ∈ E+(x) provedeme krok 3a
a po zpracování v²ech hran pokra£ujeme podle kroku 2.

3a. Poloºíme y := Kv(e). Jestliºe platí U(x) +a(e) < U(y), pak provedeme U(y) := U(x) +
+ a(e), Odkud(y) := e a navíc, pokud y 6∈M , vloºíme vrchol y do mnoºiny M .

Poznámka: Volbu vrcholu z mnoºiny podez°elých M lze v kroku 2 d¥lat v podstat¥ libovolným
zp·sobem. Nemá to vliv na správnost algoritmu (viz v¥ta 8.7.17), ovliv¬uje to v²ak jeho rychlost.
Uvedeme dva d·leºité p°ípady:

8.7.15 Algoritmus s frontou podez°elých vrchol· volí v kroku 2 vrchol, který je v mnoºin¥
M nejdéle. S mnoºinou M tedy pracujeme jako s frontou (viz 8.6.4), tj. jako se seznamem, z n¥hoº
odebíráme na opa£ném konci neº p°idáváme. Algoritmus p°itom funguje podobn¥ jako algoritmus
s opakovanou kontrolou v²ech hran ??, pouze jsou vynechány n¥které zbyte£né testy trojúhelníkové
nerovnosti. Zrychlení výpo£tu ve srovnání s algoritmem ?? se sice neprojeví na £asovém odhadu
pro nejhor²í p°ípad (ten z·stává O(mn), pr·m¥rná doba výpo£tu je v²ak zejména u °ídkých graf·
výrazn¥ krat²í.

Výpo£etní experimenty ukazují, ºe p°es svou jednoduchost je tento algoritmus vhodný k hledání
nejkrat²ích cest ve dvou situacích: jednak v °ídkých grafech, tj. v grafech, kde po£et hran m
nep°esahuje n¥jaký nevelký násobek po£tu vrchol· n, jednak v grafech, kde je velké procento hran
se zápornou délkou. Za zvlá²tní zmínku stojí skute£nost, ºe dokonce i na grafech s nezápornými
délkami hran, pokud je graf °ídký, je tento algoritmus v pr·m¥ru rychlej²í i neº £asto doporu£ovaný
tzv. Dijkstr·v algoritmus.

8.7.16 Modi�kovaný Dijkstr·v algoritmus volí v kroku 2 vrchol, který má nejniº²í hodnotu
U .

Volba vrcholu x s nejniº²í hodnotou U(x) se od·vod¬uje nad¥jí, ºe takto zvolená hodnota U(x)
se jiº v dal²ím výpo£tu nezm¥ní a ºe uº tedy tento vrchol nebude znovu za°azen do mnoºiny M .
Spolehnout se na to v²ak lze jen v grafech, kde v²echny hrany mají nezáporné délky. V obecných
grafech je tento algoritmus také pom¥rn¥ dob°e pouºitelný, ale v ojedin¥lých p°ípadech se m·ºe
stát, ºe týº vrchol bude do mnoºiny M za°azen dokonce mnohokrát (aº 2n−1-krát).

Také je t°eba vzít v úvahu, ºe vyhledávání vrchol· s nejmen²í hodnotou U(x) vyºaduje n¥jakou
práci.

8.7.17 V¥ta (správnost algoritmu s mnoºinou podez°elých vrchol·). Jestliºe graf ne-
obsahuje cyklus se zápornou délkou, pak se algoritmus 8.7.14 zastaví a nalezne nejkrat²í cesty
z vrcholu r do ostatních vrchol· grafu.

Poznámka: Toto platí nezávisle na zp·sobu volby vrcholu z mnoºiny M .

8.7.18 P°íklad. Pouºijeme modi�kovaný Dijkstr·v algoritmus 8.7.16 k vyhledání nejkrat²ích
cest z vrcholu 1 v grafu na obr. 8.15. Z mnoºiny M tedy budeme vybírat vºdy vrchol s nejniº²í
hodnotou U .

Pr·b¥h výpo£tu bude tento:
M = {1}

x = 1 : M = ∅
U(2) = 3, M = {2}
U(5) = 4, M = {2, 5}

x = 2 : M = {5}
U(4) = 5, M = {4, 5}
U(5) beze zm¥ny M = {4, 5}
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x = 5 : M = {4}
U(2) = 2, M = {2, 4}
U(3) = 10, M = {2, 3, 4}
U(4) = 4, M = {2, 3, 4}

x = 2 : M = {3, 4}
U(4) beze zm¥ny M = {3, 4}
U(5) beze zm¥ny M = {3, 4}

x = 4 : M = {3}
U(3) = 8, M = {3}

x = 3 : M = ∅
U(2) beze zm¥ny M = ∅

M = ∅
V²imn¥te si, ºe vrchol 2 byl do mnoºiny M za°azen dvakrát. Sledujte také, jak se v pr·b¥hu

výpo£tu m¥ní ko°enový strom nejkrat²ích cest.
Výsledek výpo£tu lze shrnout do této tabulky:

vrchol x 1 2 3 4 5
vzdálenost U(x) 0 2 8 4 4
Odkud(x) � (5,2) (4,3) (5,4) (1,5)

Po£ítáme-li ru£n¥ (tj. ne na po£íta£i), je vhodné do takové tabulky zapisovat mezivýsledky
a zm¥n¥né hodnoty ²krtat.
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Obrázek 8.15: Graf k p°íkladu 8.7.18 a výsledný strom nejkrat²ích cest.
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Kapitola 9

Náhodná £ísla
a metoda Monte Carlo

9.1 Náhodné veli£iny

Tato sekce nenahrazuje p°edná²ku o teorii pravd¥podobnosti, pouze shrnuje n¥která základní fakta,
která budeme dále pot°ebovat.

9.1.1 Náhodný jev se v teorii pravd¥podobnosti chápe jako moºnost, která m·ºe nebo nemusí
nastat. Je to p°edpov¥¤ výsledku náhodného pokusu,1 která se po provedení pokusu potvrdí nebo
nepotvrdí.

Házíme-li kostkou ze hry �lov¥£e nezlob se, p°íklady jev· jsou: �padne lichý po£et bod·� ,
�padne ²estka� , �padne po£et bod· men²í neº 4� . Jevem by také mohlo být �kostku uº nenajdeme�,
ale tuto moºnost nebudeme dále uvaºovat.

9.1.2 Elementární náhodný jev se v teorii pravd¥podobnosti chápe jako jev, který nelze
(nebo nechceme, nepot°ebujeme) rozloºit na díl£í �elementárn¥j²í� jevy. Elementární jevy se
navzájem vylu£ují a jeden z nich ur£it¥ nastane. Obecný náhodný jev lze chápat jako mnoºinu
elementárních jev·.

Házíme-li kostkou ze hry £lov¥£e nezlob se, je elementárním jevem �padne ²estka� nebo �padne
dvojka� , ale nikoli jev �padne lichý po£et bod·�, nebo´ ten je mnoºinou elementárních jev· {1, 3, 5}.

Elementárních jev· m·ºe být kone£n¥ mnoho (jako v p°ípad¥ kostky), ale i nekone£n¥ mnoho
(nap°. teplota vyjád°ená reálným £íslem ve ◦C).

9.1.3 Jevové pole je mnoºina jev·, tedy podmnoºin mnoºiny elementárních jev· S. Jevové
pole nemusí obsahovat v²echny podmnoºiny mnoºiny S, ale musí obsahovat

� nemoºný jev, tj. prázdnou mnoºinu ∅,
� jistý jev, tj. celou mnoºinu S,
� s kaºdým jevem A také jeho dopln¥k S \A,
� s kaºdou kone£nou nebo spo£etnou mnoºinou jev· také jejich scednocení a pr·nik.

Smysl jevového pole je ten, ºe jev·m z jevového pole budeme um¥t p°i°adit pravd¥podobnosti.
N¥kterým �o²klivým� mnoºinám totiº pravd¥podobnost rozumn¥ p°i°adit nejde.

1Náhodný pokus zde chápeme obecn¥ji, neº v b¥ºném ºivot¥. Je to jakýkoli d¥j, proces nebo £in, jehoº výsledek
p°edem neznáme. Nap°. tvrzení, ºe se Zem¥ do 50 let srazí s asteroidem, je náhodným jevem a proces, kterého se
to týká, pokládáme z hlediska teorie pravd¥podobnosti za náhodný pokus, a£koli z hlediska obecné £e²tiny bychom
takové experimentování netolerovali.
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110 Kapitola 9. Náhodná £ísla a metoda Monte Carlo

9.1.4 Pravd¥podobnost je funkce, která jev·m (z n¥jakého jevového pole) p°i°azuje reálná
£ísla z intervalu 〈0, 1〉 a to tak, ºe

� pravd¥podobnost jistého jevu S je P (S) = 1,
� pravd¥podobnost nemoºného jevu ∅ je P (∅) = 0,
� pro kaºdou kone£nou nebo spo£etnou mnoºinu jev· A1, A2, . . ., které jsou po dvou disjunktní,
platí

P (
⋃
i

Ai) =
∑
i

P (Ai) .

9.1.5 Jak se pravd¥podobnost zji²´uje. Existují dv¥ základní moºnosti: spekulativn¥ (kom-
binatorickým výpo£tem) a ze statistiky obdobných náhodných pokus·.

Spekulativní zji²t¥ní pravd¥podobnosti bývá zaloºeno na kombinatorickém výpo£tu. Lze je
pouºít v situaci, kdy elementárních jev· je kone£n¥ mnoho (°ekn¥me n) a kdy nevidíme d·vod, pro£
by n¥který elementární jev m¥l být pravd¥podobn¥j²í neº jiný. Pak v²echny elementární jevy mají
stejnou pravd¥podonost 1/n. Pravd¥podobnosti obecných (neelementárních) jev· se pak po£ítají
kombinatorickými metodami jako podíl po£tu �p°íznivých� moºností a v²ech moºností.

Tedy nap°. pokud nemáme podez°ení, ºe kostka je fale²ná, p°edpokládáme, ºe v²ech ²est
elementárních jev· má stejnou pravd¥podobnst 1/6. Pravd¥podobnost jevu �padne lichý po£et
bod·� pak je 3/6 = 1/2. Pokud ov²em máme podez°ení, ºe kostka je fale²ná, spekulativní metodu
nelze pouºít.

Statistické zji²´ování pravd¥podobnosti bývá zaloºeno na tom, ºe relativní £etnosti n¥jakého jevu
se p°i mnoha opakováních pokusu jen málo li²í od n¥jakého £ísla a £ím více pokus· provedeme, tím
více se k tomuto £íslu blíºí. Tedy zji²t¥nou relativní £etnost jevu A vezmeme jako pravd¥podobnost
P (A). Statistickou metodu lze pouºít pouze tehdy, lze-li shromáºdit data o dostate£n¥ velkém po£tu
pokus· a je-li p°itom oprávn¥ný p°edpoklad, ºe podmínky t¥chto pokus· jsou dostate£n¥ podobné
p°ípadu, který nás zajímá.

Jsou ov²em situace, kdy nelze pouºít ani spekulaci ani statistiku. N¥kdy lze pravd¥podobnost
odvodit jinými úvahami, n¥kdy ov²em nezbývá neº pravd¥podobnost odhadnout.

9.1.6 Nezávislost jev·. Jevy A a B nazýváme navzájem nezávislými, jestliºe P (A ∩ B) =
= P (A)P (B).

9.1.7 Náhodná veli£ina je (zhruba °e£eno) veli£ina, která náhodn¥ nabude n¥jaké £íselné
hodnoty.2 Elementárními jevy jsou reálná £ísla.

Informaci o tom, jak pravd¥podobné jsou r·zné mnoºiny hodnot (tedy jevy), nazýváme rozd¥-
lením pravd¥podobnosti. Matematicky se rozd¥l¥ní pravd¥podobnosti popisuje pomocí distribu£ní
funkce.

9.1.8 Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je funkce F de�novaná p°edpisem F (x) =
= P (X 5 x). Distribu£ní funkce argumentu x p°i°azuje pravd¥podobnost, ºe veli£ina X nabude
hodnoty men²í nebo rovné x. Kaºdá náhodná veli£ina má distribu£ní funkci.

Kaºdá distribu£ní funkce má tyto vlastnosti:

� F je neklesající zprava spojitá funkce
� limx→−∞F (x) = 0,
� limx→∞F (x) = 1.

Platí to i naopak: jakákoli reálná funkce jedné prom¥nné, která má tyto vlastnosti, je distribu£ní
funkcí n¥jaké náhodné veli£iny.

2Toto není formální de�nice.
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9.1. Náhodné veli£iny 111

Pravd¥podobnost, ºe veli£ina nabude hodnoty z intervalu (a, b〉 lze z distribu£ní funkce zjistit
podle vzorce

P (x ∈ (a, b〉) = F (b)− F (a) .

Pozor, pro uzav°ený interval 〈a, b〉 nebo pro otev°ený interval (a, b) to nemusí být tak jednoduché.

9.1.9 Hustota náhodné veli£iny. Má-li náhodná veli£ina X distribu£ní funkci F a existuje-li
nezáporná reálná funkce f taková, ºe

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt ,(9.1)

pak funkci f nazýváme hustotou náhodné veli£iny X.
Pozor, mnohé náhodné veli£iny hustotu nemají.
Má-li náhodná veli£ina hustotu f , pak pravd¥podobnost, ºe tato veli£ina nabude hodnoty z

intervalu 〈a, b〉 (nebo (a, b)), je rovna

P (x ∈ 〈a, b〉) =

∫ b

a

f(t)dt .

Graf hustoty (pokud hustota existuje) bývá mnohem názorn¥j²í neº graf distribu£ní funkce.

9.1.10 Spojitá náhodná veli£ina (téº náhodná veli£ina spojitého typu) je taková, která má
hustotu. Distribu£ní funkce spojité náhodné veli£iny je spojitá. St°ední hodnota je E(X) =
=
∫∞
−∞ xf(x)dx

9.1.11 Diskrétní náhodná veli£ina je taková veli£ina, která nabývá pouze hodnot z n¥jaké
kone£né nebo spo£etné mnoºiny3 {x1, x2, . . .}. Distribu£ní funkce diskrétní náhodné veli£iny je

F (x) =
∑
xi5x

xi .

Tato funkce je po £ástech konstantní, v kaºdé hodnot¥ xi je skok o P (xi) nahoru.
Diskrétní náhodná veli£ina nemá hustotu (ve smyslu 9.1.9). Místo ní se pouºívá tzv. pravd¥po-

dobnostní funkce P (x) = P (X = x). Tato funkce je de�nována pro v²echna reálná £ísla a pro £ísla
mimo mnoºinu {x1, x2, . . .} dává nulu.

Typickými p°íklady diskrétních náhodných veli£in jsou veli£iny, které nabývají celo£íselných
hodnot, jako nap°. po£et poruch n¥jakého za°ízení nebo po£et bod· na kostce od �lov¥£e nezlob
se (viz obr. 9.1).

Hodnoty diskrétní náhodné veli£iny v²ak nemusí být jen celo£íselné. P°íkladem je t°eba teplota
zaokrouhlená na desetinu stupn¥. nebo náhodná veli£ina, která nabývá pouze t°í hodnot 3.14, 7.224
a 19.2.

9.1.12 Rozd¥lení smí²eného typu. P°íklad: doba £ekání ve front¥. Zpravidla je nenulová
pravd¥podobnost, ºe nebudeme £ekat, tj. ºe budeme £ekat nulovou dobu. V ostatních p°ípadech
£ekat budeme a doba £ekání pak má zpravidla rozd¥lení spojitého typu.

9.1.13 Rovnom¥rné spojité rozloºení. Náhodná veli£inaX má rovnom¥rné spojité rozloºení
v intervalu (a, b), má-li hustotu

f(x) =

{
1/(b− a) pro x ∈ (a, b),
0 jinak.

3Mnoºina je spo£etná, lze-li její prvky se°adit do posloupnosti. Pozor, zdaleka ne kaºdá nekone£ná mnoºina je
spo£etná. Slavným p°íkladem je mnoºina v²ech reálných £ísel.
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Obrázek 9.1: Distribu£ní a pravd¥podobnostní funkce náhodné veli£iny �po£et bod· na kostce� .

x

f(x)1

1/(b− a)

0 a b x

F (x)

0 a b

Obrázek 9.2: Hustota a distribu£ní funkce rovnom¥rného spojitého rozloºení.

9.1.14 Standardní rovnom¥rné rozloºení je rovnom¥rné spojité rozloºení v intervalu (0, 1).
Má-li veli£ina X standardní rovnom¥rné rozloºení, pak veli£ina (1 − X) má totéº standardní

rovnom¥rné rozloºení.

x

f(x)

1

0 1 x

F (x)

1

0 1

Obrázek 9.3: Hustota a distribu£ní funkce standardního rovnom¥rného rozloºení.

V¥t²ina programovacích jazyk· má ve standardní knihovn¥ podprogram pro generování pseu-
donáhodných £ísel se standardním rovnom¥rným rozloºením.

9.1.15 Diskrétní rovnom¥rné rozloºení Náhodná veli£ina má diskrétní rovnom¥rné rozlo-
ºení v intervalu 〈a, b〉 s krokem k, nabývá-li (n+1) r·zných hodnot z mnoºiny {a+ki | i = 0, . . . n},
kde n = (b− a)/d, p°i£emº v²ech t¥chto hodnot nabývá se stejnou pravd¥podobností 1/(n+ 1).

P°íkladem diskrétního rovnom¥rného rozloºení v intervalu 〈1, 6〉 s krokem 1 je po£et bod· na
kostce ze hry �lov¥£e nezlob se. Distribu£ní funkce a pravd¥podobnostní funkce jsou na obr. ??.

9.1.16 Normální rozd¥lení (téº Gaussovo) ozna£ované symbolem N(µ, σ2), kde µ je st°ední
hodnota a σ2 je rozptyl, má hustotu

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

9.1.17 Centrální limitní v¥ta. Máme-li n navzájem nezávislých náhodných veli£in Xi se
stejným rozloºením se st°ední hodnotou µ a s kone£ným rozptylem σ2, pak sou£et t¥chto veli£in,
tj. veli£ina

∑n
i=1Xi, má pro velká n rozloºení, které se blíºí normálnímu rozloºení N(nµ, nσ2) a
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aritmetický pr·m¥r t¥chto veli£in, tj. veli£ina
∑n
i=1Xi/n, má pro velká n rozloºení, které se blíºí

normálnímu rozloºení N(µ, σ2/n).
Tedy nap°. i aritmetický pr·m¥r veli£in s rovnom¥rným rozloºením konverguje k rozloºení

normálnímu.

9.1.18 Exponenciální rozloºení s parametrem λ má hustotu

f(x) =

{
λe−λx pro x = 0
0 pro x < 0

a distribu£ní funkci

F (x) =

{
1− e−λx pro x = 0
0 pro x < 0

.

St°ední hodnota je E = 1/λ a rozptyl je 1/λ2.

x

λ

f(x)

1

0 1 2 x

F (x)

1

0 1 2

Obrázek 9.4: Hustota a distribu£ní funkce exponenciálního rozloºení.

9.1.19 Erlangovo rozloºení. Náhodná veli£ina má Erlangovo rozloºení s parametry k a λ,
je-li sou£tem k navzájem nezávislých náhodných veli£in se stejným exponenciálním rozloºením s
parametrem λ.

9.1.20 Poissonovo rozloºení s parametrem λ je diskrétní rozdloºení, které nabývá nezápor-
ných celo£íselných hodnot a má pravd¥podobnostní funkci

pk = P (X = k) =
e−λλk

k!
.

St°ední hodnota je rovna λ.

9.2 Generování náhodných £ísel

9.2.1 K £emu jsou náhodná £ísla.

� Metoda Monte Carlo � náhodný experiment a jeho vyhodnocení,
� Simulace náhodných proces· � d·leºitý p°ípad metody Monte Carlo,
� Kryptogra�e � generování ²ifrovacích klí£·,
� Po£íta£ové hry � nap°. £innost virtuálního protihrá£e,
� Testování softwaru � náhodné vstupy, náhodné akce uºivatele,
� Optimalizace � heuristické optimaliza£ní algoritmy,
� Statistika � volba vzork· pro statistické pr·zkumy,
� eLearning � zkou²ení student·, generování úloh.

V malém m¥°ítku a mimo po£íta£ lze skute£n¥ náhodná £ísla získat nap°. házením mincí nebo
kostkou ze hry �£lov¥£e nezlob se�. Na po£íta£i se to musí d¥lat n¥jak jinak.
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9.2.2 Po£íta£ versus náhoda. Od po£íta£e (který zde chápeme dohromady se softwarem)
zpravidla poºadujeme striktn¥ deterministické chování. Je-li po£íta£ ve stejném stavu (nap°.
po restartu) a dostane-li stejné vstupy (nap°. stejné stisknuté klávesy, idetické pohyby my²í),
poºadujeme od po£íta£e stejnou reakci. Nespln¥ní tohoto poºadavku bývá dobrým d·vodem
k reklamaci.

Kdyº od deterministického za°ízení (po£íta£e) chceme, aby se najednou a to jen ve velmi
vymezené oblasti chovalo náhodn¥, je to t¥ºko splnitelný poºadavek. Beze zbytku mu lze vyhov¥t
pouze tak, ºe k jinak deterministickému po£íta£i p°ipojíme za°ízení (kus hardwaru), které bude
fungovat jako �zdroj náhody�. Hardwarové generátory ov²em nejsou b¥ºnou výbavou po£íta£e.

Na b¥ºném po£íta£i se proto ustupuje od poºadavku opravdové náhodnosti a pouºívají se
generátory tzv. pseudonáhodných £ísel.

9.2.3 Softwarové generátory pseudonáhodných £ísel jsou zpravidla naprogramovány jako
tzv. funkce, které

� jsou volány z aplika£ního programu,
� vrací aplika£nímu programu hodnotu � dal²í pseudonáhodné £íslo,
� pamatují si sv·j stav do p°í²tího volání (ve vymezeném úseku pam¥ti).

�innost generátoru spo£ívá typicky v t¥chto krocích:

� vezme dosavadní stav,
� provedením n¥jakého výpo£tu jej transformuje na nový stav,
� nový stav uloºí pro pouºití p°i p°í²tím vyvolání a
� ze stavu odvodí £íslo, které vrátí volajícímu programu

Opakovaným voláním generátoru se jeho stav m¥ní, takºe jako výsledek dostáváme posloupnost
£ísel, která vypadá jako náhodná (i kdyº ve skute£nosti v·bec náhodná není).

B¥ºné generátory produkují rovnom¥rné rozloºení a to bu¤ standardní spojité v intervalu 〈0, 1〉
nebo diskrétní. Pseudonáhodná £ísla s jiným rozloºením se odvozují z rozloºení rovnom¥rného
pomocí trik·, které vyloºíme v 9.4.

9.2.4 Obecné vlastnosti softwarových generátor·. P°edev²ím, posloupnost v·bec není
náhodná, naopak, je zcela deterministická. Stejný generátor (program) spu²t¥ný ze stejného
výchozího stavu produkuje vºdy stejnou posloupnost £ísel.

Dále, po£et stav· generátoru je kone£ný, nebo´ pro uchování stavu se pouºívá omezený úsek
pam¥ti po£íta£e. Z toho plyne, ºe generujeme-li hodn¥ dlouhou posloupnost, stavy generátoru se
d°íve nebo pozd¥ji opakují a proto se také periodicky opakují generovaná £ísla. Samoz°ejmý
poºadavek je, aby perioda byla co nejdel²í, ale není to jediný poºadavek.

9.2.5 Poºadavky na posloupnosti pseudonáhodných £ísel se li²í podle ú£elu, ke kterému
mají být £ísla pouºita.

Pro simulaci náhodných proces· metodou Monte Carlo se poºaduje, aby generátor co nejlépe
vyhov¥l °ad¥ statistických test·. Výsledky test· aplikované na skute£n¥ vygenerovanou posloupnst
by se m¥ly co nejvíce shodovat s teoretickým chováním skute£n¥ náhodné posloupnosti.

Pro kryptogra�i se navíc poºaduje, aby bez znalosti algoritmu a vnit°ního stavu generátoru bylo
obtíºné z £ásti pseudonáhodné posloupnosti p°edpov¥d¥t p°í²tí pseudonáhodné £íslo nebo naopak
odvodit pseudonáhodná £ísla, která pozorovaným £ísl·m p°edcházela.

9.2.6 Statistické testy pseudonáhodných generátor· (neúplný vý£et):

� st°ední hodnota, sm¥rodatná odchylka, . . .
� správné rozloºení � test dobré shody,
� správné rozloºení k-tic v k-rozm¥rném prostoru,
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� rozloºení mezer mezi sousedními výskyty £ísla z daného intervalu,
� délky vzestupných (sestupných) posloupností,
� £etnosti permutací k-tic
� rozloºení maxima (minima) z k-tic,
� poker test,
� coupon collection test4 � zji²´uje se, kolik je t°eba v pr·m¥ru vygenerovat £ísel, aby se
vygenerovala alespo¬ jedna hodnota v kaºdém z p°edem daných interval·.

� narozeninový test5 � zji²´uje se, kolik je t°eba v pr·m¥ru vygenerovat £ísel, aby se vygene-
rovaly dv¥ hodnoty v n¥kterém z p°edem daných interval·.

� atd.. . .

Týmº test·m by m¥ly vyhov¥t i podposloupnosti, které získáme výb¥rem z hlavní posloupnosti
(t°eba tak, ºe vezmeme kaºdé t°etí vygenerované £íslo). V praxi se totiº jeden generátor pouºívá
pro n¥kolik ú£el·, takºe pro jeden izolovaný ú£el se pouºívá podposloupnost.

P°íklad selhání kdysi velmi populárního generátoru RANDU lze najít ve Wikipedii na
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Randu.png. Trojice po sob¥ vygenerovaných £ísel zde
byly pouºity jako sou°adnice bod· v trojrozm¥rné krychli a tyto body jsou zobrazeny. Ideáln¥
by vykreslené body m¥ly být v krychli �rovnom¥rn¥� rozptýleny, ale zde jsou soust°ed¥ny do blíz-
kosti patnácti rovin.

Navrhnout dobrý generátor je p°ekvapiv¥ t¥ºké. Sestrojit generátor, který by vyhov¥l v²em
myslitelným test·m, je asi nemoºné.

9.2.7 Inicializace generátoru je nastavení generátoru do výchozího stavu. Je-li stejný gene-
rátor stejn¥ inicializován, poskytuje tutéº posloupnost.

Moºnost inicializace je klí£ová pro lad¥ní a testování po£íta£ových program·, které pseudoná-
hodná £ísla pouºívají. Je totiº ºádoucí, aby situace, p°i níº program selhal (havaroval nebo dal
chybný výsledek), byla opakovatelná. Jinak by bylo velmi obtíºné chybu diagnostikovat a po je-
jím opravení pak ov¥°it, zda byla chyba skute£n¥ odstran¥na. Opakovatelnosti se dosahuje pomocí
stejné inicializace generátoru.

Kde vzít inicializaci? Obecn¥ lze inicializa£ní údaje

� �jen tak vymyslet�,
� odvodit ze systémového £asu po£íta£e,
� odvodit z obtíºn¥ opakovatelných vstup· od uºivatele (pohyby my²í, ma£kání kláves).
� odvodit z hardwarového generátoru.

Opakovatelnosti lze dosáhnout tak, ºe se jakkoli získaný inicializa£ní údaj prost¥ zapamatuje
pro p°í²tí pouºití.

V kryptogra�ckých aplikacích je opakovatelnost neºádoucí.

9.3 Generátory rovnom¥rného rozloºení

Generátory rovnom¥rného rozloºení jsou základem generátor· jiných (obecných) rozloºení. Uve-
deme jen n¥kolik jednoduchých p°íklad·. Dodejme, ºe vnit°n¥ v¥t²ina generátor· pracuje s celými
£ísly a výsledné £íslo mezi 0 a 1 se získá tak, ºe vygenerované celé £íslo d¥líme £íselným rozsahem.

9.3.1 Von-Neuman·v generátor byl pravd¥podobn¥ prvním softwarovým generátorem pseu-
donáhodných £ísel.

4Název odvozen od p°edstavy sb¥ratele, který se snaºí výb¥rem z náhodné posloupnost získat úplnou sadu lístk·.
5Název je odvozen od tzv. narozeninového paradoxu � kolik se musí sejít lidí, aby pravd¥podobnost, ºe alespo¬

dva z nich mají narozeniny ve stejný den, byla alespo¬ 0.5? Odpov¥¤ je 23, coº je p°ekvapiv¥ málo.
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Stavem generátoru je desetimístné celé £íslo v desítkové soustav¥. Transformace stavu spo£ívá
v tom, ºe toto £íslo umocníme na druhou (dostaneme £íslo zhruba dvacetimístné) a z výsledku
vybereme prost°edních deset £íslic.

Byla to ve své dob¥ revolu£ní my²lenka. Bohuºel, testováním se ukázalo, ºe generovaná
posloupnost je pom¥rn¥ nekvalitní.

9.3.2 Lineární kongruen£ní generátor. Máme celo£íselné konstanty (parametry) a, c,m.
Stavem generátoru je nezáporné celé £íslo X < m. Transformace stavu generátoru se provádí
podle vzorce

Xn+1 := (aXn + c) mod m ,

kde a, c a m jsou celo£íselné parametry (konstanty) a operace mod je de�nována p°edpisem

a mod b = zbytek p°i d¥lení a/b.

Kvalita t¥chto generátor· je velmi závislá na volb¥ parametr·. Doporu£uje se nap°íklad, aby c bylo
nesoud¥lné s m.

�asto se pouºívá m = 2w, kde w je po£et bit· po£íta£ového slova, nap°. 32 nebo 64. D·vodem
této volby není kvalita generátoru, ale to, ºe pak není t°eba po£ítat operaci modulo, po£ítá se totiº
�sama� prost¥ tím, ºe bity, které se p°i násobení nevejdou do po£íta£ového slova, se na v¥t²in¥
po£íta£· �zapomenou� (dojde k tzv. p°ete£ení) a to, co po p°ete£ení �zbude� , je poºadovaný zbytek
p°i d¥lení.

9.3.3 Aditivní generátor. Stavem generátoru je p°edchozích 55 vygenerovaných celých £ísel.
Transformace se provádí podle vzorce

Xn := (Xn−24 +Xn−55) mod m

9.4 Generování obecných rozloºení

V této sekci budeme p°edpokládat, ºe je k disposici generátor standardního spojitého rovnom¥rného
rozloºení. Volání (pouºití) tohoto generátoru budeme dále zna£it random(). N¥kdy je t°eba i n¥kolik
volání na jedno výsledné £íslo. Pozor: 2*random() není totéº co random()+random()

� 2*random() generuje rovnom¥rné rozloºení v intervalu (0, 2),
� random()+random() volá generátor dvakrát, výsledkem je sou£et dvou (obvykle) r·zných
náhodných £ísel a výsledná náhodná veli£ina má trojúhelníkové rozloºení v intervalu (0, 2).

9.4.1 Rovnom¥rné spojité rozloºení v intervalu (a, b) získáme výrazem random()*(b-a)+a.
Nejprve náhodné £íslo random() vynásobíme délkou (b−a) poºadovaného intervalu, £ímº dostaneme
náhodná £ísla v intervalu 0 aº (b− a). Výsledek pak na reálné ose posuneme p°i£tením konstanty
a na poºadovaný interval (a, b).

9.4.2 Rovnom¥rné diskrétní rozloºení získáme ze spojitého rozloºení zaokrouhlením.
Náhodná celá £ísla v rozsahu a aº b v£etn¥ získáme výrazem int(random()*(b-a+1))+a, kde

funkce int() provádí zaokrouhlení dol· na nejbliº²í celé £íslo.
Tedy nap°. celá £ísla 0, . . . , 10 získáme výrazem int(random()*11). (Zd·vodn¥te, pro£ 11,

kdyº maximum má být 10?)
Podobn¥ £ísla do Sportky (tj. celá £ísla 1 aº 49) lze generovat výrazem int(random()*49)+1.

(Zd·vodn¥te, pro£ násobíme 49 a ne 48.)
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9.4.3 Metoda inverzní transformace je univerzáln¥ pouºitelná pro generování libovolné
náhodné veli£iny s distribu£ní funkcí F za p°edpokladu, ºe umíme po£ítat inverzní funkci F−1.
Pro tyto ú£ely de�nici inverzní funkce F−1 oproti b¥ºnému chápání pon¥kud roz²í°íme:

F−1(y) = min{x | F (x) = y} .

Takto je inverzní funkce F−1 dob°e de�novaná i pro nespojitou distribu£ní funkci se skoky a
konstantními £ástmi.

Metoda inverzní transformace je p°ekvapiv¥ jednoduchá: výraz F−1(random()) má rozloºení
s distribu£ní funkcí F .

Vskutku, vezmeme-li libovolný neprázdný interval (a, b〉, pak pravd¥podobnost, ºe náhodná
veli£ina s distribu£ní funkcí F nabude hodnoty z tohoto intervalu, je rovna P (a < X 5 b) =
= F (b) − F (a) a to je p°esn¥ pravd¥podobnost, ºe vygenerované náhodné £íslo se standardním
rovnom¥rným rozloºením nabude hodnoty z intervalu (F (a), F (b)〉.

x

F (x)

1.0

0.6
0.4
0.2

0 1 2 3 4 5

y1

x1

y2

x2

Obrázek 9.5: Metoda inverzní transformace.

9.4.4 Empirické diskrétní rozloºení. Hodnoty h1, . . . , hk, která se mají vyskytovat s prav-
d¥podobnostmi p1, . . . , pk, lze generovat takto:

Interval (0, 1) rozd¥líme na k men²ích disjunktních interval· o délkách p1, . . . , pk a kaºdému
z t¥chto interval· p°i°adíme výslednou hodnotu h1, . . . , hk. Kdyº pak vygenerujeme náhodné £íslo
random v intervalu (0, 1), zjistíme do kterého z k díl£ích intrerval· toto £íslo padlo a vydáme
p°íslu²nou hodnotu:

x := random();

i := 0;

repeat
i := i + 1;

x := x - p[i];

until x <= 0.0;

return h[i];

Jinou moºností je pouºít metodu inverzní transformace. Distribu£ní funkce je po £ástech
konstantní se skokem velikosti pi pro kaºdou hodnotu hi.

9.4.5 Exponenciální rozloºení lze generovat metodou inverzní transformace, konkrétn¥ vý-
razem -ln(random()) / lambda, kde ln() zna£í p°irozený logaritmus (tj. logaritmus o základu
e
.
= 2.71828).
P°ipome¬me, ºe distribu£ní funkce exponenciálního rozloºení je pro x = 0 dána vzorcem:

F (x) = 1− e−λx. Inverzní funkce je F−1(r) = ln(1− r)/− λ.
Kontrolní otázka: Není zde chyba? Nem¥l by se pro generování rad¥ji pouºívat výraz -ln(1.0-random()) / lambda?
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9.4.6 Vylu£ovací metoda je pouºitelná pro generování veli£in s rozloºením, které je dáno
hustotou f , p°i£emº

� umíme po£ítat hodnotu hustoty f(x),
� hustota je omezena konstantou M , tedy f(x) < M pro v²echna x.
� hustota je nulová mimo omezený interval (a, b), tedy f(x) = 0 pro v²echna x 6∈ (a, b)

repeat
x := random() * (b-a) + a;

y := random() * M;

until y < f(x);

return x;

Vygenerujeme £ísla x ∈ (a, b) a y ∈ 〈0,M), ob¥ s rovnom¥rným rozloºením. Jestliºe y < f(x),
pak £íslo x vydáme jako výsledek (tedy pseudonáhodné £íslo s poºadovaným rozloºením). Jestliºe
naopak y = f(x), pak celý postup opakujeme, tj. znovu vygenerujeme x a y.

Zd·vodn¥ní, ºe výsledná hodnota má poºadované rozloºení, se opírá o fakt, ºe hodnota x je
potvrzena (a vygenerována jako výsledek) s pravd¥podobností, která je úm¥rná hodnot¥ hustoty
f(x).

Je z°ejmé, ºe neº dostaneme n¥jaký výsledek, m·ºe se vygenerovat n¥kdy i hodn¥ velký po£et
dvojic x a y.

9.4.7 Normální rozloºení lze generovat snadno zapamatovatelnou metodou. V teorii pravd¥-
podobnosti tzv. centrální limitní v¥ta 9.1.17 °íká, ºe aritmetický pr·m¥r n navzájem nezávislých
náhodných veli£in se stejným rozloºením, které spl¬uje velmi obecné p°edpoklady, nap°. má ko-
ne£ný rozptyl, konverguje pro n→∞ k normálnímu rozloºení.

Náhodná £ísla s normovaným normálním rozloºením N(0, 1) (tj. se st°ední hodnotou 0 a
s rozptylem 1) lze p°ibliºn¥ generovat jako sou£et dvanácti náhodných £ísel s rovnom¥rným
rozloºením v intervalu (−0.5, 0.5). (Dvanácti proto, ºe rovnom¥rné rozloºení na intervalu délky
1 má rozptyl 1/12 a rozptyly se se£ítají.) P°íslu²ný úsek programu je

S := -6.0;

for i:=1 to 12 do S := S + random();

return S;

Poºadujeme-li v¥t²í p°esnost, m·ºeme po£ítat pr·m¥r z v¥t²ího po£tu náhodných £ísel s rovno-
m¥rným rozloºením a výsledek upravit, aby m¥l poºadovaný rozptyl, nap°. takto:

S~:= -24.0;

for i:=1 to 48 do S := S + random();

return S / 2.0;

Dokonalej²í a rychlej²í generátor normálního rozloºení vyuºívá trik podobný vylu£ovací metod¥
a výsledek transformuje. Matematické zd·vodn¥ní p°esahuje rámec tohoto textu.

repeat
v1 := 2*random() - 1.0;

v2 := 2*random() - 1.0;

S := v1*v1 + v2*v2;

until S < 1.0; {bod (v1,v2) leºí v~jednotkovém kruhu}

return v1 * sqrt(-2.0 * ln(s) / s);
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9.4.8 Poissonovo rozloºení. Poissonovo rozloºení lze generovat podle poznámky uvedené
v 9.1.18.

Náhodná veli£ina s Poissonovým rozloºením je tedy rovna po£tu, kolik je t°eba se£íst nezávis-
lých náhodných veli£in s exponenciálním rozloºením s parametrem λ, aby sou£et p°esáhl jedni£ku.
Náhodné £íslo s exponenciálním rozloºením se podle 9.4.5 získává logaritmováním £ísla s rovno-
m¥rným rozloºením (viz 9.4.5). Postup lze zjednodu²it tím, ºe budeme náhodná £ísla z intervalu
(0, 1) násobit namísto se£ítání jejich logaritm·. Celý algoritmus vypadá takto:

x := -1;

a := exp(-lambda);

S := 1.0;

repeat
S := S * random();

x := x + 1;

until S < a;

return x;

9.4.9 Cvi£ení. Napi²te úsek programu, který generuje náhodná £ísla s diskrétním rovnom¥rným
rozloºením na mnoºin¥ {7, 9, 11, 13}.

9.4.10 Cvi£ení. Napi²te úsek programu, který generuje náhodná £ísla s diskrétním rovnom¥r-
ným rozloºením na mnoºin¥ {7, 9, 10, 11, 15}.

9.4.11 Cvi£ení. Napi²te úsek programu, který generuje náhodná £ísla s normálním rozloºením
se st°ední hodnotou 7.5 a rozptylem 3.

9.4.12 Cvi£ení. V n¥kterých spole£enských hrách se ke generování náhodných £ísel pouºívají
speciální kostky � desetist¥nná, dvanáctist¥nná a dvacetist¥nná. Navrhn¥te co nejjednodu²²í
zp·sob, jak pouºití t¥chto kostek nahradit opakovaným házením b¥ºnou (²estist¥nnou) kostkou ze
hry ��lov¥£e nezlob se� . Pozor: je t°eba zajistit, aby výsledná náhodná veli£ina m¥la rovnom¥rné
rozloºení.

9.4.13 Cvi£ení. Navrhn¥te zp·sob, jak b¥ºnou kostku z ��lov¥£e, nezlob se� nahradit házením
mincí.

9.4.14 Cvi£ení. Napi²te funkci, která generuje náhodná £ísla s diskrétním rozloºením, které
nabývá hodnot h1, . . . , hn s pravd¥podobnostmi p1, . . . , pn. P°edpokládejte, ºe hodnoty hi a
pravd¥podobnosti pi jsou p°edávány jako parametry typu pole.

9.5 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo spo£ívá v provád¥ní náhodných experiment· a jejich statistickém vyhodno-
cení. Náhodný experiment m·ºe ale nemusí být simula£ní.

9.5.1 Ur£ení £ísla π házením jehly je lehce kuriózní, zcela nepraktickou, ale pou£nou ukázkou
metody Monte Carlo.

Náhodný experiment spo£ívá v házení jehly na linkovaný papír. Lze matematicky dokázat, ºe
pokud se délka jehly rovná vzdálenosti mezi linkami, je pravd¥podobnost, ºe jehla protne n¥kterou
linku, rovna 2/π.

Provedeme-li tedy n experiment· (tj. n-krát hodíme jehlu), p°i£emº k z t¥chto pokus· dopadne
tak, ºe jehla protne linku, pak k/n bude odhad pravd¥podobnosti, ºe jehla protne linku. Tedy
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k/n ≈ 2/π, tedy £íslo 2n/k je statistickým odhadem £ísla π. P°esnost závisí na po£tu pokus· a
nutn¥ bude vztaºena k n¥jaké hladin¥ pravd¥podobnosti.

Je t°eba zd·raznit, ºe existují mnohem p°esn¥j²í a efektivn¥j²í metody, jak po£ítat £íslo π
s libovolnou p°esností a bez statistických chyb.

9.5.2 P°ibliºný výpo£et integrálu. Numerická integrace funguje dob°e v prostorech nízké
dimenze (nejlépe v prostoru dimenze 1). V mnohorozm¥rných prostorech se stává výpo£etn¥
nesmírn¥ náro£nou. Metodou Monte Carlo lze integrál p°ibliºn¥ po£ítat jako aritmetický pr·m¥r
funk£ních hodnot v náhodn¥ vygenerovaných bodech.

9.5.3 Podpora rozhodování. Hodnocení alternativ, mezi kterými se rozhodujeme, je £asto
závislé na mnoha náhodných veli£inách, £asto komplikovan¥ de�novaných. Metoda Monte Carlo je
pom¥rn¥ jednoduchým a univerzálním nástrojem pro vyhodnocení.

9.5.4 Simulace náhodných proces· je nej£ast¥j²ím pouºitím metody Monte Carlo. Viz
následující kapitola.
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Kapitola 10

Náhodné procesy

10.1 Náhodné procesy obecn¥

10.1.1 Náhodný proces je zobrazení P : T → S, které hodnot¥ t ∈ T , kterou je nej£ast¥ji £as,
p°i°azuje náhodný jev, nej£ast¥ji náhodnou veli£inu (jednorozm¥rnou nebo vícerozm¥rnou).

Pro minulé £asové okamºiky zpravidla víme, v jakém stavu proces byl, jaká byla historie procesu.
Pro budoucí okamºiky stav procesu neznáme a pokládáme jej za náhodný jev.

V¥t²inu d¥j· �ze ºivota� lze modelovat jako náhodné procesy.
U náhodného procesu nás m·ºe zajímat a více £i mén¥ úsp¥²n¥ lze zji²´ovat

� p°edpov¥¤ budoucího chování procesu na základ¥ znalosti jeho typu, parametr· a p°ípadn¥
minulého pr·b¥hu, P°íkladem m·ºe být p°edpov¥¤ po£así, p°edpov¥¤ vývoje kurzu akcií,
p°edpov¥¤ poptávky po n¥jakém typu zboºí.

� dlouhodobé charakteristiky pr·b¥hu procesu na základ¥ znalosti typu a parametr· procesu.
P°íkladem m·ºe být pr·m¥rná délka fronty, rozloºení doby £ekání na ú°ad¥ apod.

�e²ení t¥chto otázek lze získat bu¤ analyticky, tj. výpo£tem za vydatné pomoci teorie ná-
hodných proces· a nebo simulací (napodobením) procesu metodou Monte Carlo (viz kapitola 13,
str. 141).

10.1.2 P°íklad � hazardní hra. P°edstavte si jednoduchou hazardní hru dvou hrá£·. Oba
hrá£i mají dohromady K korun. Jedno kolo hry spo£ívá v tom, ºe oba hrá£i hodí kostkou. Komu
padne na kostce mén¥ bod· neº protihrá£i, ten zaplatí druhému korunu. Kdo nemá na zaplacení,
ten celkov¥ prohrál a hra tím kon£í.

Za stav procesu zde m·ºeme pokládat po£et korun, které má jeden z hrá£·. Stavový prostor
tedy bude mnoºina {0, 1, . . . ,K}. V kaºdém kole hry se stav procesu zv¥t²í o 1, zmen²í o 1, nebo
se nezm¥ní v·bec.

10.1.3 Stavový prostor náhodného procesu je jevové pole, tj. mnoºina stav·, kterých m·ºe
proces nabýt.

Stav procesu m·ºe být vyjád°en jednorozm¥rnou náhodnou veli£inou, m·ºe to být vícerozm¥rná
náhodná veli£ina nebo to dokonce m·ºe být obecná mnoºina.

Stav procesu nazýváme diskrétním, kdyº není limitou posloupnosti jiných stav·. Typickými
p°ípady diskrétních stav· jsou stavy vyjád°ené celo£íselnými náhodnými veli£inami nebo veli£inami
zaokrouhlenými na n¥jaý po£et desetinných míst. Také jsou-li stavy procesu obecnými prvky n¥jaké
obecné mnoºiny, která není nijak strukturována, i zde jde o diskrétní stavový prostor.
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10.1.4 Procesy se spojitým £asem jsou takové, kde stavy procesu uvaºujeme ve v²ech
okamºicích vyjád°ených reálným £íslem. Mezi kaºdými dv¥ma okamºiky je nekone£n¥ mnoho
r·zných okamºik·. Zm¥na stavu procesu je myslitelná kdykoli, tj. V jakémkoli okamºiku.

I kdyº je £as spojitý, zm¥ny stavu spojité být mohou a nemusí. P°íkladem je proces p°icházení
zákazník· do obchodu. Zákazník m·ºe p°ijít kdykoli, ale po£et zákazník· je vºdy celé £íslo.

10.1.5 Procesy s diskrétním £asem jsou takové, kde ke zm¥nám stavu dochází pouze
v posloupnosti diskrétních okamºik· t0, t1, t2, . . . Mezi t¥mito okamºiky se stav procesu nem¥ní
(nic se ned¥je). U procesu s diskrétním £asem má smysl mluvit o bezprost°edn¥ následujícím
£asovém okamºiku.

Diskrétní £as m·ºeme dostat dv¥ma základními zp·soby. �asto úmysln¥ omezíme sv·j zájem
pouze na diskrétní okamºiky (nap°. budeme m¥°it teplotu nikoli kontinuáln¥, ale jen v kaºdou celou
hodinu, nebo HDP zji²´ujeme vºdy za rok).

Druhá moºnost, jak m·ºeme dostat diskrétní £as, je odvodit £asové okamºiky od n¥jakých
událostí, nap°. od zm¥n stavu procesu. P°íkladem je hazardní hra z p°íkladu 10.1.2, kde za p°í²tí
okamºik m·ºeme vzít dobu, kdy oba hrá£i hodí kostkou, nebo dobu, kdy dojde ke zm¥n¥ stavu
(coº není totéº).

10.1.6 P°íklady.

Spojitý £as, spojitý stavový prostor � pr·b¥h venkovní teploty, Brown·v pohyb.

Spojitý £as, diskrétní stavový prostor � po£et zákazník· v obchod¥.

Diskrétní £as, spojitý stavový prostor � teplota kaºdý den v 7 hodin ráno.

Diskrétní £as, diskrétní stavový prostor � teplota kaºdý den m¥°ená s p°esností na desetinu
stupn¥, ale také hazardní hra z p°íkladu 10.1.2.

10.1.7 Homogenní náhodný proces je takový, jehoº pravd¥podobnostní charakteristiky se
v £ase nem¥ní. Tedy nap°íklad pravd¥podobnost, ºe dojde k události b¥hem minutového intervalu,
nezávisí na tom, kde je tento interval umíst¥n na £asové ose (tj. nap°. na tom, kolik je zrovna hodin
nebo které je ro£ní období).

Je-li náhodný proces homogenní, velice to zjednodu²uje jeho analýzu. V praxi je jen málo pro-
ces· naprosto homogenních. Ve vhodn¥ zvoleném £asovém intervalu v²ak p°edpoklad homogenity
m·ºe být p°ijatelný.

10.1.8 �ítací proces je náhodný proces, který je tvo°en událostmi stejného typu. Pon¥vadº
v²echny události jsou stejné, je na £ítacím procesu zajímavé pouze to, jak jsou události rozloºeny
v £ase, tedy nap°. kolik událostí nastalo v závislosti na £ase.

�ítací procesy mají spojitý £as a diskrétní stavový prostor.
P°íklady £ítacích proces·: P°íchody zákazník· do obchodu, ot°esy zemské k·ry, poruchy stroje.

10.1.9 �ítací proces bez pam¥ti je takový, kde budoucí výskyt události je stochasticky
nezávislý na p°edchozí historii procesu. To mimo jiné znamená, ºe znalost historie procesu je
pro p°edpovídání budoucího pr·b¥hu zcela bezcenná.

P°íklad: opakovan¥ házíme kostkou, stavem procesu je po£et bod· v naposledy provedeném
hodu. Tento proces je homogenní a bez pam¥ti.

10.2 Poisson·v proces

Poisson·v proces je matematickým vyjád°ením p°edstavy �£ist¥ náhodného výskytu událostí� .
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10.2.1 Poisson·v proces je náhodný proces, ktetrý je £ítací, homogenní a bez pam¥ti.
Tyto t°i vlastnosti de�nují Poisson·v proces jednozna£n¥ aº na jediný parametr, totiº jeho

intenzitu (pr·m¥rný po£et událostí za jednotku £asu). Jinými slovy, dva Poissonovy procesy jsou
stejné práv¥ tehdy, kdyº mají stejnou intenzitu.

Prakti£t¥j²í de�nice jsou uvedeny v 10.2.7.

10.2.2 Intenzita Poissonova procesu je pr·m¥rný po£et událostí za jednotku £asu.
Pozor, nezapome¬te na slovo pr·m¥rný. Skute£ný po£et událostí za jednotku £asu je náhodná

veli£ina s poissonovým rozloºením, viz ??.

10.2.3 Doba £ekání na nejbliº²í událost v Poissonov¥ procesu má exponenciální rozloºení.

D·kaz: Ozna£me G(x) pravd¥podobnost, ºe b¥hem £asového intervalu o délce x nedojde
v Poissonov¥ procesu k ºádné události. Toto ozna£ení má dobrý smysl: je-li proces Poisson·v,
pak zmín¥ná pravd¥podobnost opravdu nezáleºí na ni£em jiném neº na délce intervalu.
Pon¥vadº je proces bez pam¥ti, pravd¥podobnost nezávisí na p°edchozí historii procesu a
z homogennosti plyne, ºe pravd¥podobnost nezávisí ani na umíst¥ní intervalu na £asové ose.

Nyní vezm¥me dva libovolné na sebe navazující £asové intervaly o délkách s a t. Pravd¥-
podobnosti G(s) a G(t), ºe b¥hem nich nedojde k ºádné události, jsou stochasticky nezávislé
(pon¥vadº proces je bez pam¥ti). Proto pro pravd¥podobnost G(s + t), ºe nedojde k ºádné
události b¥hem intervalu o délce s+ t platí

G(s+ t) = G(s) ·G(t)

V matematické analýze je dokázáno, ºe této rovnici vyhovuje jediný typ funkce, totiº funkce
exponenciální. Funkce G(x) tedy má tvar G(x) = e−λx, kde λ je n¥jaká kladná konstanta.

Zkusme nyní £ekat na nejbliº²í dal²í událost. �ekání zahájíme v £ase t = 0, náhodnou
veli£inu �doba £ekání� ozna£me X. O distribu£ní funkci F této veli£iny pro x > 0 platí
F (x) = P (X 5 x) = 1 − G(x), nebo´ jev �událost nastane nejpozd¥ji v £ase x� je dopl¬kem
jevu �událost nenastane v intervalu (0, x〉� , tj. jevu �událost nastane pozd¥ji neº v £ase x� .
Platí tedy

F (x) = P (X 5 x) =

{
1−G(x) = 1− e−λx pro x > 0 ,
0 pro x 5 0 ,

coº je vzorec distribu£ní funkce exponenciálního rozloºení (viz ??). 2

10.2.4 Intervaly mezi událostmi Poissonova procesu jsou navzájem stochasticky nezávislé
a mají v²echny stejné exponenciální rozloºení. Parametrem tohoto rozloºení je intenzita procesu λ.

�e jde o exponenciální rozloºení, triviáln¥ vyplývá z 10.2.3, význam parametru λ pak vyplývá
ze vzorce pro st°ední hodnotu exponenciálního rozloºení.

10.2.5 Po£et událostí Poissonova procesu za jednotku £asu má Poissonovo rozloºení
s parametrem λ rovným intenzit¥ procesu. Pravd¥podobnost pk, ºe b¥hem intervalu jednotkové
délky dojde k p°esn¥ k událostem, je

pk =
e−λλk

k!
.

St°ední po£et událostí za jednotku £asu je samoz°ejm¥ rovem λ.

10.2.6 Po£et událostí Poissonova procesu v obecném £asovém intervalu délky t má
rovn¥º Poissonovo rozloºení, ov²em s parametrem λt. Tedy pravd¥podobnost, ºe dojde k p°esn¥ k
událostem b¥hem intervalu délky t, je

pk =
e−λt(λt)k

k!
.
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124 Kapitola 10. Náhodné procesy

10.2.7 Alternativní de�nice Poissonova procesu.

� �ítací proces je Poisson·v práv¥ tehdy, kdyº je homogenní a intervaly mezi událostmi jsou
stochasticky nezávislé a mají v²echny stejné exponenciální rozloºení.

� �ítací proces je Poisson·v práv¥ tehdy, kdyº je homogenní a po£ty událostí v £asovém
intervalu mají Poissonovo rozloºení.

� �ítací proces je Poisson·v práv¥ tehdy, kdyº pravd¥podobnost p∆, ºe nastane událost
v malém £asovém intervalu délky ∆, d¥lená délkou tohoto intervalu ∆, konverguje pro
∆→ 0+ k intenzit¥ procesu λ. (Jinak °e£eno, pro malé ∆ platí p∆ ≈ λ∆.)

Tyto alternativní de�nice (zejména první z nich) jsou uºite£né p°i statistickém testování, zda n¥jaký
proces, který pozorujeme, lze pokládat za proces Poisson·v.

10.2.8 Praktické p°íklady Poissonova procesu. Nejv¥t²í praktický význam je dvojí

� Poissonovým procesem lze modelovat výskyty poruch u za°ízení, u nichº opot°ebení hraje
zanedbatelnou roli a poruchy mají jiné p°í£iny. Typickým p°íkladem jsou elektronická za°ízení
s minimem pohyblivých sou£ástí.

V technických speci�kacích r·zných výrobk· bývá místo intenzity poruch uvád¥n údaj se
zkratkou MTBF (Mean Time Between Failures), coº je p°evrácená hodnota intenzity procesu.

� V teorii front se Poisson·v proces £asto vyskytuje jako vstupní proces v teorii front, tj. proces
p°icházení zákazník·.

Dal²ími p°íklady jsou rozpady £ástic ve vzorku radioaktivního materiálu nebo pr·lety £ástic
kosmického zá°ení.

Obecn¥ lze Poisson·v proces o£ekávat tam, kde události stejného typu nastávají jednotliv¥ a
p°itom nezávisle na sob¥ navzájem i nezávisle na £ase.

10.2.9 P°íklad. P°edpokládejme, ºe poruchy stroje tvo°í Poisson·v proces, st°ední doba mezi
poruchami (MTBF) je 80 provozních hodin. P°edpokládáme 8 hodin provozu denn¥. Máme t°i
náhradní díly, dal²í dostaneme aº za 5 dní. Jaká je pravd¥podobnost, ºe zásoba náhradních díl·
nebude sta£it.

Za £asovou jednotku zvolme 5 dní. Intenzita procesu poruch pak je 1/2. Pravd¥podobnost, ºe
náhradní díly nebudou sta£it, je rovna pravd¥podobnosti, ºe v Poissonov¥ procesu dojde b¥hem
£asové jednotky (5 dní) ke £ty°em nebo více poruchám. Ze vzorce pro Poissonovo rozloºení ??
dostaneme p0 = 0.60653, p1 = 0.30327, p2 = 0.07582, p3 = 0.01264. Pravd¥podobnost, ºe zásoba
nebude sta£it, je rovna 1 − p0 − p1 − p2 − p3 = 1 − 0.60653 − 0.30327 − 0.07582 − 0.01264 = 1 −
− 0.99825 = 0.00175.

V²imn¥te si, ºe v této úloze jsme £as uvaºovali jako dobu provozu. To mj. znamená, ºe moºnost
vzniku poruchy, kdyº je stroj mimo provoz, tedy nap°. vlivem stá°í, zde zanedbáváme.

10.2.10 Cvi£ení. P°edpokládejme, ºe poruchy pneumatiky tvo°í Poisson·v proces vzhledem
k ujeté vzdálenosti (tedy �£as� Poissonova procesu zde m¥°íme jako ujetou vzdálenost). Pr·m¥rn¥
nastane jedna porucha pneumatiky po 50 000 km jízdy. V aut¥ máme jedno rezervní kolo. Jaká je
pravd¥podobnost, ºe kv·li poruchám pneumatik nedojedeme do cíle vzdáleného 5 000 km?

10.2.11 Generování Poissonova procesu. �asové intervaly mezi událostmi Poissonova pro-
cesu mají (viz 10.2.4) exponenciální rozloºení s parametrem λ, kde λ je intenzita procesu.

Sta£í tedy generovat náhodná £ísla s exponenciálním rozloºením (podle 9.4.5). �as, kdy nastane
dal²í událost dostaneme tak, ºe k £asu, kdy nastala událost p°edchozí, p°i£teme vºdy dal²í
z vygenerovaných £ísel s exponenciálním rozlo°ením.
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Kapitola 11

Markovské °et¥zce

11.1 Základní pojmy

11.1.1 Markovský °et¥zec je náhodný proces s diskrétní mnoºinou stav·, diskrétním £asem
a takový, ºe pravd¥podobnost p(t)

i , ºe v £ase t bude proces ve stavu i, je stochasticky závislá pouze
na stavu v p°edchozím okamºiku, tj. na stavu v £ase t− 1.

Budeme se zabývat pouze tzv. homogenními markovskými °et¥zci, tj. takovými, kde vý²e
zmín¥né pravd¥podobnosti nezávisí na £ase t.

A dále, budeme se zabývat pouze kone£nými markovskými °et¥zci, tj. takovými, jejichº mnoºina
stav· je kone£ná. �asto p°itom budeme p°edpokládat, ºe stavy máme o£íslovány p°irozenými £ísly
1, 2, 3, . . .

11.1.2 Diskrétní £as. P°edpoklad, ºe v markovském °et¥zci je £as diskrétní, znamená, ºe
nás stavy procesu zajímají pouze v okamºicích, které tvo°í (potenciáln¥ nekone£nou) rostoucí
posloupnost. Mezi t¥mito okamºiky se v markovském °et¥zci nic ned¥je, £as mezi t¥mito okamºiky
v modelu neexistuje.

Zejména to znamená, ºe pro okamºik t má smysl hovo°it o následujícím £asovém okamºiku �
budeme jej zna£it jako okamºik t+ 1. Pro spojitý £as toto neplatí: ve spojitém £ase mezi kaºdými
dv¥ma r·znými okamºiky t1, t2 leºí nekone£n¥ mnoho okamºik· t takových, ºe t1 < t < t2.

P°i praktickém modelování n¥jakého d¥je pomocí markovského °et¥zce jsou okamºiky ti zpra-
vidla odvozeny od výskytu n¥jaké události. �asto touto událostí bývá zm¥na stavu °et¥zce, to
odpovídá situaci, kdy nás zajímají jen zm¥ny stav· a nikoli doby, za jak dlouho ke zm¥n¥ stavu
dochází. Okamºiky ti v²ak mohou být odvozeny i od jiných událostí, neº pouze od zm¥n stavu.

Jiný, rovn¥º £astý, zp·sob modelování spo£ívá v tom, ºe stavy modelovaného d¥je sledujeme se
zcela pravidelným £asovým krokem, nap°. kaºdých 5 milisekund nebo kaºdého prvního v m¥síci.
To pak znamená, ºe ve skute£ném d¥ji (v d¥ji, který modelujeme) m·ºe b¥hem £asového kroku
dojít i k n¥kolika zm¥nám stavu, ale model (markovský °et¥zec) tyto zm¥ny nedokáºe zachytit.
Tento zp·sob modelování v²ak na rozdíl od p°edchozího umoº¬uje modelovat dobu, která uplyne
mezi zm¥nami stav· nebo neº je dosaºeno n¥jakého cílového stavu.

11.1.3 Pravd¥podobnostní vektor v £ase t. Svou znalost (zpravidla neúplnou) o tom,
ve kterém stavu se nacházel, nachází nebo bude nacházet markovský °et¥zec v £ase t, budeme
vyjad°ovat jako pravd¥podobnostní vektor

p(t) = (p
(t)
1 , p

(t)
2 , . . . , p(t)

n ) ,

kde n je po£et stav· markovského °et¥zce.
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126 Kapitola 11. Markovské °et¥zce

Pokud s jistotou víme, ºe v £ase t °et¥zec byl ve stavu i, pak jde o speciální p°ípad, kdy p(t)
i = 1

a ostatní pravd¥podobnosti p(t)
j pro j 6= 0 jsou nulové.

Pravd¥podobnostní vektor má vºdy v²echny sloºky nezáporné a jejich sou£et je roven jedné.
Pravd¥podobnostní vektor budeme pokládat za vektor °ádkový (to kv·li pohodlnému násobení
tzv. p°echodovou maticí).

11.1.4 Pravd¥podobnosti p°echodu, p°echodová matice. Ozna£me pi,j podmín¥nou prav-
d¥podobnost, ºe markovský °et¥zec bude v £ase t ve stavu j, za podmínky, ºe v p°edchozím oka-
mºiku t− 1 byl ve stavu i.

Máme-li stavy pevn¥ o£íslovány 1, 2, . . . , n, pak pravd¥podobnosti pi,j m·ºeme uspo°ádat do
£tvercové matice, kterou nazýváme p°echodovou maticí.

P°echodová matice má v²echny prvky nezáporné a sou£et prvk· v libovolném °ádku je roven
jedné. Její °ádky jsou tedy pravd¥podobnostní vektory ve smyslu 11.1.3.

Naopak, kaºdá £tvercová matice, jejíº v²echny prvky jsou nezáporné a sou£ty °ádk· jsou rovny
jedné, je p°echodovou maticí n¥jakého markovského °et¥zce. Taková matice se nazývá stochastická.

11.1.5 P°íklad � hazardní hra. Dva hrá£i mají dohromady 3K£. Hra se skládá z posloupnosti
partií, v kaºdé partii se hraje o jednu korunu: ten, kdo partii prohrál, musí zaplatit vít¥zi 1K£.
Kdyº hrá£ prohrál partii a nemá na zaplacení, pak tento hrá£ prohrál celou hru a hra tím kon£í.
V²echny partie se hrají stejným zp·sobem a spo£ívají v tom, ºe oba hrá£i hodí kostkou a komu
na kostce padne mén¥ bod·, ten prohrál a zaplatí 1K£. Pokud ob¥ma hrá£·m padne stejný po£et
bod·, je výsledek partie nerozhodný a nikdo nic neplatí a stav hry se nem¥ní.

Na této h°e nás m·ºe zajímat nap°íklad to, jak závisí pravd¥podobnost celkové prohry na
výchozím stavu, tj. na tom, s kolika pen¥zi ná² hrá£ za£ínal hrát. Dále by nás mohlo zajímat, jaký
bude st°ední po£et partií neº hra skon£í, jaká je pravd¥podobnost, ºe po p¥ti partiích jiº bude hra
skon£ena nebo jaká je pravd¥podobnost, ºe po £ty°ech partiích bude ná² hrá£ mít p°esn¥ 2K£.

Tuto hru lze modelovat markovským °et¥zcem o ²esti stavech. �ty°i stavy odpovídají stav·m
�nancí jednoho z hrá£· (0, 1, 2, 3), dal²í dva stavy odpovídají celkové proh°e a celkové výh°e. �as
je v tomto modelu ur£en událostí, totiº sehráním dal²í partie. P°echodová matice má tvar

P =


1 0 0 0 0 0
5/12 1/6 5/12 0 0 0
0 5/12 1/6 5/12 0 0
0 0 5/12 1/6 5/12 0
0 0 0 5/12 1/6 5/12
0 0 0 0 0 1

 .

11.1.6 P°íklad � táº hazardní hra trochu jinak. Jiný model téºe hry (tj. jiný markovský °e-
t¥zec) dostaneme, kdyº nerozhodné partie budeme pokládat za neplatné (nepoda°ené) a nebudeme
je po£ítat. Tento markovský °et¥zec bude mít p°echodovou matici

P =


1 0 0 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0
0 0 1/2 0 1/2 0
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 0 0 1

 .

V obou modelech lze rovnocenným zp·sobem spo£ítat pravd¥podobnost celkové prohry. Pr·-
m¥rný po£et partií neº hra skon£í bude ov²em v obou modelech r·zný.
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11.1.7 P°echodový graf markovského °et¥zce je orientovaný graf, jehoº vrcholy odpovídají
stav·m markovského °et¥zce a orientované hrany odpovídají moºným p°ímým zm¥nám stav·, tj.
zm¥nám, které mají nenulovou pravd¥podobnost. Kaºdá hrana z vrcholu (stavu) i do vrcholu
(stavu) j je ohodnocena pravd¥podobností p°echodu pi,j > 0. Po£et hran je tedy roven po£tu
nenulových prvk· p°echodové matice. Z kaºdého vrcholu vychází alespo¬ jedna hrana a sou£et
ohodnocení v²ech hran, které z vrcholu vycházejí, je roven jedné.

Graf markovského °et¥zce je d·leºitý nejen pro svou názornost, ale zejména proto, ºe mnoho
d·leºitých vlastností markovského °et¥zce lze snadno odvodit z vlastností jeho grafu, zejména z jeho
rozkladu na siln¥ souvislé komponenty.

11.2 Jednoduché výpo£ty

11.2.1 Výpo£et pravd¥podobnostních vektor·. Známe-li p°echodovou matici P a prav-
d¥podobnostní vektor pro n¥jaký £asový okamºik t, lze pravd¥podobnosti jednotlivých stav· pro
následující £asový okamºik t+ 1 po£ítat podle vzorce

p
(t+1)
j =

n∑
i=1

p
(t)
i · pi,j .

Celý pravd¥podobnostní vektor p(t+1) tedy lze získat z pravd¥podobnostního vektoru p(t) násobe-
ním p°echodovou maticí zprava:

p(t+1) = p(t) · P .

Stejným postupem lze postupn¥ po£ítat dal²í a dal²í pravd¥podobnostní vektory. Obecn¥ platí

p(t) = p(0) · P t ,

Výraz P t na pravé stran¥ rovnice je t-tá mocnina p°echodové matice, tj. sou£in t stejných
p°echodových matic P .

11.2.2 Pravd¥podobnosti p°echodu za více krok·. Ozna£me p
(t)
i,j pravd¥podobnost, ºe

°et¥zec p°ejde ze stavu i za p°esn¥ t £asových krok· do stavu j. Pro pevný po£et £asových krok·
t m·ºeme tyto pravd¥podobnosti uspo°ádat do £tvercové matice, ozna£me ji P (t).

P°echodová matice P je pak speciálním p°ípadem, kde je po£et £asových krok· t = 1.
Platí

P (t) = P t .

11.2.3 P°íklad. V markovském °et¥zci z p°íkladu 11.1.5 p°edpokládejme, ºe ná² hrá£ za£íná ve
stavu 3, tj. na za£átku má 1K£. S jakou pravd¥podobností bude mít po £ty°ech partiích p°esn¥
3K£? Kolika zp·soby m·ºe tohoto stavu dosáhnout?

Výchozí pravd¥podobnostní vektor je

p(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0) .

Pravd¥podobnostní vektor p(4) bychom mohli zjistit tak, ºe bychom vektor p(0) £ty°ikrát vynásobili
maticí P zprava a z výsledného vektoru bychom vzali pátou sloºku, tj. p(4)

5 . To je postup vhodný
pro po£íta£ (nebo pro kalkula£ku, která umí násobit matice). Pro ru£ní výpo£et je to pon¥kud
pracné a nepohodlné.

Jiný zp·sob by mohl být tento: Napí²eme seznam v²ech moºností, jak se ná² °et¥zec m·ºe dostat
ze stavu 3 do stavu 5. Kaºdá tato moºnost je vlastn¥ posloupnost výsledk· £ty° partií. Pro kaºdou
z t¥chto posloupností vypo£teme pravd¥podobnost, ºe pr·b¥h hry bude p°esn¥ takový (p·jde
o sou£in £ty° pravd¥podobností pro £ty°i partie). Pravd¥podobnosti jednotlivých posloupností pak
se£teme.
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1 PVVV 5/12 ·5/12 · 5/12 · 5/12 = 0.0301408
1 VPVV 5/12 ·5/12 · 5/12 · 5/12 = 0.0301408
1 VVPV 5/12 ·5/12 · 5/12 · 5/12 = 0.0301408
1 NNVV 2/12 ·2/12 · 5/12 · 5/12 = 0.0048225
1 NVNV 2/12 ·5/12 · 2/12 · 5/12 = 0.0048225
1 NVVN 2/12 ·5/12 · 5/12 · 2/12 = 0.0048225
1 VNNV 5/12 ·2/12 · 2/12 · 5/12 = 0.0048225
1 VNVN 5/12 ·2/12 · 5/12 · 2/12 = 0.0048225
1 VVNN 5/12 ·5/12 · 2/12 · 2/12 = 0.0048225

= 0.1193576

Tato �metoda hrubé síly� sice zaru£en¥ vede ke správnému výsledku, ale je z°ejmé, ºe je velice
pracná, zejména pro v¥t²í hodnoty t je dokonce mnohem pracn¥j²í neº výpo£et mocniny matice
P t. Dal²í nevýhodou této metody jsou problémy se zaokrouhlováním, nebo´ výsledek získáme jako
sou£et velkého po£tu velmi malých £ísel.

Pro ru£ní výpo£et je v na²em jednoduchém p°íklad¥ vhodn¥j²í po£ítat pravd¥podobnostní
vektory postupn¥, tedy vlastn¥ stejn¥ jako p°i násobení p°echodovou maticí, ale namísto nepoho-
dlného násobení maticí budeme postupovat podle schématu

p
(t)
i−1 p

(t)
i p

(t)
i+1

↘ ↓ ↙
p

(t+1)
i

p°i£emº samoz°ejm¥ nesmíme po£ítat neexistující p°echody ze stav· 1 a 6.
Podle stejného schématu lze snadno spo£ítat o po£et moºností, jen p°itom pouºíváme prost¥

se£ítáme p°íslu²né hodnoty z p°edchozího °ádku. Pon¥vadº výpo£et po£tu moºností je jednodu²²í,
p°edvedeme jej jako první:

t 1 2 3 4 5 6
0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0
2 1 2 3 2 1 0
3 3 5 7 6 3 1
4 8 12 18 16 9 4

V²imn¥te si, ºe z poslední °ádky sta£ilo spo£ítat jen jednu hodnotu, která nás zajímá (tj. 9 moºností)
a podobn¥ jsme mohli vynechat i n¥kolik dal²ích hodnot.

Nyní jiº p°edvedeme výpo£et pravd¥podobnosti p(4)
5 :

t 1 2 3 4 5 6
0 1
1 5/12 2/12 5/12
2 54/144 20/144 25/144
3 435/1728 150/1728
4 2475/20736

coº dává výsledek shodný s p°edchozím.

11.3 Klasi�kace stav· a typy °et¥zc·

V¥t²inu t¥chto pojm· de�nujeme pomocí vlastností p°echodového grafu, nebo´ tyto vlastnosti lze
v grafu pom¥rn¥ snadno ov¥°it.
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11.3.1 Stochasticky uzav°ená mnoºina stav· je taková mnoºina, ze které nevychází ºádná
hrana ven. Jinak °e£eno, pravd¥podobnost, ºe markovský °et¥zec opustí stochasticky uzav°enou
mnoºinu, je nulová.

11.3.2 Ergodická mnoºina stav· je stochasticky uzav°ená mnoºina, která neobsahuje men²í
stochasticky uzav°enou mnoºinu.

Mnoºina stav· je ergodická práv¥ tehdy, kdyº jí odpovídající podgraf p°echodového grafu je
siln¥ souvislou komponentu, ze které nevychází ven ºádná hrana.

Ergodický stav je stav, který je prvkem n¥jaké ergodické mnoºiny. Kaºdý markovský °et¥zec
má alespo¬ jednu ergodickou mnoºinu.

11.3.3 Transientní stav je stav, který není ergodický.
Transientní mnoºina je mnoºina v²ech transientních stav·. Transientní mnoºina se tedy skládá

z nula aº n¥kolika siln¥ souvislých komponent p°echodového grafu.

11.3.4 Absorbující stav je stav, který sám tvo°í jednoprvkovou ergodickou mnoºinu.
Stav je absorbující práv¥ tehdy, kdyº v p°echodovém grafu z tohoto stavu vychází jediná hrana

a to smy£ka (která má tudíº pravd¥podobnost 1).

11.3.5 Absorbující °et¥zec je takový markovský °et¥zec, jehoº v²echny ergodické stavy jsou
absorbující.

11.3.6 Ergodický markovský °et¥zec je takový, jehoº p°echodový graf je siln¥ souvislý.

11.3.7 Stacionární markovský °et¥zec je takový, jehoº p°echodový graf je siln¥ souvislý a
nejv¥t²í spole£ný d¥litel délek v²ech cykl· je roven jedné (tj. délky v²ech cykl· jsou nesoud¥lné).
Dodejme, ºe délku cyklu zde chápeme jako po£et jeho hran.

Vysv¥tlení názvu stacionární je podáno v 11.6.

11.3.8 Periodický markovský °et¥zec je takový, jehoº p°echodový graf je siln¥ souvislý a
nejv¥t²í spole£ný d¥litel délek v²ech cykl· je v¥t²í neº jedna (tj. délky v²ech cykl· jsou soud¥lné).
Dodejme, ºe délku cyklu zde chápeme jako po£et jeho hran.

Vysv¥tlení názvu periodický je podáno v 11.7.

11.4 Analýza obecného markovského °et¥zce

Prvým krokem v analýze obecného markovského °et¥zce je vºdy nalezení siln¥ souvislých kompo-
nent a jejich rozd¥lení na transientní a ergodické.

11.4.1 Analýza transientního chování. Má-li °et¥zec neprázdnou transientní £ást, pak zá-
kladní otázky týkající se této £ásti jsou:

� Je-li dán výchozí transientní stav a cílová ergodická mnoºina, ur£it pravd¥podobnost, ºe
°et¥zec dosáhne této ergodické mnoºiny

� Je-li dán výchozí transientní stav, ur£it st°ední po£et krok·, neº bude dosaºeno n¥kterého
ergodického stavu.

� Je-li dán výchozí transientní stav i a dal²í transientní stav j, ur£it st°ední po£et pr·chod·
stavem j, neº bude dosaºeno n¥kterého ergodického stavu.
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Pro ú£ely °e²ení t¥chto otázek lze markovský °et¥zec zjednodu²it tím, ºe kaºdou ergodickou
mnoºinu stav· nahradíme jedním absorbujícím stavem. Pro °e²ení otázek 2 a 3 dokonce m·ºeme
v²echny ergodické mnoºiny nahradit jedním spole£ným absorbujícím stavem.

�e²ením t¥chto otázek se budeme zabývat v 11.5.
Je-li transientní £ást °et¥zce prázdná, jsou v²echny stavy °et¥zce ergodické a analýzu transient-

ního chování p°eskakujeme.

11.4.2 Analýza ergodického chování. Co se s °et¥zcem d¥je po dosaºení ergodického stavu,
lze zji²´ovat pro kaºdou ergodickou mnoºinu zvlá²´, nebo´ °et¥zec nem·ºe ergodickou mnoºinu
opustit.

Ukazuje se, podrobn¥ji viz 11.6 a 11.7, ºe dlouhodobé chování ergodického °et¥zce je do
zna£né míry nezávislé na výchozím stavu. Proto v analýze ergodického chování uvaºujeme kaºdou
ergodickou mnoºinu zvlá²´ jako samostatný ergodický markovský °et¥zec.

V ergodických °et¥zcích jsou základní otázky tyto:

� Pro kaºdý stav i ur£it pravd¥podobnost wi, ºe v náhodn¥ zvoleném okamºiku najdeme °et¥zec
ve stavu i.

� Pro kaºdý stav i ur£it st°ední po£et krok·, po kterém se °et¥zec vrátí do stavu i.

�e²ením t¥chto otázek se budeme zabývat v 11.6 a 11.7.

11.5 Absorbující °et¥zce

Uvedeme dva zp·soby °e²ení otázek uvedených v 11.4.1. Jeden bude zaloºen na úpravách grafu,
druhý bude zaloºen na maticích. Nejprve v²ak d·leºité tvrzení.

11.5.1 V¥ta. Pro kaºdý markovský °et¥zec a pro kaºdý výchozí transientní stav i platí, ºe
posloupnost pravd¥podobností, ºe se °et¥zec v £ase t nachází v transientním stavu, konverguje
k nule pro t→∞.

D·kaz je t°eba doplnit.

11.5.2 Kanonický tvar p°echodové matice absorbujícího °et¥zce. Stavy absorbujícího
°et¥zce lze p°e£íslovat tak, ºe nejniº²ími £ísly jsou o£íslovány absorbující stavy a za nimi následují
stavy transientní. Po takovém p°e£íslování má p°echodová matice tvar

P =

(
E 0
R Q

)

11.5.3 V¥ta. Mocniny matice Q konvergují k nulové matici, tj. limt→∞Qt = 0.
Existuje inverzní matice (E −Q)−1

Sou£et maticové °ady 0 + E +Q+Q2 +Q3 + . . . existuje a je roven (E −Q)−1.

11.5.4 Fundamentální matice absorbujícího °et¥zce je matice H = (E −Q)−1.

11.5.5 V¥ta. Prvky fundamentální matice H mají tento význam: hi,j je st°ední po£et, kolikrát
°et¥zec projde stavem j, kdyº za£al ve stavu i.

D·sledek: Jestliºe absorbující °et¥zec za£al ve stavu i, pak st°ední po£et £asových krok·, neº
°et¥zec dosáhne absorbujícího stavu, je roven sou£tu hodnot v i-tém °ádku fundamentální matice
H.
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11.5.6 Pravd¥podobnost absorbce v daném stavu Je dán absorbující °et¥zec, výchozí
stav i a absorbující stav j. Ozna£me bi,j pravd¥podobnost, ºe °et¥zec dosáhne stavu j, kdyº
(s pravd¥podobností 1) za£al ve stavu i.

Pravd¥podobnosti bi,j lze uspo°ádat do matice B. Platí

B = R+QB .

Odtud plyne
(E −Q)B = R(11.1)

a tedy
B = (E −Q)−1R .(11.2)

11.5.7 Výpo£ty pomocí elementárních úprav grafu. Pro °et¥zce s nevelkým po£tem stav·
a pro ru£ní výpo£et je £asto vhodn¥j²í metoda zaloºená na elementárních úpravách grafu:

Výpo£et pravd¥podobností absorbce pro výchozí stav i je snadný: Graf postupn¥ redukujeme
eliminováním smy£ek a vrchol·, aº nakonec zbude pouze výchozí vrchol i a v²echny absorbující
vrcholy. Elementární úpravy zachovávají pravd¥podobnost dosaºení stavu, proto z výsledného grafu
lze okamºit¥ zjistit hledané pravd¥podobnosti absorbce v jednotlivých absorbujících stavech.

Výpo£et st°edního po£tu pr·chod· stavem j, kdyº °et¥zec za£al ve stavu i, lze také provést
elementárními úpravami grafu. Nejprve v²echny absorbující stavy nahradíme jediným absorbujícím
stavem a, protoºe v této úloze se nezajímáme, kde k absorbci dojde, ale kdy k ní dojde. Dále pak graf
zredukujeme elementárními úpravami tak, aby zbyly pouze t°i vrcholy i, j, a. V tomto redukovaném
grafu ozna£me p pravd¥podobnost smy£ky ve vrcholu j a dále ozna£me q pravd¥podobnost
p°echodu ze stavu i do stavu j. Je dobré si uv¥domit, ºe vzhledem k p·vodnímu absorbujícímu
°et¥zci je q pravd¥podobnost, ºe ze stavu i bude dosaºeno stavu j (tj. ºe nedojde k absorbci
d°íve neº stavu j dosáhneme) a pravd¥podobnost p je pravd¥podobnost, ºe °et¥zec po pr·chodu
stavem j do tohoto stavu je²t¥ n¥kdy vrátí (d°íve neº dojde k absorbci). Máme-li takto ur£eny
pravd¥podobnosti p a q, lze st°ední po£et pr·chod· stavem j ur£it podle vzorce

hi,j =
q

1− p

11.6 Stacionární °et¥zce

Stacionární markovské °et¥zce by bylo moºno pokládat za speciální p°ípad °et¥zc· periodických,
kde perioda je rovna jedné. Jde v²ak o p°ípad z praktického hlediska velmi významný, proto mu
v¥nujeme samostatnou sekci.

Lze dokázat, ºe ve stacionárním °et¥zci pro kaºdý stav j existuje limita

lim
t→∞

p
(t)
i,j = wj(11.3)

a tato limita nezávisí na výchozím stavu i.
Dále, ve stacionárním °et¥zci mocniny p°echodové matice P t pro t→∞ konvergují a to k matici

W , jejíº v²echny °ádky jsou rovny vektoru stacionárních pravd¥podobností w = (w1, w2, . . . , wn).
Z toho plyne, ºe matice W musí spl¬ovat rovnici

w · P = w .(11.4)

11.6.1 Výpo£et stacionárních pravd¥podobností. Základem pro výpo£et je soustava rov-
nic 11.4. Tuto soustavu lze získat také tak, ºe pro jednotlivé stavy uvaºujeme v²echny moºné stavy
p°edchozí: Pro kaºdý stav j tak dostáváme rovnici

wj = w1p1,j + w2p2,j + . . .+ wnpn,j
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Soustava rovnic 11.4 je ov²em homogenní (po p°evedení v²ech prom¥nných na levou stranu
je pravá strana nulová) a proto nemá jednozna£né °e²ení: libovolný násobek n¥jakého °e²ení je
op¥t °e²ením této soustavy. Matice této soustavy (P − E) je singulární, n¥který její °ádek je
lineární kombinací ostatních. Proto ze soustavy 11.4 m·ºeme jednu rovnici vynechat (lze ji odvodit
z ostatních), a dále k soustav¥ p°idáváme rovnici

n∑
i=1

wi = 1 ,

�e²ením takto vzniklé soustavy lineárních rovnic získáme vektor stacionárních pravd¥podobností
w.

11.6.2 Praktické vyuºití stacionárních pravd¥podobností. P°i praktickém modelování je
£asto kaºdý stav i v modelovaném d¥ji spojen s náklady ci. Pro n¥které stavy to samoz°ejm¥ mohou
být náklady nulové. P°ípadné zisky m·ºeme pokládat za záporné náklady.

Ze znalosti stacionárních pravd¥podobností wi pak lze pro pro ustálené chování stacionárního
markovského °et¥zce spo£ítat st°ední náklady na jednotku £asu (p°esn¥ji, na jeden £asový krok)
podle vzorce

C =

n∑
i=1

wici .

11.7 Periodické °et¥zce

Ozna£me d nejv¥t²í spole£ný d¥litel délek v²ech cykl·. Toto £íslo budeme nazývat periodou °et¥zce.

11.7.1 Periodické t°ídy. Mnoºinu stav· periodického °et¥zce lze rozd¥lit do d disjunktních
podmnoºin C0, C1, C2, . . . , Cd−1 takových, ºe v p°echodovém grafu vycházejí v²echny hrany z mno-
ºiny C0 vedou pouze do mnoºiny C1, v²echny hrany z mnoºiny C1 vedou pouze do mnoºiny C2,
atd., aº nakonec v²echny hrany z mnoºiny Cd−1 vedou pouze do mnoºiny C0.

P°ipome¬me, ºe °et¥zec je periodický a tedy ergodický. Z libovolného stavu i je proto dosaºitelný
kaºdý stav j, a to v£etn¥ stavu i. Existuje tedy cyklus, procházející stavem i. Z existence d
periodických t°íd v²ak plyne, ºe délka kaºdého cyklu je je násobkem periody d. Nem·ºe tedy
nap°. být men²í neº d.

11.7.2 Periodické chování. Název periodického °et¥zce je odvozen z faktu, ºe byl-li °et¥zec
v £ase 0 ve t°íd¥ C0, pak t°ída, ve které se bude nacházet v obecném £ase t závisí zcela jednozna£n¥
na zbytku p°i d¥lení £asu t periodou d.

Je-li nap°. d = 2, pak máme dv¥ periodické t°ídy. V jedné z nich se °et¥zec m·ºe nacházet
pouze v lichých okamºicích, ve druhé pouze v sudých okamºicích.

Podobn¥ je-li nap°. d = 3, máme t°i periodické t°ídy. V jedné z nich se °et¥zec m·ºe nacházet
pouze v okamºicích t d¥litelných t°emi, ve druhé v okamºicích, které p°i d¥lení t°emi dávají zbytek
1 a kone£n¥ ve t°etí t°íd¥ se m·ºe nacházet pouze v okamºicích, které p°i d¥lení t°emi dávají zbytek
2.

11.7.3 Pravd¥podobnosti výskytu stav·. V periodickém °et¥zci neexistují limity (11.3), a
tedy nemá smysl mluvit o stacionárních pravd¥podobnostech. D·vod neexistence limity je prostý:
v posloupnosti jsou nenulové hodnoty pouze na kaºdém d-tém míst¥ a mezi nimi jsou nuly. Taková
posloupnost nem·ºe konvergovat k ni£emu nenulovému.

Pro praktické ú£ely ov²em nepot°ebujeme p°esn¥ tuto limitu. Pot°ebujeme v¥d¥t, jaké procento
£asu stráví °et¥zec v jednotlivých stavech. Nebo jinak, jaká je pravd¥podobnost wi, ºe v náhodném
(a dostate£n¥ vzdáleném) £asovém okamºiku t najdeme °et¥zec ve stavu i.
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P°edpokládejme, ºe budeme náhodn¥ volit okamºik t tak, aby v²echny moºné zbytky p°i d¥lení
£asu t periodou d m¥ly stejnou pravd¥podobnost 1/d. Pak pravd¥podobnosti wi, ºe v náhodném
okamºiku t najdeme periodický °et¥zec ve stavu i, m·ºeme po£ítat naprosto stejným postupem
jako v 11.6.1.
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Kapitola 12

Teorie front

Teorie front se zabývá situacemi, kdy poºadavky na n¥jakou sluºbu nejsou v souladu s moºností
tuto sluºbu poskytnout. Subjekty, které sluºbu poºadují, musí na sluºbu £ekat. Alternativní názvy
teorie front jsou teorie hromadné obsluhy nebo teorie £ekacích jev·.

12.1 Základní pojmy teorie front

12.1.1 P°íklad: holi£ství Do holi£ství p°icházejí zákazníci. Zákazníky obsluhuje jeden holi£.
P°ijde-li b¥hem obsluhy dal²í zákazník, musí po£kat. Nabízí se otázka, zda by se vyplatilo, aby
zákazníky obsluhovalo více holi£· nebo aby holi£ investoval do lep²ího vybavení a zlep²il tak sv·j
výkon.

12.1.2 Zákazník representuje poºadavek na provedení sluºby. Slovo zákazník chápejte jako
termín. Zákazníkem m·ºe být t°eba letadlo £ekající na volnou p°istávací dráhu, telefonní hovor
£ekající na spojení, úloha v po£íta£i £ekající na volný procesor, porouchaný stroj £ekající na opravu
apod.

12.1.3 Fronta je v teorii front chápána jako mnoºina zákazník·, kte°í £ekají na (tutéº) obsluhu,
spolu s tzv. reºimem fronty. Fronta m·ºe být hmatatelná a dob°e viditelná, nap°. fronta u pokladny
v supermarketu, m·ºe v²ak být i fyzicky rozptýlená. Nap°. na ú°ad¥, kde kaºdý klient p°i p°íchodu
dostane papírek s £íslem a ú°edníci si zákazníky volají ke svým p°epáºkám podle £ísel pomocí
sv¥telné tabule. Podobn¥ to je t°eba s £ekateli na p°id¥lení obecního bytu.

Ve sloºit¥j²ích systémech s n¥kolikastup¬ovou obsluhou m·ºe být front n¥kolik. V jedné front¥
jsou vºdy ti zákazníci, kte°í £ekají na tutéº obsluhu.

12.1.4 Reºim fronty je pravidlo, které ur£uje, který zákazník bude obsluhován jako dal²í.
Základní reºimy jsou tyto:

FIFO (z anglického ��rst in �rst out�) � vybírá se zákazník, který ve front¥ £eká nejdéle. Je to
klasická spravedlivá fronta bez p°edbíhání.

LIFO (z anglického �last in �rst out�) vybírá se zákazník, který ve front¥ £eká nejkrat²í dobu.
P°íklad: zásoba materiálu, který £eká na zpracování a je ve skladu ukládán na sebe.

Prioritní reºim � vybírá se zákazník, který má ze v²ech zákazník· ve front¥ nejvy²²í prioritu.
Co je tou prioritou a jak jsou priority uspo°ádány, to je p°edm¥tem modelu, tj. je t°eba to
speci�kovat.
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Náhodný reºim fronty � zákazník se vybírá náhodn¥, p°i£emº je t°eba speci�kovat, s jakou
pravd¥podobností bude vybrán ten který zákazník. Z hlediska modelu je nejjednodu²²í, kdyº
v²ichni zákazníci ve front¥ mají stejnou pravd¥podobnost, ale v n¥kterých situacích to m·ºe
být p°íli²né zjednodu²ení. P°íklad: ká¤ s kapry p°i p°edváno£ním prodeji.

12.1.5 Kanál obsluhy je to, co poskytuje sluºbu. Kanál obsluhy je zpravidla schopen obslu-
hovat v kaºdém okamºiku jen jednoho zákazníka, ale v systému m·ºe být n¥kolik kanál·. Kanál
obsluhy je charakterizován dobou obsluhy, která je bu¤ náhodná s n¥jakým rozloºením, nebo de-
terministická.

Je-li kanál· obsluhy více, mohou fungovat paraleln¥ a vybírat zákazníky z téºe fronty. P°íkladem
je ú°ad, kde se zákazník·m p°id¥lují p°i p°íchodu £ísla.

Ve sloºit¥j²ích systémech m·ºe zákazník procházet postupn¥ n¥kolika kanály obsluhy, v takovém
p°ípad¥ bývá i více front.

12.1.6 Uzav°ené systémy hromadné obsluhy jsou takové, kde ºádný zákazník zvn¥j²ku
do systému nep°ichází, ºádný zákazník systém neopou²tí, v²ichni zákazníci jsou sou£ástí systému.
Po£et zákazník· v systému je tedy konstantní.

12.1.7 P°íklad. V díln¥ je 10 stejných a dost poruchových stroj·. Porouchaný stroj není moºné
provozovat, takový stroj £eká na opravu. Mnoºina £ekajících stroj· tvo°í frontu. Porouchané stroje
opravuje jeden opravá° (kanál obsluhy). Je z°ejmé, ºe po£et poruch za jednotku £asu závisí na tom,
kolik stroj· jiº je poroucháno. V extrémním p°ípad¥, kdyº jsou v²echny stroje porouchány nebo
zrovna opravovány, k ºádné dal²í poru²e nem·ºe dojít, dokud není n¥jaký stroj opraven a uveden
do provozu.

12.1.8 Otev°ené systémy hromadné obsluhy jsou takové, kde zákazníci po dokon£ení
obsluhy ze systému odcházejí ze systému pry£ a naopak z vn¥j²ku systému p°icházejí zákazníci
noví. Po£et zákazník· v systému tedy obvykle není konstantní.

Pro zkoumání otev°ených systém· hromadné obsluhy má zásadní význam tzv. vstupní proces,
tj. proces, jak zákazníci do systému vstupují.

12.1.9 Vstupní proces m·ºe být deterministický nebo náhodný.
Nejjednodu²²ím p°íkladem deterministického vstupního procesu jsou zcela pravidelné p°íchody,

t°eba kaºdých 7 vte°in jeden zákazník, ale deterministický vstupní proces m·ºe být i sloºit¥j²í,
nap°íklad vºdy po 10 minutách p°ijdou t°i zákazníci p·l minuty po sob¥.

Náhodné vstupní procesy se vyskytují v nep°ebernémmnoºství druh·. N¥které z nich mohou být
zaloºeny na deterministickém procesu, který byl ovlivn¥n n¥jakým náhodným vlivem. P°íkladem
mohou být p°íhochody kaºdých 7 vte°in jeden zákazník, který ov²em m·ºe být aº 3 vte°iny
náhodn¥ opoºd¥n. Nebo kaºdých 10 minut autobus p°iveze náhodný po£et zákazník·. V obou
t¥chto p°ípadech by pro ú£ely modelu bylo nutno speci�kovat rozloºení p°íslu²ných náhodných
veli£in (velikost zpoºd¥ní pop°. po£et zákazník· v autobuse).

Nej£ast¥j²í typ náhodného vstupního procesu jsou tzv. £ítací procesy, kde zákazníci p°icházejí
po jednom. V praxi je velmi £astý tzv. Poisson·v vsupní proces popsaný v 10.2.

Vstupní proces obvykle bývá nezávislý na po£tu zákazník· v systému. Tento p°edpoklad
znamená, ºe po£et zákazník· v systému je shora neomezený a ºe vn¥ systému vºdy je potenciáln¥
nekone£ná �zásoba zákazník·� , kte°í by do systému je²t¥ mohli vstoupit.

To je samoz°ejm¥ zjednodu²ující p°edpoklad. V praxi je po£et zákazník· vºdy n¥jak shora
omezen. D·leºité je, jaký vliv má toto omezení na vstupní proces. Je-li tento vliv malý, lze jeho
zanedbáním model vstupního procesu výrazn¥ zjednodu²it.

12.1.10 Intenzita vstupního procesu (téº zjednodu²en¥ intenzita vstupu) je pr·m¥rný po£et
zákazník·, kte°í do systému vstoupí za jednotku £asu. Intenzitu vstupu dále zna£íme λ.
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Obecn¥ se intenzita vstupu m·ºe m¥nit v £ase (nap°. sezonní vlivy nebo vliv denní doby), ale
v teoretických modelech £asto p°edpokládáme, ºe vstupní proces je homogenní a tedy intenzita
vstupu je konstantní.

12.1.11 Intenzita obsluhy se vztahuje vºdy na jeden kanál obsluhy a je to pr·m¥rný po£et
zákazník·, které by kanál obsluhy obslouºil za jednotku £asu, pokud by tito zákazníci byli ve front¥.
Intenzitu obsluhy dále zna£íme µ.

Pozor, nezam¥¬ujte intenzitu obsluhy s po£tem zákazník·, které systém obsluhy skute£n¥
obslouºí. Systém nem·ºe obslouºit zákazníky, kte°í do systému nep°i²li, proto kanály obsluhy mívají
prostoje, kdy £ekají na p°íchod zákazníka.

12.1.12 Cvi£ení. Promyslete zp·sob jak prakticky (pozorováním skute£ného systému hro-
madné obsluhy) zji²´ovat intenzitu obsluhy.

12.2 Typy systém· hromadné obsluhy

12.2.1 Kendallova klasi�kace. Omezíme se na otev°ené systémy, které spl¬ují tyto p°edpo-
klady:

� Zákazník, který vstoupil do systému, musí projít obsluhou.
� Zapo£atou obsluhu nelze p°eru²it.
� Není p°ípustné, aby byl volný kanál obsluhy a zákazník £ekal ve front¥.

Tyto systémy lze klasi�kovat podle tzv. Kendallovy klasi�kace. Typ systému se zapisuje ve
form¥ výrazu X/Y/S, kde X ozna£uje typ vstupního procesu, Y ur£uje rozloºení doby obsluhy a
S je po£et kanál· obsluhy.

Typ Vstupní proces doba obsluhy
M Poisson·v proces exponenciální rozloºení
Ek Erlang·v s parametrem k Erlangovo s parametrem k
Kn χ2 s n stupni volnosti χ2 s n stupni volnosti
D Deterministický konstantní
G Obecný obecná

12.2.2 Základní parametry jednoduchých otev°ených systém· jsou

λ intenzita p°íchod· (viz 12.1.10)
µ intenzita obsluhy (viz 12.1.11)
S po£et kanál· obsluhy

Tyto parametry obvykle o systému známe nebo je m·ºeme snadno zm¥°it, m·ºeme je p°ímo
ovlivnit a obvykle jsou p°edm¥tem optimalizace.

Dal²í hodnoty charakterizují £innost systému. V¥t²inu z nich nem·ºeme ovlivnit p°ímo, ale jen
skrze vý²e uvedené základní parametry. U jednodu²²ích model· pro tyto hodnoty existují vzorce,
ve sloºit¥j²ích p°ípadech se tyto hodnoty zji²´ují pomocí simulace metodou Monte Carlo.

ns pr·m¥rný po£et zákazník· v systmu
nf pr·m¥rný po£et zákazník· ve front¥
no pr·m¥rný po£et zákazník· v obsluze
ts pr·m¥rný £as strávený zákazníkem v systmu
tf pr·m¥rný £as strávený zákazníkem ve front¥
to pr·m¥rný £as strávený zákazníkem v obsluze
p0 pravd¥podobnost, ºe systém je prázdný
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Obecn¥ platné vztahy:

ns = nf + no(12.1)

ts = tf + to(12.2)

ns = λts(12.3)

nf = λtf(12.4)

no = λto(12.5)

to = 1/µ(12.6)

no = λ/µ(12.7)

v systému

ve frontě

v obsluze

čas počet
průměrný

1/µ λ/µ

+

·λ

Obrázek 12.1: Vztahy mezi pr·m¥rnými parametry systém· hromadné obsluhy.

12.2.3 Systém M/M/1. Vstupní proces je Poissonovský s intenzitou λ, doba obsluhy je ná-
hodná s exponenciálním rozloºením s parametrem µ, kanál obsluhy je jeden.

Pr·m¥rný
£as po£et

v systému
1

µ− λ
λ

µ− λ

ve front¥
λ

µ(µ− λ)

λ2

µ(µ− λ)

v obsluze
1

µ

λ

µ

N¥kdy se tyto vzorce zapisují alternativn¥ pomocí veli£iny η = λ/µ. Pak vychází ns = η/(1−η)
a nf = η2/(1 − η). Pro vyjád°ení pr·m¥rných £as· ts, tf a to ov²em tak jako tak pot°ebujeme
veli£inu λ nebo µ.

Dále platí p0 = 1− λ/µ = 1− η.
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12.2.4 Systém M/M/S. Vstupní proces je Poissonovský s intenzitou λ. Systém má S stejných
kanál· obsluhy, kaºdý z nich má intenzitu obsluhy µ. Doba obsluhy v kaºdém kanále je náhodná
se stejným exponenciálním rozloºením s parametrem µ,

Ozna£me η = λ/µ. Platí

p0 =
1

ηS

S!(1− η/S)
+

S−1∑
k=0

ηk

k!

nf =
ηS+1 · p0

S · S!(1− η/S)2

Ostatní hodnoty lze dopo£ítat ze vztah· 12.1�12.7.
P°edpoklad, ºe v²echny kanály mají stejnou intenzitu obsluhy, je sice z praktického hlediska

pon¥kud nerealistický, ale pro vý²e uvedené vzorce je podstatný. Pokud by kanály nebyly stejné,
tj. pokud by m¥ly r·zné intenzity obsluhy, závisel by výsledek na zp·sobu p°id¥lování práce
jednotlivým kanál·m. Tedy nap°. zda v situaci, kdy je více volných kanál·, p°id¥líme práci
kanálu nejrychlej²ímu, nejpomalej²ímu, náhodn¥ zvolenému, tomu, který dosud obslouºil nejmén¥
zákazník· a nebo n¥jak jinak, fantazii se meze nekladou. R·zné intenzity obsluhy v jednotlivých
kanálech a zp·sob p°id¥lování práce by bylo nutno ve vzorcích zohlednit a vzorce by tak byly
podstatn¥ sloºit¥j²í. Tyto p°ípady je jiº lépe °e²it simulací.

12.2.5 Cvi£ení. Dvoukanálový systém M/M/2 s intenzitou obsluhy µ v kaºdém ze dvou kanl·
a jednokanálový systém M/M/1, jehoº kanál obsluhy má dvojnásobnou intenzitu obsluhy 2µ,
jsou dlouhodob¥ schopny obslouºit stejný po£et zákazník·. P°esto je ve fungování obou systém·
podstatný rozdíl. Zjist¥te, v £em rozdíl spo£ívá. Vysv¥tlete jeho p°í£inu. Kterému z nich byste jako
zákazníci dali p°ednost? Kde je krat²í doba £ekání ve front¥ a kde je krat²í celková doba pobytu v
systému?

12.2.6 Systém M/D/1. Vstupní proces je Poissonovský s intenzitou λ. Doba obsluhy je
konstantní a rovná 1/µ, kde µ je intenzita obsluhy. Pak pr·m¥rná doba pobytu zákazníka v systému
je

ts =
2µ− λ

2µ(µ− λ)

coº je mén¥ neº u systému M/M/1. Pr·m¥rná doba £ekání ve front¥ vychází dokonce p°esn¥
polovi£ní ve srovnání se systémem M/M/1, totiº tf = λ/2µ(µ− λ).

12.2.7 SystémM/G/1. Vstupní proces je Poissonovský s intenzitou λ. Doba obsluhy má obecné
(blíºe neur£ené) rozloºení. Za p°edpokladu, ºe doba obsluhy má kone£ný rozptyl D2 a st°ední
hodnota doby obsluhy je m (tedy intenzita obsluhy je µ = 1/m), je pr·m¥rný po£et zákazník·
v systému dán tzv. Polaczekovou-Chin£inovou formulí

ns = η +
λ2D2 + η2

2(1− η)
,

kde η = λ/µ, tedy η = λm, kde m je st°ední doba obsluhy.

12.2.8 P°íklad. Máme velkou dílnu s ne°etrºitým provozem a s mnoha poruchovými stroji.
Výskyty poruch tvo°í Poissonovský proces s intenzitou 10 poruch za hodinu (samoz°ejm¥ za
p°edpokladu, ºe po£et porouchaných stroj· je zanedbatelný vzhledem k �velkému� po£tu v²ech
stroj·). Stroje opravuje jeden opravá°, který má stálou pohotovost, doba opravy má exponenciální
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rozloºení, intenzita obsluhy je 15 oprav za hodinu. Ztráty z prostoje porouchaného stroje jsou
1000K£/hod., mzda opravá°e v£etn¥ reºie je 100K£/hod.

Pr·m¥rné náklady v K£ za hodinu jsou 100 + 1000ns = 2100.
P°edstavme si, ºe se o práci opravá°e uchází £lov¥k, který dosahuje vy²²í intenzity obsluhy 16

oprav za hodinu, ale má mnohem vy²²í mzdové poºadavky, jeho mzda by byla 200K£/hod. Vyplatí
se dosavadního opravá°e nahradit novým uchaze£em?

Pr·m¥rné náklady v K£ za hodinu pro nového uchaze£e vycházejí 200+1000ns = 1866.66, tedy
niº²í, neº u p·vodního opravá°e.

Paradoxní (a pou£né) je, ºe nový opravá° se vyplatí navzdory tomu, ºe dostává vy²²í mzdu a
p°itom v¥t²í procento pracovní doby �nic ned¥lá�, jen £eká, aº se n¥jaký stroj porouchá. Podstatné
ov²em je, ºe p°i tom �nic ned¥lání� je neustále p°ipraven okamºit¥ zahájit obsluhu (zde opravu
porouchaného stroje).

12.2.9 Pou£ení z teorie front. Z p°edchozího p°íkladu si lze vzít obecn¥ platné pou£ení:
Jsou-li p°íchody zákazník· náhodné, je ur£itá rezerva ve výkonu kanálu obsluhy ekonomicky
zd·vodnitelná. Snaha tuto rezervu eliminovat sníºením intenzity obsluhy µ na hodnotu blíºící se
intenzit¥ vstupu λ má za následek velkou pr·m¥rnou délku fronty a velké ztráty z toho vyplývající.
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Kapitola 13

Simulace

Simula£ní model je takový model, v n¥mº je £as modelované soustavy modelován £asem modelu.
D¥j·m, které se odehrávají v modelované soustav¥ pak odpovídají d¥je v modelu. Simulovat lze
procesy deterministické i náhodné. Zde, v tomto skriptu, se budeme zabývat výhradn¥ simulací
na £íslicových po£íta£ích. Pouze p°ipome¬me, ºe se pouºívají i simula£ní modely fyzikální, nap°.
mechanické nebo elektrické.

Pokud modelovaný proces je náhodný, pak by i jeho simula£ní model m¥l vykazovat náhodné
chování. Pokud s takovým simula£ním modelem provádíme náhodné simula£ní experimenty, které
statisticky vyhodnocujeme, mluvíme o simulaci metodou Monte Carlo.

Poznámka: P°eváºná £ást této kapitoly byla p·vodn¥ napsána pro jiné skriptum a pro studenty,
u nichº se p°edpokládalo, ºe umí programovat. Proto jsou zde uvád¥ny programy a jejich £ásti,
proto °ada cvi£ení za£íná slovy �napi²te program� nebo �upravte program�.

Rozhodl jsem se nezatajovat, ºe po£íta£ové simulace se programují a programy jsem v textu
ponechal. Kdo jim porozumí, nech´ z toho má uºitek. I ten kdo programovat neumí, se z nich m·ºe
trochu pou£it.

Pokud se ve cvi£eních poºaduje vytvo°ení nebo úprava programu, chápejte to jako výzvu, abyste
promysleli postup výpo£tu a napsali instrukce pro n¥koho, kdo by ten výpo£et m¥l d¥lat za vás.
Instrukce by m¥ly být tak jasné a jednozna£né, aby se ten, kdo by se jimi m¥l °ídit, nemohl
vymlouvat, ºe n¥co pochopil jinak.

13.1 Základní triky

13.1.1 Jak simulovat pomocí po£íta£e. V podstat¥ je t°eba pro £asové okamºiky, které nás
zajímají, vypo£ítat hodnoty stavových veli£in. Pro simulaci je charakteristické, ºe tento výpo£et
probíhá �ve sm¥ru £asu�, tj. výpo£et budoucích stav· se po£ítá na základ¥ stav· minulých.

Jednoduché simula£ní modely lze £asto vytvo°it ad hoc bez sloºitých úvah. Komplikovan¥j²í
modely vyºadují systematický p°ístup, který popisujeme v sekcích 13.2 a 13.3.

13.1.2 Statistické vyhodnocení simulace. Jsou v podstat¥ dv¥ moºnosti. Jedna moºnost je
b¥hem simulace pouze zaznamenávat v²e, co se v simula£ním modelu stalo a teprve po skon£ení
simulace pak tento záznam z r·zných hledisek analyzovat a statisticky vyhodnocovat. Nevýhodou
tohoto postupu je velký objem zaznamenaných dat, výhodou je, ºe chceme-li dodate£n¥ dal²í
satistické údaje lze je získat bez nutnosti opakovat samotnou simulaci.

Druhá moºnost je b¥hem simulace nezaznamenávat jednotlivé události, ale pouze sbírat statis-
tická data nutná pro odpov¥¤ na konkrétní p°edem známou otázku.

Pokud nás nap°. zajímá jen pr·m¥rná doba £ekání zákazníka ve front¥, sta£í, kdyº b¥hem
simulace budeme se£ítat doby £ekání a zji²´ovat po£et zákazník·, tedy b¥hem simulace udrºovat
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celkem dv¥ hodnoty. Pro výpo£et pr·m¥ru to sta£í. Pokud v²ak budeme pozd¥ji chtít nejen st°ední
hodnotu, ale i rozptyl, medián nebo jinou statistiku, bude nutno simula£ní program upravit, aby
zaznamenával a vyhodnocoval dal²í i hodnoty a simulaci s roz²í°eným programem zopakovat.

13.1.3 Po£áte£ní a ustálené fungování. Je-li fungování simulovaného systému závislé na
výchozích podmínkách, je t°eba simula£ní experiment mnohokrát opakovat s týmiº výchozími
podmínkami.

P°íkad: Ve front¥ je 100 zákazník·. Jaká je o£ekávaná doba, neº se fronta vyprázdní? Výsledkem
kaºdého jednotlivého simula£ního experimentu je jedna konkrétní doba, za kterou se fronta
vyprázdnila. Expeiment· je t°eba vykonat dostate£ný po£et a zji²t¥né doby statisticky zpracovat.

Pokud nás zajímá, jak simulovaný systém funguje �v ustáleném stavu�, kdy je vliv po£áte£ních
podmínek zanedbatelný, je vhodné po£áte£ní úsek simulace, který je po£áte£ním stavem ovlivn¥n,
nepo£ítat do výsledných statistik. Toto by se m¥lo ud¥lat p°i kaºdém simula£ním experimentu.

�asto je ov²em moºné namísto mnoha simula£ních experiment· provést jen jeden experiment
dostate£n¥ dlouhý. Tak dlouhý, aby vliv po£áte£ního úseku na výsledné statistiky byl zanedbatelný.
P°íklad: zji²t¥ní pr·m¥rného po£tu zákazník· ve front¥.

13.1.4 Jednoduchý p°íklad. Ve skladu máte 100 kus· zboºí. Máte statisticky zji²t¥no, ºe
velikosti poptávky v jednotlivých dnech jsou nezávislé náhodné veli£iny se stejným rozloºením
daným touto tabulkou:

poptávka pravd¥podonost poptávka pravd¥podonost
0 0.10 7 0.13
1 0.02 8 0.14
2 0.03 9 0.12
3 0.05 10 0.07
4 0.07 11 0.04
5 0.09 12 0.02
6 0.11 13 0.01

Dostali jste zprávu, ºe plánovaná dodávka zboºí bude opoºd¥ná, zboºí p°ijde aº za 14 dní. Otázka
zní, kdy za£ne zboºí chyb¥t a jaká je pravd¥podobnost, ºe zásoba vysta£í na celých 14 dní.

Tuto úlohu lze °e²it i p°esným výpo£tem, k tomu bychom v²ak pot°ebovali trochu teorie (tzv.
Markovovy °et¥zce).

K sestavení simula£ního modelu sta£í trocha selského rozumu, po£íta£ a schopnost napsat
jednoduchý program. Výsledkem simulace metodou Monte Carlo ov²em nebude p°esná hodnota.

Simula£ní experiment bude velmi jednoduchý: Vygenerujeme náhodnou poptávku pro jednolivé
dny, tj. 14 náhodných £ísel s rozloºením daným tabulkou. Tato £ísla budeme postupn¥ ode£ítat od
výchozího stavu zásob, dokud bu¤ zásoba neklesne pod nulu nebo dokud nevy£erpáme v²ech 14
£ísel. Výsledkem simula£ního experimentu bude bu¤ po°adové £íslo dne, kdy poprve zásoba klesla
pod nulu (tj. kdy za£ala zásoba chyb¥t), a nebo konstatování, ºe zásoba vysta£ila na celých 14 dní.

Takových simula£ních experiment· provedeme velký po£et. Statistickým zpracováním výsledk·
snadno zjistíme st°ední po£et dní, neº zásoba za£ala chyb¥t, pop°. pravd¥podobnost, ºe zásoba
vysta£í.

13.1.5 Simulace Poissonova procesu. �asové intervaly mezi událostmi Poissonova procesu
mají exponenciální rozloºení s parametrem λ, kde λ je intenzita procesu (viz 10.2.4.

Sta£í tedy generovat náhodná £ísla s exponenciálním rozloºením (podle 9.4.5). �as, kdy nastane
dal²í událost dostaneme tak, ºe k £asu, kdy nastala událost p°edchozí, p°i£teme vºdy dal²í
z vygenerovaných £ísel s exponenciálním rozloºením.
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13.1.6 Simulace jednokanálového systému hromadné obsluhy s reºimem fronty FIFO je
také velmi jednoduchá.

Pro kaºdého zákazníka nás zajímají t°i £asové údaje

� £as p°íchodu do systému,
� £as za£átku obsluhy a
� £as konce obsluhy.

Pokud je vstupní proces Poissonovský, pak £asy p°íchod· nezávisí na tom, co se v systému
d¥je a m·ºeme je vygenerovat podle 13.1.5. Jiný typ vstupního procesu by se samoz°ejm¥ musel
simulovat jinak.

Doby obsluhy také m·ºeme generovat nezávisle na sob¥.
�as za£átku obsluhy kaºdého zákazníka ur£íme jako maximum z £asu p°íchodu tohoto zákazníka

do systému a £asu konce obsluhy p°edchozího zákazníka. Výsledek simulace m·ºe vypadat nap°.
takto:

£. p°íchod za£átek obsluhy konec obsluhy
1. 0 0 15
2. 6 15 19
3. 14 19 27
4. 23 27 30
5. 34 34 37
6. 36 37 42

Jako cvi£ení zjist¥te, kolikrát byl systém prázdný a vypo£t¥te pr·m¥rný po£et zákazník·
v systému jednak za období 0�40, jednak za období 10�35.

Prakticky pouºitelná simulace by samoz°ejm¥ musela být mnohem del²í.

13.2 Simulace s pevným £asovým krokem

Podstatou simulace s pevným £asovým krokem je periodické zji²´ování stavu modelu v pravideln¥
rozloºených okamºicích. Ve vhodných prom¥nných máme v po£íta£i uloºeny hodnoty, které popisují
stav systému v okamºiku ti. V n¥jaké prom¥nné (obvykle pojmenované time) máme zpravidla také
uloºenu hodnotu modelového £asu ti. Srdcem simula£ního výpo£tu pak je úsek programu, který na
základ¥ p°edchozího stavu (v okamºiku ti) vypo£te stav systému v následujícím £asovém okamºiku
ti+1 = ti + ∆, kde ∆ je (pevná) délka £asového kroku.

Simulace s pevným £asovým krokem se pouºívá zejména k simulaci spojitých dynamických
systém·, v nichº se stavové veli£iny m¥ní (p°eváºn¥) spojit¥. Jako p°íklady takových systém· lze
uvést pohyb pístu ve spalovacém motoru nebo vývoj po£así v n¥jaké oblasti. Takové systémy
bývají £asto popsány soustavou diferenciálních rovnic. Volba £asového kroku p°i simulaci spojitých
systém· není jednoduchá a má obvykle velký vliv na p°esnost výpo£tu.

Dal²í oblastí, kde se pouºívá simulace s pevným £asovým krokem, jsou procesy, jejichº stavy se
sice m¥ní skokem, ale okamºiky, kdy dochází ke zm¥nám stav· jsou pravidelné. Zde délka £asového
kroku p°irozeným zp·sobem závisí na frekvenci zm¥n stavu systému.

13.2.1 P°íklad � P-systém °ízení zásob. P°edpokládejme, ºe máme statisticky zji²t¥no, ºe
denní odb¥r materiálu ze skladu je náhodný s t¥mito pravd¥podobnostmi:
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odb¥r pravd¥podobnost odb¥r pravd¥podobnost
0 0.10 7 0.13
1 0.02 8 0.14
2 0.03 9 0.12
3 0.05 10 0.07
4 0.07 11 0.04
5 0.09 12 0.02
6 0.11 13 0.01

Materiál do skladu je dodáván ve £trnáctidenních intervalech vºdy kaºdý druhý pátek odpoledne
po pracovní dob¥. Velikost dodávky je t°eba up°esnit vºdy p°edchozí úterý odpoledne, rovn¥º po
pracovní dob¥. Objednává se vºdy takové mnoºství, které v okamºiku objednávky chybí do kapacity
skladu. Kapacita skladu je 70 kus·.

Skladování jednoho kusu po jeden den stojí 30 K£. Skladovací náklady se po£ítají pouze za
pracovní dny a to podle velikosti zásoby na konci sm¥ny. Fixní náklady na provoz skladu (nezávislé
na poptávce a dodávkách) jsou 300 K£ za kaºdý pracovní den.

Poºadavky na odb¥r, které není moºno okamºit¥ uspokojit (nebo´ do²lo k vy£erpání skladu),
se odloºí na dobu, kdy bude materiál dodán, zdrºení v²ak p°edstavuje ztrátu (penále) 500 K£ za
kaºdý kus a pracovní den.

Úkolem je zjistit pr·m¥rné náklady spojené s provozem skladu.

�e²ení:

Tuto úlohu lze °e²it simulací s pevným £asovým krokem o délce 1 den. Vzhledem k tomu, ºe
mimo pracovní dny se v systému nic ned¥je, m·ºeme £as m¥°it na pracovní dny. Dodávky tedy
p°icházejí kaºdý desátý den a objednáváme, kdyº £íslo dne dává p°i d¥lení desíti zbytek 7.

const

kapacita = 70; { kapacita skladu }

perioda = 10; { délka periody objednávámí }

var

time : integer; { hodnota modelového £asu }

sklad : integer; { mnoºství na sklad¥ }

objednavka : integer; { kolik je objednáno }

naklady : longint; { suma náklad· od za£átku simulace }

function poptavka : integer; { funkce pro generování }

const { náhodné poptávky }

P : array[0..13] of real =

(0.10, 0.02, 0.03, 0.05, 0.07, 0.09, 0.11,

0.13, 0.14, 0.12, 0.07, 0.04, 0.02, 0.01);

var i:integer; x:real;

begin

x := random; i := -1;

repeat

i := i + 1;

x := x - P[i];

until x <= 0;

poptavka := i;

end;

begin

randseed:=9236789; { inicializace generátoru náhodných £ísel }

time:=0;

sklad:=kapacita; { inicializace stavu systému }

objednavka:=0;
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naklady:=0;

repeat

time := time + 1;

sklad := sklad - poptavka;

if sklad > 0 then naklady:=naklady+300+sklad*30

else naklady:=naklady+300-sklad*500;

if (time mod 10)=7 then { je-li doba pro objednání, }

objednavka := kapacita - sklad; { ur£íme velikost objednávky }

if (time mod 10)=0 then begin { je-li doba p°íchodu dodávky, }

sklad := sklad + objednavka; { zapo£teme dodané mnoºství }

objednavka := 0; { £ímº je objednávka spln¥na }

end;

until time >= 5000; { test ukon£ení simulace }

writeln ('Naklady = ', naklady, ' £as = ', time,

' pr·m¥rné náklady = ', naklady/time:10:3);

end.

Výsledkem práce tohoto simula£ního programu je °ádka

Naklady = 10304440 £as = 5000 pr·m¥rné náklady = 2060.888

13.2.2 Cvi£ení. Experimentováním se simula£ním programem z p°edchozího p°íkladu 13.2.1,
str. 143 najd¥te optimální kapacitu skladu. Vyzkou²ejte vliv inicializace generátoru a vliv délky
simulace.

13.2.3 Cvi£ení. V p°íklad¥ 13.2.1, str. 143 vy£íslete úspory, které by plynuly ze zkrácení dodací
lh·ty o jeden den p°i pevné kapacit¥ skladu 70 kus·.

13.2.4 Cvi£ení. V p°íklad¥ 13.2.1, str. 143 vy£íslete úspory, které by plynuly ze zkrácení dodací
lh·ty o jeden den p°i optimální kapacit¥ skladu.

13.2.5 Cvi£ení. Simula£ní program z p°íkladu 13.2.1, str. 143 upravte tak, aby se provozní a
skladovací náklady po£ítaly za v²echny dny, tj. nejen pracovní. Penále po£ítejte op¥t jen za dny
pracovní.

13.2.6 Cvi£ení. Napi²te program pro simulaci Q-systému °ízení zásob: Objednávání se nepro-
vádí pravideln¥ (jako v P-systému), ale tehdy, kdyº velikost zásoby klesne pod p°edem stanovenou
tzv. signální úrove¬.

Návod: vyjd¥te z programu z p°íkladu 13.2.1, str. 143. Do tohoto programu dopl¬te konstanty
signalniUroven a zpozdeni. Druhá z nich bude ur£ovat kolik dn· po objednání p°ijde dodávka.
Dále pouºijte prom¥nnou kdyObjednano a pouºijte ji spolu s prom¥nnou zpozdeni k rozpoznání
okamºiku, kdy p°i²la dodávka.

13.3 Simulace s prom¥nným £asovým krokem

Dochází-li ke zm¥nám stavu simulované soustavy v diskrétních hodnotách £asu a nejsou-li okamºiky
zm¥n rovnom¥rn¥ rozloºeny, pouºívá se p°i simulaci prom¥nný £asový krok. Nemá totiº smysl
zabývat se stavem systému v okamºicích, kdy se v systému nic ned¥je. To znamená, ºe hodnoty £asu,
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v nichº budeme systém sledovat, nelze stanovit p°edem, tyto hodnoty vyplynou ze simulovaného
d¥je aº v pr·b¥hu simulace.

Simulace s prom¥nným £asovým krokem se £asto pouºívá p°i °e²ení úloh z oblasti teorie front.
P°i simulaci s prom¥nným £asovým krokem obvykle vyuºíváme tzv. kalendá° událostí. Jsou

v n¥m vºdy zaznamenány v²echny události, o nichº se v daném modelovém £ase ví, kdy nastanou.
O kaºdé události je v kalendá°i uveden (plánovaný) £as, kdy k události dojde, a dále informace,
o kterou událost se jedná. Nap°íklad p°i simulaci systému hromadné obsluhy budeme pracovat se
dv¥ma typy událostí: ukon£ení obsluhy zákazníka a p°íchod nového zákazníka do systému.

Z kalendá°e vºdy vybíráme nejbliº²í událost, tj. událost s nejniº²í hodnotou plánovaného £asu.
Prom¥nnou, vyjad°ující modelový £as, nastavíme na tuto hodnotu a provedeme zm¥ny stavových
prom¥nných, které jsou bezprost°edn¥ zp·sobeny práv¥ zpracovávanou událostí. P°itom m·ºe (ale
nemusí) dojít k naplánování dal²ích událostí, které jsou d·sledkem práv¥ provedených zm¥n stavu.
Je-li vybraná událost takto zpracována, celý postup se opakuje: vybereme dal²í událost, zpracujeme
ji, vybereme dal²í, atd.

Simula£ní programy lze samoz°ejm¥ psát v jakémkoli universálním programovacím jazyce, me-
toda s prom¥nným krokem v²ak zpravidla vede k ne zcela jednoduchým a p°ehledným program·m.
Dodejme, ºe také existují jednak speciální jazyky pro psaní simula£ních program· (SIMULA 67),
jednak speciální programy, které pro ur£itou t°ídu model· dovedou vygenerovat simula£ní program
na základ¥ pom¥rn¥ jednoduchého popisu ve speciálním jazyce.

13.3.1 P°íklad � vícekanálový systém hromadné obsluhy. M¥jme vícekanálový systém
hromadné obsluhy M/M/n, kde n je po£et kanál· obsluhy. Intensita p°íchod· je 6 zákazník· za
hodinu, pr·m¥rná doba obsluhy je 7 minut.

Úkolem je zjistit pr·m¥rný po£et, kolikrát za hodinu bude systém prázdný.

�e²ení: Kalendá° událostí je v programu uloºen v polích Plan a Aktivni a to tak, ºe pro i>0

hodnota Aktivni[i] ur£uje, je-li i-tý kanál v £innosti a Plan[i] je £as plánovaného ukon£ení
obsluhy. Hodnota Plan[0] je £as plánovaného p°íchodu dal²ího zákazníka.

Poznamenejme, ºe to je velmi primitivní a ne moc efektivní zp·sob realizace kalendá°e událostí.
Navíc je tento zp·sob pouºitelný pouze v tomto speciálním p°ípad¥.

const

N = 3; { po£et kanál· obsluhy }

prich : real = 10; { pr·m¥rná doba mezi p°íchody }

obsl : real = 7; { pr·m¥rná doba obsluhy }

var

time : real; { modelový £as }

Plan : array [0..N] of real; { plánovaný £as v~kanále i }

Aktivni : array [1..N] of boolean; { je-li kanál i aktivní }

vSystemu: integer; { po£et zákazník· v~systému }

prazdny : integer; { kolikrát byl systém prázdný }

i, kanal: integer;

function negexp (prumer:real) : real; { generátor náhodných £ísel }

begin { s~exponenciálním rozloºením }

negexp:=-ln(random)*prumer;

end;

begin

time:=0.0; { inicializace }

vSystemu:=0; { na za£átku je systém prázdný }

for i:=1 to N do Aktivni[i]:=false;

Plan[0]:=0.0; { £as m¥°íme od p°íchodu prvého zákazníka }

prazdny:=0;
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repeat { hlavní cyklus }

time:=Plan[0]; { z~kalendá°e událostí }

kanal:=0; { vybereme nejbliº²í událost }

for i:=1 to N do

if Aktivni[i] and (time > Plan[i]) then begin

time:=Plan[i];

Kanal:=i;

end;

if kanal=0 then begin { typ události = p°íchod zákazníka }

Plan[0] := time + negexp(prich); { plán p°íchodu zákazníka }

if vSystemu < N then begin { je-li volný kanál obsluhy, }

for i:=1 to N do { najdeme, }

if not Aktivni[i] then kanal:=i;{ který to je }

Plan[kanal]:=time+negexp(obsl); { a naplánujeme jeho ukon£ení}

end;

vSystemu:=vSystemu+1; { v~systému je o~zákazníka víc }

end

else begin { kanal > 0 } { typ události = konec obsluhy v~kanále }

Aktivni[kanal]:=false; { kanál uº není aktivní }

vSystemu:=vSystemu-1; { v~systému je o~zákazníka mén¥ }

if vSystemu >= N then begin { je-li n¥kdo ve front¥, }

Aktivni[kanal]:=true; { zahájíme jeho obsluhu }

Plan[kanal]:=time+negexp(obsl); { a naplánujeme ukon£ení }

end;

if vSystemu=0 then prazdny:=prazdny+1; { po£ítání prázdného systému }

end;

until time >= 10000; { test konce simulace }

writeln ('Systém byl prázdný ', prazdny, '-krát');

writeln ('tj. pr·m¥rn¥ za hodinu ', prazdny*60.0/time:10:3, '-krát')

end.

Tento simula£ní program vytiskne jako výsledek

Systém byl prázdný 495-krát

tj. pr·m¥rn¥ za hodinu 2.968-krát

13.3.2 Cvi£ení. Upravte simula£ní program z p°íkladu 13.3.1, str. 146 tak, aby vypo£ítal
pr·m¥rný po£et zákazník· v systému a pr·m¥rný po£et aktivních kanál· obsluhy.

13.3.3 Cvi£ení. P°edstavte si, ºe systém z p°íkladu 13.3.1, str. 146 obsahuje p°i svém spu²t¥ní
100 zákazník· ve front¥. Upravte simula£ní program tak, aby zjistil £as, kdy dojde k vyprázdn¥ní
systému.
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