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Kapitola 1

Uvod do opera¢niho vyzkumu

1.1 Proc¢ tak divny nazev

Za 2. svétové valky bézel ve Velké Britanii vyzkumny projekt nazvany “Research in Military
Operations”. Jeho cilem bylo zvysit efektivitu vojenskych operaci, snizit ztraty v naAmoini dopravé
nebo pfi bombardovani nepfatelského tzemi. Pii feSeni byly pouzivany prevazné matematické
metody. Resené problémy byly prevadény na matematické tlohy, které dany problém modelovaly.
Na zéakladé vysledku feSeni téchto matematickych dloh pak byly formulovany zavéry pro puvodni
problém.

Po valce se zjistilo, ze podobné metody lze pouzit i v civilni oblasti. Vznikly obor se zacal
vyufovat na univerzitach pod nazvem “Operations Research” popt. “Operational Analysis”. Odtud
¢eské “operacni vyzkum” nebo “operaéni analyza”.

1.2 Modely

1.2.1 K ¢éemu jsou modely. Pro opera¢ni vyzkum je charakteristické pouzivani tzv. modeli.
Pomoci modelu zobrazujeme podstatné vlastnosti modelovaného systému. Modelovat lze ¢ast
realného svéta, ale i néjaky jiny model.

Model, jako lidsky vytvor, nikdy nemuZe zobrazovat cely svét (nebot je sam jeho soucasti) a
nemtiZe zobrazovat viechny jeho vlastnosti. Z (moZna nekone¢né mnoha) vlastnosti reality si tedy
pri tvorbé modelu musime vybrat ty, které poklddame pro feSeni daného problému za duleZité a
se kterymi dovedeme pracovat.

Neexistuje univerzalni navod pro tvorbu dobrého modelu.

Model, ktery zachycuje pfili§ mnoho vlastnosti, je tézké sestavit a je zpravidla tézké s nim
pracovat. Model, ktery zachycuje pfili§ malo vlastnosti je zpravidla méné piesny, ale mize byt
snaze zvladnutelny.

Model lze rozli¢nymi metodami zkoumat, s modelem pak lze napiiklad experimentovat, lze
na ném vyhodnocovat razné veli¢iny, 1ze optimalizovat jeho parametry. Podstatné je, ze zkoumani
modelu lze délat mimo modelovany kus svéta, nebot prace s modelem je zpravidla levnéjsi a rychle;jsi
a lze délat i takové experimenty, které by v realném svété mohly mit katastrofické nasledky.

Dulezitou strankou modelovani je prenést vysledky prace s modelem zpét do redlného svéta.
Pritom jde jednak o preklad zavéru z fe¢i modelu do fe¢i puvodni problémové oblasti, jednak
o prosazeni a uskutecnéni téchto zavéra.

Existuje mnoho druhti modelt. Lisi se podle toho, které vlastnosti modelované ¢asti svéta
zobrazuji a podle toho, jak jsou realizovany.
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6 Kapitola 1. Uvod do opera¢niho vyzkumu

1.2.2 Fyzikalni modely jsou zpravidla zmenSené kopie modelovaného objektu. Prikladem
jsou papirové modely budov, které pouzivaji architekti nebo model (¢asti) letadla ofukovany
v aerodynamickém tunelu.

1.2.3 Matematické modely zobrazuji modelovanou ¢ast svéta pomoci matematickych vztahi.
Ulohy o modelovaném objektu se tak prevadéji na matematické alohy, které pak lze fesit matema-
tickymi metodami.

Matematické modely jsou obecné nesmirné rozmanité. Vyznaénymi typy matematickych modeli
jsou modely vyhodnocovaci a modely optimalizacni.

1.2.4 Vyhodnocovaci modely slouzi k vypoc¢tu nezndmych veli¢in z veli¢in znamych. Tyto

modely ¢asto maji podobu vzorci nebo rovnic. Casto jde o soustavy diferencidlnich rovnic, jejich

feSeni pak jsou funkce, které lze chapat jako pfedpovéd budouciho chovani modelovaného systému.
K fegeni nékterych vyhodnocovacich tloh lze pouZzit simulaci (viz 1.2.6).

1.2.5 Optimalizaéni modely slouzi k hledani nejlepsiho (tzv. optimélniho) feSeni. Modelo-
vany systém je zobrazen pomoci matematické optimalizaéni wlohy (viz. 1.4).

Poznamenejme, Ze k hledani co nejlepstho feSeni lze vyuzit i vyhodnocovaci model, a to tak, ze
experimentujeme se zménami parametril a pamatujeme si nejlepsi dosud nalezené feSeni. Jistotu,
7e nalezené TeSeni je skutetnym optimem takto ziskdte jen naprosto vyjimecné.

1.2.6 Simula¢ni modely jsou zvlastnim druhem vyhodnocovacich modeli, a to takové, kde
das modelovaného systému je zobrazen jako ¢as v modelu. Tedy ¢asové usporadani udalosti (co
predchazi a co nasleduje) je v modelu stejné jako ve skutecnosti. V simula¢nim modelu tedy mohou
probihat déje, které jsou obdobou déju skuteénych. Simulovat znamené napodobovat.

Se simula¢nimi modely lze experimentovat, pfi¢emz cilem experimenti byva nejen hledéni
nejvhodnéjsich parametrd modelu (optimalizace), ale nap¥. vycvik obsluhujictho personalu. Napf.
letecké nebo automobilové trenazery jsou vlastné simula¢nimi modely.

Podle realizace se simulac¢ni modely déli na fyzikalni a pocitacové.

Simula¢ni modely se dale déli na deterministické (nepfipoustéjici nadhodu) a stochastické
(pfipoustéjici ndhodu a s ndhodou pocitajici).

K simulaci ndhodnych déji se pouziva tzv. metoda Monte-Carlo, tj. simulacni experiment se
bud mnohokrat ndhodné opakuje, nebo se necha (nahodné) probihat dostatetné dlouho, a vysledky
se vyhodnoti statistickymi metodami.

Pozor, nezaménujte pojmy “simulace” a “metoda Monte-Carlo”. Metoda Monte-Carlo jako
takové spoc¢iva v provadéni ndhodnych experimentt (které viibec nemusi byt simula¢ni) a v jejich
statistickém vyhodnoceni. Zdaleka ne kazda simulace se déla metodou Monte-Carlo (napf. simulace
deterministickych dé&ji) a naopak metodu Monte-Carlo lze pouZit i pro jiné ucely neZ pro simulaci.

1.3 Klasické ¢asti opera¢niho vyzkumu

Nékteré ¢asti opera¢niho vyzkumu jsou charakterizovany pouzitymi matematickymi metodami,
jiné ¢asti nesou svilj nazev podle aplika¢ni oblasti.

Linearni programovani je prfedmétem kapitoly 2, str. 9. Jde o velmi Siroce pouzitelnou mate-
maatickou optimaliza¢ni metodu.

Teorie front se zabyva nesouladem mezi ¢asové nesourodymi pozadavky na poskytnuti néjaké
sluzby a omezenymi moznostmi tu sluzbu poskytovat, viz kapitola 12, str. 143.

Teorie zasob Tesi problém kdy a jak doplhovat zasoby tak, aby néaklady s tim spojené byly
miniméalni, viz kapitola 6, str. 81.
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1.4. Optimalizaéni ulohy 7

Teorie rozvrhovani se zabyva pridélovanim prace tak, aby vSechny prace byly (pokud moZno)
dokonéeny v¢as nebo aby se minimalizovalo zpozdéni (penéle).

Atd...

Nékteré pojmy a triky se uplatiuji ve vice aplika¢nich oblastech. Plati to zejména o linearnim
programovani (kapitola 2, str. 9) a teorii grafii (kapitola 8, str. 89).

1.4 Optimalizac¢ni tlohy

Ukolem je najit nejlepsi piipustné feseni. Je tieba vysvétlit, co to je Fesend, které Fesenti je pripustné
a co je minéno slovem nejlepsi.

1.4.1 MnozZina pripustnych fFeSeni. V optimalizac¢nich tlohdch hledame reSeni, které je
nejlepsi mezi v8emi tzv. pripustnymi FeSenimi. MnoZina vSech piipustnych feSeni vSak obvykle
neni dédna seznamem svych prvkia. Obvykle mame danu mnozinu, které fikime prostor feSent, a
seznam podminek, kterym fikime omezujici podminky. Mnozina pripustnych feSeni pak je tvofena
v8emi feSenimi (tj. v8emi prvky prostoru feseni), ktera spliiuji omezujici podminky.

Je-li omezujicich podminek nékolik, musi je p¥ipustné feseni spliiovat vSechny najednou.

Tutéz mnozinu piipustnych feSeni 1ze ¢asto definovat nékolika zptusoby.

Hledame-li napiiklad vlakové spojeni v jizdnim Fadu, mtzeme za prostor FeSeni pokladat
vSechna spojeni z vychozi do cilové stanice. Omezujici podminky pak mohou urcovat, jak velkd méa
byt ¢asova rezerva pii prestupovani. MiiZzeme vSak také za prostor feSeni prohlésit vSechna vlakova
spojeni odkudkoli kamkoli a formou omezujicich podminek pozadovat, aby jizda zac¢inala a koncila
ve spravné stanici.

Zpusob, jakym je definovana mnoZina piipustnych feSeni, mé velice podstatny vliv na zpusob
feSeni tlohy, protoze pfi feSeni, chtéj nechtéj, musime vychéazet z tvaru a zpisobu, jak je tloha
zadana.

1.4.2 Ucelova funkce. Které feseni je lepsi a které hordi uréuje v optimaliza¢nich tlohéach tzv.
ucelovd funkce, coZ je zobrazeni, které kazdému piipustnému feSeni pfifazuje ¢islo, kterému fikadme
hodnota icelové funkce.

Optimdlni FeSent je pak takové pripustné feSeni, které ma mezi vSemi pripustnymi feSenimi
nejmensi nebo naopak nejvétsi hodnotu ucelové funkce. Zde zalezi na charakteru tulohy — napf.
néklady obvykle minimalizujeme, zatimco zisk zpravidla chceme co nejvetsi, ale nemusi to tak byt
vzdy.

Mize se stat, ze tloha ma nékolik optimalnich feSeni. VSechna optimalni feSeni téze ulohy
ov8em musi mit stejnou hodnotu tucelové funkce.

1.4.3 Typ ulohy, instance tlohy a zadani tlohy. Slovem “dloha” byvaji ¢asto oznacovany
dvé dosti odlisné véci:

Typ tlohy urcuje zptsob, jak je zadana ucelova funkce, zda jde o minimalizaci nebo o maxima-
lizaci, a zpusob, jak je zadana mnozina pfipustnych reSeni. V tomto smyslu tedy mluvime napf.
o uloze linearniho programovani, ¢imz mame na mysli obecny typ (druh) tlohy.

Ulohy uréitého typu mohou mit spousty riznych instanci (konkrétnich p¥ipadii), které se lit
napft. v konkrétnich hodnotéch ¢iselnych parametri.

Instance tlohy je konkrétni pripad tlohy, ktery je zadan tak konkrétné, Ze ma smysl ji TeSit
(poditat) nebo se o to alespon pokouset. Zadani tlohy jsou vlastné data (mnohdy ¢iseln4), kterymi
se odlisuji jednotlivé instance tlohy.

Napftiklad pro ulohu (tj. typ alohy) najit v grafu nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy musi zadani
tlohy obsahovat popis konkrétniho grafu, ohodnoceni hran jejich délkami a pocatecni a koncovy
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8 Kapitola 1. Uvod do opera¢niho vyzkumu

vrchol hledané cesty. Teprve méame-li k danému typu tlohy tyto konkrétni idaje, ma smysl zacit
pocitat.

Naopak obecny algoritmus pro feSeni dloh daného typu (tj. pro FeSeni vSech instanci) lze
vymyslet na zakladé znalosti typu ulohy, tj. i bez konkrétniho zadani (bez dat).

1.4.4 Vicekriteridlni optimalizace se zabyva tulohami, v nichz méme nékolik ucelovych
funkci. Napiiklad hleddme cestu a chceme, aby byla co nejlevnéjsi a soucasné co nejrychlejsi. Na-
jit TeSeni, které by optimalizovalo v8echny tcelové funkce soucasné, obvykle neni mozné. Ostatné
pravé proto téch ucelovych funkei je nékolik a ne jedna univerzalni.

Metodami vicekriteridlni optimalizace se (v tomto skriptu) nebudeme zabyvat, to by bylo na
samostatnou prednasku, ale nastinime alespon nékteré zakladni moznosti:

e Nahradit vSechny ucelové funkce jejich vazenym priumérem. Tim se z nékolika ucelovych
funkci stane funkce jedina. Samoziejmé je problém korektné stanovit vahy jednotlivych
ucelovych funkei. (Pozor, G¢elovou manipulaci s vahami lze nékdy délat divy a korupce pak
kvete.)

e Hledat pripustné feSeni, které je nejblize ndjakému idealnimu (ale nepfipustnému) FeSeni.
Zde je problém jednak v definici idealniho feSeni, jednak ve zpiusobu méfeni vzdéalenosti od
tohoto TeSeni.

e Hledat takové pripustné feSeni, které pfi srovnani s kterymkoli jinym piipustnym feSenim je
v alespon jedné ucelové funkci lepsi nebo alespon stejné dobré. To ovSem zdaleka nemusi byt
jednoznag¢né.
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Kapitola 2

Linearni programovani

Linearni programovani (dale budeme ¢asto uzivat zkratku LP) je vyznacnou a klasickou soucasti
opera¢niho vyzkumu. Z matematického hlediska jde o typ optimalizac¢ni tlohy, o metody jejiho
feSeni a o teorii, na které jsou tyto metody zaloZzeny.

Slovo ,,programovani* v nazvy je z dnesniho pohledu ponékud matouci, protoze dnes se progra-
muji zejména pocitace, ale v dobé vzniku opera¢niho vyzkumu slovo ,programming vyjadiovalo
stanoveni pofadi, ¢asu a zptsobu planovanych udélosti, obvykle s cilem udélat to ,,co nejlépe‘.
V kontextu operac¢niho vyzkumu slovo ,,programovani“ chapejte jako ,optimalizaci®.

2.1 Formulace ulohy a aplikace.

2.1.1 Obecny tvar tlohy LP. Prostorem feSeni tulohy linearniho programovani (LP) je n-
rozmérny vektorovy prostor R™. ReSenimi tlohy tedy jsou n-rozmérné vektory, tj. usporadané
n-tice redlnych ¢isel (z1,...,2,).

Ucelova funkce tlohy LP je linearni funkci n proménnych, mé tedy tvar
L(z) =c1x1 + coxa + ... + ey

kde c1, ..., ¢, jsou konstanty, kterym fikime cenové koeficienty nebo také koeficienty ucelové
funkce. Uelova funkce se bud maximalizuje nebo minimalizuje, coZ zapisujeme jako

L(z) - max nebo maxL(z),
L(z) - min nebo min L(x) .

Omezujici podminky jsou v tloze linearniho programovani dvou typii:

Podminky pro jednotlivé proménné omezuji pro kazdou jednotlivou proménnou z;
mnozinu hodnot, kterych tato proménné smi nabyvat. V praxi nejbéznéjsi jsou pod-
minky nezapornosti, tj. podminky tvaru z; = 0. Dal§imi moznymi pfipady jsou pod-
minka nekladnosti, tedy z; < 0 a také “vibec zZadna podminka”, tj. “neomezeno”.

Strukturni podminky maji tvar linearnich nerovnosti nebo rovnic, maji tedy tvar

<
a171m1 =+ a17212 + ... CleIn = bl
<
a2,1T1 + G222 + ...02 Ty = by
<
Am,1%1 + A 2%2 + o AT S b,
kde na misté oznaceném = se miiZe vyskytnout symbol <, > nebo =

>
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10 Kapitola 2. Linearni programovani

2.1.2 Priklad — vyroba pri omezenych zdrojich. Jde o nejzndméjsi aplikaci ulohy LP.
Ukolem je maximalizovat zisk z vyroby n moznych vyrobki, piicemz vyrobni zdroje (materialy,
energie, prace) jsou omezeny.

Vyrobky, jejichz vyrobu uvazujeme, ozna¢me (pevné) pfirozenymi &isly 1,...,n. Predpokla-
déame, Ze jsou znamy ceny ci,...,cC,, za které lze tyto vyrobky prodat na trhu a ze tyto ceny
nezavisi na mnozstvi prodanych vyrobki.

P11 vyrobé spotfebovavame m zdroju. Typickym zdrojem je materiél, ale muZze to byt i energie,
lidska prace (méfend ve clovékohodinach) apod. Predpokladame, Ze spotieba zdroji je p¥imo
umérna velikosti vyroby, pficemz koeficienty této imérnosti jsou znamy. Ozna¢me a;; spotfebu
i-tého zdroje na vyrobu jednotkového mnozstvi j-tého vyrobku. Dale predpoklddame, Ze jsou znama
disponibilni mnozstvi b; jednotlivych zdroji, ktera 1ze pro vyrobu pouzit.

Tuto dlohu lze matematicky modelovat ilohou LP. Ozna¢me

x;  kolik se ma vyrobit j-tého vyrobku,

c;  cena, za kterou lze prodat jednotkové mnozstvi j-tého vyrobku,

b;  disponibilni mnozstvi i-tého vyrobniho zdroje (kolik ho mame k dispozici),
ai; spotieba i-tého zdroje na vyrobu jednotkového mnozstvi j-tého vyrobku.

Uloha LP pak ma tvar

c1x1 + cxo + ... +Ccpxy, — max
1171 +a12T2 + .. a1 pT, = by
2121 + 22T + ... A2nTyn S bo
Gm, 121 + Ay, 202 + ... Am,nTn g bm
T1yeeyZn = 0

Uvédomte si, ze jde o zjednoduSeny model realné situace. Formulujte, v ¢em tato zjednoduseni
spocivaji.

2.1.3 Maticovy zapis tlohy LP. Oznacime-li ¢ = (ci,...,c,)", lze tcelovou funkei vyjadiit
jako skalarni sou¢in L(x) = cTz.

Koeficienty strukturnich podminek lze pokladat za prvky matice

a1,1 ai,2 cee Q1n

a1 ag 2 c.. Q2n
A =

Gm,1 Am,2 ceo OQmn

a koeficienty pravych stran strukturnich podminek miiZzeme pokladat za sloupcovy vektor b =
= (b1,...,bn)T. Jsou-li vechny strukturni omezujici podminky stejného typu, tj. viechny typu “<”,
vSechny typu “2” nebo vSechny typu “=", lze strukturni podminky elegantné vyjadrit maticovym
zapisem

Az <) nebo Ax 2 b nebo Az =1b.

Podobné, jsou-li podminky pro jednotlivé proménné v8echny stejného typu, tj. vSechny typu
x; 2 0 nebo v8echny typu z; < 0, lze je vyjadiit vektorové jako

z20 nebo z<0.
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2.1. Formulace tlohy a aplikace. 11

Jako piiklad maticového zapisu dlohy uvedeme zapis tlohy planovani vyroby pii omezenych
zdrojich 2.1.2.

c'r — max
Arx < b
z =2 0.

2.1.4 Doporuceny postup tvorby modelu LP.
1. Rozhodnéte, co budou vyjadfovat proménné tlohy LP a v jakych to bude jednotkach.

2. Formulujte slovy, ¢eho chcete optimalizaci dosahnout a vyjadiete to pomoci ucelové funkce.

3. Formulujte slovné vSechny omezujici podminky a pfelozte toto slovni vyjadieni do Feci
nerovnosti a rovnic. Uréete jednotky, v nichz jsou vyjadfeny.

4. Specifikujte vyznamy konstant obsaZenych v zadani tlohy LP (koeficienty tcelové funkee,
koeficienty strukturnich podminek, koeficienty pravych stran). Uréete jednotky, v nichZ jsou
vyjadieny.

5. Zkontrolujte, zda obé strany kazdé strukturni omezujici podminky jsou vyjadieny ve stejnych
jednotkach. Samo o sobé to spravnost modelu nezarucuje, ale ¢asto tak lze odhalit nékteré
chyby.

6. Nad vysledkem se zamyslete, zda opravdu modeluje to, co modelovat ma.

2.1.5 Uloha o smési je dalsi klasickou aplikaci linearniho programovani. Ukolem je z danych
surovin pripravit co nejlevnéjsi smés s predepsanym slozenim, pfiCemz kazdé surovina je sama
smési. Predpokladame, Ze o kazdé suroviné zname jeji cenu i jeji pfesné slozeni.
Jako proménné v modelu LP zvolime mnozstvi jednotlivych surovin pouzitych ve vysledné

smési. Oznac¢me

x;  mnoZstvi j-té suroviny vloZené do smési,

c;  cena za jednotkové mnoZzstvi j-té suroviny,

b;  mnozstvi latky ¢ ve vysledné smési,

a;; mnozstvi latky ¢ v jednotkovém mnoZstvi j-té suroviny.

Uloha LP pak mé tvar
T

cx — min
Az = b
z =2 0.

2.1.6 Problém vyzivy je de facto speciadlnim pfipadem tlohy o smési. Hledame, kolik mame
snist kterého jidla, abychom snédli pfedepsana mnozstvi jednotlivych Zivin a pfitom abychom se
stravovali co nejlevnéji.

Viz téz zertovné aplikace v 2.10.3, str. 42

2.1.7 Dopravni aloha. Mame m dodavatelti, ktefi dodavaji stejny druh zbozi a n spotiebiteli,
ktefi toto zboZzi spotiebovavaji. Zname ceny za dopravu mezi viemi dodavateli a v8emo spotiebiteli.
Ukolem je zorganizovat dopravu co nejlevnéji. Ozna¢me

a; = kapacita i-tého dodavatele (kolik zboZi je schopen dodat),
b; = pozadavek j-tého spot¥ebitele (kolik zbozi chce spotfebovat),
c¢ij = cena za dopravu jednotkového mnozstvi zbozi od i-tého dodavatele
k j-tému spotiebiteli,
245 = mnozstvi zbozi dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spotiebiteli.
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12 Kapitola 2. Linearni programovani

Pak méa tuloha LP tvar

m n

E E CijTij — min

i=1j=1

n
E Tij =4
Jj=1
m

> vy = b
i=1

0 pro v8echna 1, j

1\

Tij

Vsimnéte si, Ze zde méme mn proménnych, které jsme pro pohodli indexovali dvéma indexy, lze
se tedy na né divat jako na matici. Pfesto lze proménné sefadit do posloupnosti (napf. po fadcich)
a celou ulohu pfepsat ve tvaru tulohy linearniho programovani.

Dopravni tlohou se budeme zabyvat v kapitole 3, str. 47.

2.2 Reseni dvourozmérnych aloh LP

Ulohy, které maji jen dvé proménné, lze snadno fesit graficky, tedy nakreslenim obrazku. Na
dvourozmérnych piikladech ukizeme, co se mize stat.

2.2.1 Grafické resSeni aloh LP.
e Nakreslete mnozinu p¥ipustnych feSeni (jde o prinik pfimek a polorovin).
e Je-li prunik prazdny, stop, tloha nema pf¥ipustné feSeni.
e Nakreslete smér optimalizace.

e Zvolte zkusmo néjakou hodnotu ucelové funkce H a nakreslete mnozinu boda, které maji
hodnotu ucelové funkce rovnou H. Je to piimka kolma na smér optimalizace a je urCena
rovnici L(z) = H.

e Najdéte rovnobézku s touto primkou a to takovou, kterd ma neprazdny prinik s mnozinou
pripustnych feSeni a je nejzazsi ve sméru optimalizace. Tento prinik je mnozinou optimalnich
feSeni.

2.2.2 Priklad — jedno optimalni reSeni. Resme tlohu

2x1 4+ 312 max
T — 229
—2x1 + T2
T+ T2

T

IV IV A TIA AL
(=R NS N I N

T2

Viz obréazek 2.1. Pro zacatek jsme zvolili hodnotu ucelové funkce H = 6, prislusna piimka je
nakreslena ¢arkované. Posunujeme ji rovnobézné ve sméru optimalizace (tj. zvétsujeme H), dokud
tato piimka mé neprazdny prinik s mnozinou piipustnych feSeni.

Bod (1,4), ktery je optimalnim feSenim, lezi v prise¢iku pfimek uréenych prvou a t¥eti omezujici
podminkou.
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2.2. Reseni dvourozmérnych dloh LP 13

Z2 721‘1 + X9 § 2

\<2x1 + 3z9 — max

1‘1—2$2§2

T

) >w1+fcz§5

Obrazek 2.1: Jedno optimalni FeSeni.

Omezujicim podminkam, které takto urcuji optimalni FeSeni, fikdme aktivni omezujici pod-
manky. Jejich “aktivita” spociva v tom, Ze jakakoli drobna zména aktivnich podminek ma za na-
sledek zménu optimalniho feSeni. V&imnéte si, ze u ostatnich podminek by jejich drobnd zména
neméla vliv na soufadnice optimalniho FeSeni. Dokonce i odstranénim neaktivni podminky by se
optimalni FeSeni nezménilo.

Ktera omezujici podminka je aktivni, to samoziejmé zalezi na sméru optimalizace, tedy na
koeficientech ucelové funkce. Zmeénou téchto koeficienti lze smér optimalizace libovolné meénit
(otacet). Kazdy smér miize byt smérem optimalizace.

Vsimnéte si, Ze kazdy krajni bod mnoziny pfipustnych feSeni mize byt optimalnim feSenim pii
vhodné zvolené ucelové funkei.

2.2.3 Priklad — vice optimalnich reSeni. Resme tlohu z prikladu 2.2.2, ale s pozménénou
tcelovou funkei (a tedy s jinym smérem optimalizace):

2x1 4+ 2x9 — max ,

Na obrazku 2.9 je mnozina optimalnich FeSeni nakreslena tlusté.

L2 —2x1 4+ 22 <2

\<2x1 + 229 — max

$1—2$2§2

T

>$1+$2§5

Obrézek 2.2: Vice optimalnich feseni (piiklad 2.2.3).

Jiti Demel: Operacni vyzkum 1. listopadu 2021, 23:19



14 Kapitola 2. Linearni programovani

2.2.4 Priklad — vice optimalnich feSeni II. Podobny piiklad, ale s ucelovou funkeci
—2x1 + T2 — max .

je na obrazku 2.3. Mnozinu optimalnich feSeni tvori jina tsecka.

T2 —2x1 + 19 <2

Y7/2:E1 + r9 — max

1‘1—21‘2§2

T

>$1+$2§5

Obrézek 2.3: Vice optimalnich feseni (piiklad 2.2.4).

2.2.5 Priklad — neomezena ucelova funkce. V tloze 2.2.2 vynechejme tfet! omezujici
podminku. Z obrazku 2.4 je ziejmé, Ze tloha sice ma mnoho pripustnych feSeni, ale zddné z nich
neni optimélni. Ke kazdému pfipustnému feSeni totiz existuje pripustné reSeni s lepsi hodnotou
ucelova funkce.

—2x1 + 29 <2
/\\<2x1 + 3x2 — max
xr1 — 2332 S 2
Z1

Obrazek 2.4: Neomezen4 tcelova funkce, tloha nema optimalni FeSeni.

Ve dvourozmérném prostoru to snadno vidime z obrazku. Ve vicerozmérnych prostorech takovy
pfipad mize nastat také, ale k jeho rozpoznéani budeme potiebovat vypocetni aparat.

V&imnéte si, Ze nutnym piedpokladem, aby acelova funkce mohla byt neomezena, je to, Ze i
mnoZina piipustnych fefeni je neomezena, tj. nevejde se do jakkoli veliké (ale kone¢né) krychle.
Ov8em pozor — naopak to neplati — i kdyZ je mnoZzina pfipustnych feSeni neomezend, tloha
presto miize mit optimalni feSeni. Napiiklad v nasi tloze zaménte maximalizaci za minimalizaci.
Optimalnim FeSenim pak bude bod (0,0) navzdory tomu, %e mnoZina pfipustnych feSeni je
neomezena.
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2.3. Geometricky pohled na linearni programovani 15

2.2.6 Priklad — neomezeni mnozina optimalnich reSeni. V pfedchozim piikladé zménime
ucelovou funkci na

—2T1 + T2 — max .

Mnozina ptipustnych feseni je stale neomezena, ale polopfimka, které je na obrazku 2.10 nakreslena
tlusté, je tvofena samymi optimalnimi FeSenimi.

T2
—2r1 + 29 <2
‘7/ —2x1 4+ 2 — max
xrq1 — 21‘2 S 2
z1

Obréazek 2.5: Neomezena mnozina optimélnich Feseni (priklad 2.2.6).

PoznAMKA: Kdybychom pfi stejné mnoziné piipustnych feSeni méli ucelovou funkci x; +
+ 29 — min, tloha by méla jediné optimélni feSeni a to v poc¢atku soutadnic.

2.2.7 Priklad — zaddné pripustné feSeni. Mnozina pfipustnych feSeni muze byt prazdna.
Jinymi slovy, miiZe se stat, Zze zddny bod prostoru feSeni nespliuje vSechny omezujici podminky,
nebo, jinak fec¢eno, kazdy bod prostoru porusuje alespon jednu omezujici podminku.

Priklad této situace ziskime, kdyz v tloze 2.2.2 obratime nerovnosti ve strukturnich podmin-
kach. Viz obrazek 2.6.

2x1 + 3x2 — max
211 + 12 22
T, — 219 2 2

1 +x2 55

L1, T2 2 0

Opét plati, ze ve dvourozmérném prostoru to snadno vidime z obrazku. Ve vicerozmérnych
prostorech to jiz zfejmé neni a opét: k rozpoznani tohoto pfipadu budeme potiebovat vypocetni
aparat a hlubsi porozuméni.

2.3 Geometricky pohled na linearni programovani

2.3.1 Bod. Uspofadanou n-tici (z1,...,z,) redlnych &isel mizeme pokladat za bod n-rozmér-
ného linearniho postoru R™. Zaroven mizeme tyto n-tice pokladat za n-¢lenné vektory, tj. n-tice
lze (po slozkach) scitat a lze je nasobit ¢islem, pri¢em?z vysledkem je zase néjaka n-tice ¢isel, tedy
vektor (a bod).
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16 Kapitola 2. Linearni programovani

x2 —2{E1 —+ X2 2 2

.%‘1—233222

I

>$1+$2§5

Obrézek 2.6: Zadné pifpustné FeSent.

2.3.2 Linearni kombinace. Mé&me k bodi aq,...,ar v n-rozmérném prostoru a k realnych
Gisel t1,...,t,. Pak bod
tia1 + toao + ... + trag

nazyvame linedrni kombinaci bodi aq,...,ax. Cisla t1, ...t nazyvame koeficienty linedrni kom-
binace.

2.3.3 Afinni a konvexni kombinace jsou speciani pfipady linedrnich kombinaci. Linearni
kombinaci t1ay + taas + ... + tgag bodl aq, ..., ar nazyvame:

. . PR k
afinni kombinaci, jestlize > ;¢; =1,

. . PRI k . S . . .
konvexni kombinaci, jestlize >, ; ¢, =1 a zaroven vSechna t; jsou nezaporna.

Méame-li dva razné body a,b, pak mnoZina vSech jejich konvexnich kombinaci je tsecka
s krajnimi body a, b a jejich afinni kombinaci je pfimka témito body prochazejici.

Mame-li t¥i rizné body a,b,c € R?, které nelez na piimce, pak mnoZina jejich konvexnich
kombinaci je trojihelnik s vrcholy a,b, c a jejich afinni kombinace je rovina, kterd témito body
prochazi.

Na konvexni kombinaci se mtuzeme také divat jako na souradnice tézisté soustavy k& hmotnych
bodt ay,...,ar o hmotnostech t¢1,... .

2.3.4 Konvexni mnozZina je takovad mnozina bodi, ktera s kazdymi dvéma svymi body obsa-
huje i celou tsecku, kterd tyto dva body spojuje.
Piiklady konvexnich mnozin jsou tsecka, trojuhelnik (véetné svého vnittku) nebo krychle (opé&t
véetné vnitiku). Také jednoprvkova mnozina tvorené jedinym bodem je konvexni mnozinou.
Ptikladem mnoziny, kterd neni konvexni, je mnozina bodi, které tvori hranici ¢tverce. Jinym
pifikladem je mnozina tvofend tseckou a bodem, ktery na té tsecce nelezi.

2.3.5 Nadrovina, poloprostor. MnozZina bodt = = (x1,...,%,), které vyhovuji rovnici
A1 Ty, ATy = b

(kde a; a b jsou dané konstanty), se nazyva nadrovina.
MnoZina bodt z = (z1, ..., x,), které vyhovuji nerovnici

A1T1, .., ApTy S b pOpF. A1T1, ..., ApTy 2 b
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2.3. Geometricky pohled na linearni programovani 17

(kde a; a b jsou dané konstanty), se nazyva poloprostor.
Kazdy poloprostor i nadrovina jsou konvexnimi mnoZinami. Samoziejmé i cely prostor R™ je
konvexni mnozinou.

2.3.6 Priunik konvexnich mnoZin je konvexni mnozina.

DUKAZ: Soustavu konvexnich mnozin, z nich délame prinik, ozna¢me S. Vezméme libovolné dva
body z priniku. Usecka mezi témito body lezi cela v kazdé mnoziné z S (nebot kazda tato mnoZina
je konvexni) a tudiz ta tsecka lezi i v priniku mnoZin z S.

DUSLEDEK: Mnozina v8ech pfipustnych FeSeni ulohy LP je konvexni mnozinou (nebot je prinikem
poloprostortt a nadrovin, coZ jsou konvexni mnoZiny). Podobn& i mmnoZina vSech optimélnich
FeSeni ulohy LP je konvexni mnozinou (nebot je prinikem konvexni mnoziny piipustnych FeSeni a
nadroviny, ktera je uréena rovnici L(z) = konstanta).

2.3.7 Uzaviend mnoZzina. Mnozina bodi M se nazyvi uzaviend, kdyz pro kazdou konver-
gentni posloupnost bodt z M limita této posloupnosti je také bodem mnoziny M.

Prakticky to znamen4, Ze mnoZzina M obsahuje svou hranici. Pfikladem (v jednorozmérném
prostoru) je uzavieny interval redlnach ¢isel (a, b).

Mnozina pfipustnych feSeni tlohy LP je vzdy uzaviena. VSechny omezujici podminky v LP
jsou zasadné neostré nerovnosti (tedy nerovnosti typu ,nebo rovno®), nebo jsou to rovnice (a tedy
vlastné dvé opané neostré nerovnosti) pravé proto, aby mnoZina p¥ipustnych FeSeni byla uzaviena.
Je to dulezitd podminka pro existenci optimalniho FeSeni.

2.3.8 Omezena mnozina. MnoZina bodi se nazyva omezenou, je-li podmnozinou né&jaké (ko-
ne¢né velké) krychle.

Ekvivalentné, mnozina M je omezend, existuje-li konstanta K > 0 takové, Ze vSechny soufadnice
vSech bodi mnoziny M jsou mensi nez K.

2.3.9 O exitenci optima. Z matematické analyzy je znamo, Ze kazda spojitd funkce na
omezené a uzaviené mnoziné ma minimum a maximum. Tedy, je-li mnozina piipustnych FeSeni
ilohy LP omezené, pak je zaruceno, Ze tato tloha méa optimalni feSeni.

2.3.10 Konvexni obal mnoziny bodi M je mnozina vSech bodi, které Ize ziskat jako konvexni
kombinace bodi mnoziny M.

Tedy napt. konvexnim obalem tfi rtznych bodi a, b, ¢, které nelezi na piimce, je trojuhelnik
s vrcholy a, b, c. Pokud tyto t¥i body lezi na p¥imce, je jejich konvexnim obalem tusecka.

2.3.11 Krajni bod konvexni mnoziny M je takovy bod z € M, ktery neni vnitinim bodem
zadné usecky, ktera lezi cela v M.

Krajnimi body ¢tverce (chapaného véetné jeho obvodu) jsou jeho vrcholy, ale jiné body na jeho
obvodu krajnimi body nejsou. Krajnimi body kruhu je vSak cely jeho obvod.

2.3.12 Konvexni obal mnoZiny krajnich boda. Kazda omezen4 a uzaviena konvexni mno-
zina je konvexnim obalem svych krajnich bodua.
Je-li tedy mnozina p¥ipustnych feSeni tlohy LP omezena, lze ji elegantné (a velmi srozumitelng)

popis pomoci rovnic a nerovnosti.

2.3.13 Tvrzeni. MA4-li aloha LP optimalni feSeni, pak ma (také) optimalni FeSeni v ndkterém
krajnim bodé mnoziny P vSech pfipustnych FeSeni. Jinak feceno, tloha linearniho programovani
miize mit i jind optimalni feSeni, ale nékteré z optiméalnich feSeni je vzdy v krajnim bodé.
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18 Kapitola 2. Linearni programovani

PLATI DOKONCE VICE: Je-li mnozina pfipustnych feSeni tilohy LP omezena a je-li S mnozina
v8ech krajnich bodt, které jsou optimalnimi feSenimi této tdlohy, pak mnoZina vSech optimélnich
feSeni této tlohy je konvexnim obalem mnoZiny S.

To méa velmi prakticky dtsledek: Pti hledani optimalnich FeSeni LP se stac¢i zajimat jen o krajni
body mnoziny pfipustnych feSeni a téch, jak uvidime dale, je kone¢né mnoho.

2.4 Kanonicky tvar tlohy LP

2.4.1 Kanonicky tvar tulohy LP mé& vyznam pro vypocet. Bé&Zna metoda vypoctu, tzv.
simplexova metoda, totiz funguje jen pro tlohy v kanonickém tvaru. Obecn4 tloha se fesi tak,
Ze se nejprve prevede na (v jistém smyslu ekvivalentni) tlohu v kanonickém tvaru a z jejiho feSeni
se pak odvodi feSeni piivodni obecné tlohy. Podrobnosti vysvétlime dale v 2.4.7.

Uloha linearniho programovani je v kanonickém tvaru, jestlize

ucelova funkce se maximalizuje,

na v8echny proménné se klade podminka nezapornosti a
v8echny strukturni podminky jsou typu rovnice, tj. ,,=“ a
vechny koeficienty b; pravych stran jsou nezaporné (b; = 0).

Tytéz podminky zapsany maticové jsou:

cTr — max
Az = b
z =2 0

Vsimnéte si, Zze podminka b; = 0 neni soucasti zadani tlohy linearniho programovani. Je to
podminka, které musi vyhovovat zadéani (koeficienty pravych stran), aby se instance ulohy mohla
nazyvat ilohou v kanonickém tvaru.

2.4.2 K ¢emu je kanonicky tvar. Pfevod na kanonicky tvar ma dvoji smysl:

e Se soustavami rovnic se dobfe poc¢ité, zejména lze provadét ekvivalentni fadkové tpravy, aniz
by to mélo vliv na mnozinu p¥ipustnych feSeni. S nerovnostmi se to tak jednoduse délat neda.

e Ulohu v kanonickém tvaru lze mnohem jednoduseji sdélit. K zadani tlohy v kanonickém tvaru
staci zadat cenovy vektor ¢, matici A a vektor pravych stran b a nic vic. VSe ostatni plyne
z obecnych vlastnosti tiloh v kanonickém tvaru.

Jakoukoli obecnou tlohu linedrniho programovani lze pievést na tlohu v kanonickém tvaru.

2.4.3 Prevod minimalizace na maximalizaci je snadny: sta¢i obratit znaménka u vSech
koeficienttu ucelové funkce.

2.4.4 Prevod podminek pro jednotlivé proménné se déla pomoci substituce.

Jestlize v puvodni tloze je podminka z; < 0, pak provedeme substituci z; = —x;. Podminka
z; < 0 tim pfejde na podminku nezapornosti ac; 2> 0. Po provedeni vypo¢tu oviem je nutno
vyslednou hodnotu ptivodni proménné x; ziskat z hodnoty .Z‘; zpétnou substituci.

Jestlize v ptivodni tloze neni hodnota proménné x; viibec nijak omezena, je pfevod paradoxné
r’; a 2] budeme pozadovat jejich nezapornost. Jinymi slovy, kazdy vyskyt proménné x; nahradime
rozdilem dvou nezapornych proménnych. Po provedeni vypoc¢tu pak hodnotu ptivodni proménné
x; ziskdme zpé&tnou substituci, tj. jako rozdil onéch dvou proménnych.
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2.4. Kanonicky tvar dlohy LP 19

2.4.5 Pfrevod nerovnosti < na rovnice se déla pfidanim novych, tzv. dopliikovijch promeén-
ngch. Nerovnost typu < pievedeme na rovnici tak, Ze (nezdpornou) hodnotu, o kterou je leva
strana mensi, nez prava, k levé strané pridame jako hodnotu doplitkové proménné, pfi¢emz na tuto
novou proménnou klademe pozadavek nezapornosti. Doplitkova proménnd ma hodnotu rozdilu mezi
puvodni levou a pravou stranou, je tedy rovna rezervé, s jakou je pivodni nerovnost splnéna.

Za kazdou nerovnost, kterou takto pfevidime na rovnici, pfidavame samostatnou dopliikovou
proménnou, ¢imz zvétSujeme dimenzi prostoru fFedeni.

Celkovy pocet nerovnosti v uloze se zavedenim doplitkovych proménnych nezméni. Podstatné
ovSem je, Ze nerovnosti ve strukturnich omezujicich podminkach, se kterymi se §patné pracuje, jsou
nahrazeny omezenimi nezapornosti kladenymi na dopliikové proménné.

2.4.6 Pfevod nerovnosti = na rovnice se déla podobné, tedy také zavedenim doplitkovych
proménnych, ale v tomto pripadé dopliikové proménné od levych stran nerovnosti odecitame. Také
na tyto dopliikové proménné klademe pozadavek nezapornosti.

2.4.7 Vztah tlohy v obecném a kanonickém tvaru. Maé-li jedna z dloh pfipustné feSenti,
maé je i druhé a Ize ho i snadno ziskat.

Pokud puvodni tloha méla pripustné feseni xq,...,x,, pak tloha v kanonickém tvaru, ktera
je vysledkem prevodu, ma rovnéz piipustné feSeni a to takové, ze puvodni proménné své hodnoty
zachovaji a doplitkové proménné jsou rovny rozdilim mezi levou a pravou stranou, tedy vlastné
velikosti rezervy ve splnéni nerovnosti.

Také naopak, pokud tloha v kanonickém tvaru mé pfipustné feSeni, pak vynechanim doplitko-
vych proménnych dostaneme piipustné feseni ptivodni tlohy.

2.4.8 Priklad. Pievedeme na kanonicky tvar tlohu

2x1 +3x2 — min
1 — 239 <02
—2z1+z9 S 2
r1+x9 = 5
1,29 =2 0

Kvili tfem strukturnim podminkdm musime zavést t¥i dopliitkové proménné x3, x4, 5.

—2x1 —3x9 —  max
1 —2x2 +x3 = 2
—2x1 +T9 +x4 = 2
xy +x —r5 = 5
Llye-ey Ty z 0

Vezméme libovolné p¥ipustné feSeni pivodni tlohy, nap¥. FeSeni (3,4). Toto FeSeni spliiuje
strukturni podminky s rezervami po fadé 7, 4 a 2. Bod (3,4,7,4,2) je FeSenim odpovidajici ulohy
v kanonickém tvaru, pficemz rezervy 7, 4, 2 jsou hodnotami dopliitkovych proménnych z3, ..., x5.

Naopak, vezmeme-li libovolné feseni kanonického tvaru tlohy, napt. (4,1,0,9,0), pak prvé dvé
soufadnice (4,1) jsou pifpustnym FeSenim pivodni tlohy a hodnoty doplitkovych proménnych
sdéluji, s jakymi rezervami jsou splnény jednotlivé strukturni omezujici podminky. Nulova rezerva
znamend, Ze omezujici podminka je splnéna ,na doraz“ a piislusny bod lezi na pfimce (obecné
nadroving), uréené tou omezujici podminkou.
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2.5 Bazicka pripustna reseni

V tomto oddile se budeme zabyvat pripustnymi feSenimi ilohy v kanonickém tvaru, tj. nezdpornymi
feSenimi soustavy linearnich rovnic Ax = b a ukdZeme, jak to souvisi s mnoZzinou krajnich bodu
mnoziny pfipustnych FeSeni.

Budeme predpokladat, ze fadky matice A jsou linearné nezavislé, tj. Ze hodnost matice A je
rovna poctu fadka m. Pozdéji uvidime, Ze tento predpoklad byva v tlohéch LP trivialné splnén.

2.5.1 Sloupcovy prostor je vektorovy prostor generovany vSemi sloupci matice A.

Resfme-li soustavu rovnic Az = b, pak vlastné hledame linearni kombinaci sloupci matice A,
jejimz vysledkem je vektor pravych stran. Koeficienty této linearni kombinace (pokud existuje)
jsou rovny souradnicim feSeni x1,...,z, soustavy rovnic.

Uloha Az = b mé piipustné Fedeni pravé tehdy, kdyz vektor b je prvkem sloupcového prostoru,
tj. kdyZ jej lze vygenerovat ze sloupci matice A jako linearni kombinaci.

2.5.2 Bazické reSeni soustavy rovnic Az = b je jakékoli feSeni z, které dostaneme takto:

e zvolime mnozinu sloupct matice A, oznaéme je a;, proi = 1,...,m, a to tak, aby tyto sloupce
tvorily bézi sloupcového prostoru generovaného vSemi sloupci matice A. Témto sloupcim
budeme fikat bdzické sloupce.

e Ze sloupcti at, sestavime Gtvercovou matici A’ a FeSenim soustavy rovnic A’z = b dostaneme
hodnoty proménnych z;, pro¢ = 1,..., m. Tyto proménné nazyviame bdzickymi proménngmi.

e Ostatni proménné z;, kde j & {t1,...,tx}, polozime rovny nule. Tyto proménné nazyvame
nebdzickymi promeénnimi.

Jsou-li vSechny souradnice bazického feSeni nezaporné, nazyvame toto feseni bazickym pripustnym
reSenim. V dalsim textu budeme obc¢as pouzivat zkratku BPR.

Dodejme, Ze matice A’ je regularni. Proto je bazické FeSeni jednoznaéné urcéeno vybérem
bézickych sloupct. To mimochodem znamené, ze bazckych feSeni je vzdy koneéné mnoho, nemize
jich byt vice nez ().

2.5.3 Jednotkovy vektor je vektor, jehoz vSechny soufadnice jsou nulové, pouze jedna sou-
fadnice m4 hodnotu 1. Jednotkovy vektor, ktery méa jednicku na i-tém misté, oznac¢ime e;.

2.5.4 Kanonickad baze je béaze sloupcového prostoru, kteréd je tvofena jednotkovymi vektory,
které jsou sloupci matice A.

Ze sloupcii, které tvoii kanonickou bézi, tedy lze slozit jednotkovou matici fddu m. Dodejme, Ze

sloupce, které tvoii kanonickou bazi, se nemusi vyskytovat v matici A ve stejném pofadi, ani tsné
za sebou jako v jednotkové matici. Bazické sloupce mohou byt v matici A na preskacku rozptyleny.
Pro snazsi orientaci zavedeme toto znaceni:
2.5.5 Indexy bazickych soufadnic. Mame-li v matici A kanonickou bézi, pak pro kazdy fadek
1 oznafme t; Cislo bazickho sloupce matice A, ktery je jednotkovym vektorem s jednickou na i-té
pozici. Jinymi slovy, t; = j pro takové j, Ze sloupec a; je v bazi a je jednotkovym vektorem e;.

Kanonick4 baze je tedy tvofena mnozinou sloupct {as, | i =1,...,m}.

2.5.6 Reseni reprezentované tabulkou. Soustavu rovnic Az = b lze bez ztraty informace
reprezentovat rozsifenou matici soustavy. Pokud matice soustavy A obsahuje kanonickou bazi
tvofenou sloupci ay, pro ¢ = 1,...,m, pak bazické reSeni ziskané z této baze nazyvame Tesenim

reprezentovangm tabulkou (pfiGemz tabulkou se zde mini rozsifena matice soustavy).
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Diky specialnimu tvaru kanonické béaze plati

Ty, = b pro bézické proménné t; ,
zj = 0 pro ostatni (tj. nebézické) proménné.

Pti vypocétu LP budeme pracovat pouze s feSenimi, ktera budou reprezentovana tabulkami,
pricemz dalsi tabulky budeme ziskévat ekvivalentnimi tipravami rozsifené matice soustavy.

2.5.7 Krajni body a bazicka pripustna reSeni. Lze dokazat, Ze bod je bazickym pripustnym
feSenim pravé tehdy, kdyz je krajnim bodem mnoziny piipustnych feSeni.
Disledek: soustifedime se na bézickd pripustna feSeni.

2.5.8 Jordanova eliminace. PopiSeme metodu, jak z jedné tabulky, ktera obsahuje kanonickou
bazi, ziskat dalsi tabulku, které je s ni ekvivalentni a rovnéz obsahuje kanonickou béazi.

e Zvolte nenulovy klicovy prvek a;; # 0. Jak jej volit uvedeme dale.

o Klicovy radek A; vydélte klicovym prvkem a;;. Tim na misté klicového prvku dostanete
jednicku.

e Ke kazdému neklicovému radku pri¢téte takovy nasobek kli¢ového rfadku, aby se hodnota
v kli¢ovém sloupci vynulovala.

Toto budeme nazyvat jednim krokem Jordanovy eliminace.

Provedenim Jordanovy eliminace se zméni kanonickd baze. Z kanonické béaze bude vyloucéen
sloupec s indexem ¢; (tento sloupec se eliminaci poskodi) a bude nahrazen jednotkovym vektorem,
ktery vznikne v kli¢ovém sloupci j.

Pozor — mé-li vysledna tabulka obsahovat kanonickou bézi, je tifeba Jordanovu eliminaci
délat presné vyse uvedenym zptisobem. Pouze klicovy Fadek smi byt nasoben (&islem raznym od
jednicky). K ostatnim fadkim smime pouze pii¢itat nasobky radku kli¢ového. Ovérte na prikladg,
ze jakykoli jiny postup kanonickou bazi poskodi.

2.5.9 Jak volit klicovy prvek v daném sloupci j. Pokud feSeni reprezentované tabulkou
bylo pFipustné (tj. v8echny pravé strany byly nezaporné) a volime-li klicovy prvek tak, Ze

1. klicovy prvek je kladny, tj. a;; > 0 a

2. podil b;/a;; je minimélni (nejblizsi k nule),
pak po provedeni Jordanovy eliminace bude feSeni reprezentované tabulkou opét pfipustné (tj.
v8echny pravé strany budou opét nezaporné).

Pokud kli¢ovy prvek ve sloupci zvolite jinak (tj. porusite-li nékteré z vyse uvedenych pravidel),

dostanete v pristi tabulce zapornou hodnotu na pravé strané a feSeni reprezentované tabulkou tedy
bude nepfipustné. Vyzkousejte na piikladé.

2.5.10 Sousedni feSeni. Dveé FeSeni, ktera jsou reprezentovana tabulkami, které l1ze ziskat jednu
z druhé provedenim jednoho kroku Jordanovy eliminace, nazyvame sousednimi feSenimi.

Pokud mnozinu pfipustnych FeSeni poklddame za mmnohostén v n-rozmérném prostoru, pak
sousedni feSeni jsou spojena hranou mnohosténu.

A% na degenerované piipady ma kazdé béazické pfipustné feSeni nejvyse n —m sousedii. Sousedi
je vzdy kone¢né mnoho.
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2.5.11 Jak ziskat vSechna bazicka pfripustna FeSeni. Predpokladejme, Ze mame tabulku,
ktera obsahuje kanonickou bazi a tedy reprezentuje néjaké bazické pripustné feSeni. Tuto tabulku
spolu s feSenim, které reprezentuje, a s mnoZinou indexii bézickych sloupcti, zafadme jako prvni
poloZzku seznamu.

Dale pro kazdou tabulku v seznamu provedme kontrolu, zda vSechny sousedni tabulky jsou také
obsaZeny v seznamu. Pokud ne, pak tuto tabulku vypoé¢teme (Jordanovou eliminaci) a zafadime
do seznamu. Takto postupujte, dokud ke kazdé tabulce nemame v seznamu vSechny sousedy.

Vzhledem k vété 2.3.13, str. 17 by bylo mozné timto zpiisobem najit optimalni feSeni, nebot
v8ech bazickych pfipustnych feseni je konetné mnoho (urc¢ité ne vice nez (fn)) Pro velkd n a m by
vSak tento postup byl velmi pracny, az nerealizovatelny. Nagtésti existuje zptisob, jak pfedem, jesté
pred provedenim kroku Jordanovy eliminace, poznat, zda se timto krokem ucelova funkce zlepsi
nebo zhorsi.

2.5.12 Pohyb k sousednimu FeSeni po hrané. M¢jme rozsifenou matici soustavy s tplnou
kanonickou béazi. V TeSeni reprezentovaném tabulkou chté&jme zménit (tj. zvétsit) nebézickou
souradnici x; o hodnotu A.

Pfi zméné je tfeba zachovat platnost vSech rovnic. Toho 1ze nejjednoduseji dosdhnout zménami
bazickych proménnych, protoze kazda z nich ma vliv pouze na jednu rovnici.

Vysledkem zmény je feSeni, které lezi na polopfimce, jejimz krajnim bodem je BPR reprezen-
tované tabulkou a smérovy vektor bude odvozen z [-tého sloupce matice A takto:

e 1; se zméni z nuly na A,
e kazda bazicka soufadnice z;, se zméni na hodnotu xy, — a;; - A,
e ostatni sourfadnice zistanou nulové.

Kviili pripustnosti soufadnice x; musi byt A = 0. Proto mluvime o polopfimce.

Pii rostoucim A mohou bazické soufadnice z;, rtst i klesat, zalezi to na hodnotach prvki a;
ve sloupci .

Pokud pii rostoucim A zadna béazicka soufadnice neklesa (tj. pokud ve sloupci a; neni zadny
kladny prvek), pak pro vSechna A 2 0 dostavame piipustné feseni. Celd polopiimka je tedy tvofena
pripustnymi feSenimi. Timto ponékud zvlastnim pripadem, zejména otézkou, co se na té polopifimce
dé&je s ucelovou funkci, se budeme zabyvat dale v 2.6.10, str. 26 a v ptikladech 2.6.11 a 2.6.14.

Pokud pii rostoucim A néktera bazickd soutradnice klesa, pak nejmensi nezdporna hodnota A,
pfi které se néktera bazicka souradnice xz, vynuluje, je rovna by /ay; pro nékteré k. P¥i této hodnoté
A mame v8echny soufadnice nezaporné, a poc¢et nenulovych proménnych op&t nepresahuje m.

Vysledné soutadnice jsou rovny bazickému pfipustnému feSeni, které bychom alternativné mohli
dostat Jordanovou eliminaci, kdybychom jako kli¢ovy prvek zvolili ay;. (Opé&t, ovéfte na pifkladé.)
Vsmnéte si, ze hodnota A = by /ay; je rovna minimalnimu podilu b;/a;; z 2.5.9.

K sousednimu bazickému pfiustnému feSeni (tj. k sousednimu vrcholu mnohosténu) se tedy
miizeme dostat dvéma zptlisoby: pohybem po hrané, nebo Jordanovou eliminaci.

2.5.13 Zména ucelové funkce pri pohybu k sousednimu feSeni po hrané. Sledujeme-li
zménu ucelové funkce pii pohybu po hrané k sousednimu feSeni, pak zména ucelové fce je pimo
amérna velikosti parametru A a zavisi na cenovych koeficientech ¢; a ¢;,,..., ¢, a to tak, ze

prirtustek ucelové funkce je roven
m
— ((thi -a“> —cl> AL
i=1

Miuzete si to ovérit tim, Ze seCtete zmény jednotlivych soufadnic vynasobené jejich cenovymi
koeficienty. Zkuste si to alespoil na prikladeé.
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2.6. Zakladni simplexova metoda 23

Vyraz ve vnéjsi zavorce je velmi dulezity a vzilo se pro néj oznaceni (z; — ¢;). Budeme jej
nazyvat relativni cenou. P¥iristek ucelové funkce tedy je roven

—(z—¢) A

Ponévadz vime, pii jakém A se dostaneme do sousedniho bazického piipustného feSeni, mtuzeme
tak snadno pfedpovédét prirtastek ucelové funkee i pro Jordanovu eliminaci a to jesté pred tim, nez
ji provedeme.

Zejména je dulezité, ze podle relativni ceny lze velmi snadno poznat, zda hrana (dsecka
nebo polopfimka) vede smérem k lepsim (tj. vétsim) hodnotam ucelové funkce. Toto zjisténi ma

vvvvvv

metoda.

2.6 Zakladni simplexova metoda

V tomto oddile vylozime pouze zakladni simplexovou metodu. Omezime se na piipad, kdy rozsifena
matice soustavy linedrnich rovnic Ax = b obsahuje tiplnou kanonickou bézi. P¥ipadem, kdy tento
predpoklad neni splnén, se budeme zabyvat v dalsim oddile 2.7

Simplexova metoda, velmi zhruba feceno, spo¢iva v opakovaném provadéni Jordanovy elimi-
nace, geometricky jde o pohyb po hranidch mnohosténu piipustnych feseni. P¥itom hranu, po které
ptijdeme dal tedy klicovy prvek pro Jordanovu eliminaci, vybirdme podle relativnich cen tak, aby
se ucelova finkce zvétsovala.

2.6.1 Predovéd zmény ucelové funkce pred Jordanovou eliminaci. Provedenim Jorda-
novy eliminace ziskdme tabulku, kterd reprezentuje sousedni bézické piipustné fesSeni (sousedni
bod mnohosténu) a do téhoZ bodu se dostaneme pii pohybu po hrané k sousednimu feSeni, jak je
popsano v 2.5.12. Navic, podle 2.5.13 jiz vime, Ze pfirtistek ucelové funkce je roven

kde (z; — ¢;) je tzv. relativni cena.

2.6.2 Relativni cena pro sloupec j je definovana vzorcem

(2 —¢) = (Z c '%‘) —Cj-
i=1
Je-li sloupec j v bazi, je vzdy (z; —¢;) = 0.

2.6.3 Prirtistek acéelové funkce v pristim kroku Jordanovy eliminace pfi volbé klicového
prvku a;; bude roven

DUKAZ:

POzNAMKA: 7 tohoto tvrzeni lze velmi jednoduSe odvodit fadu dilezitych tvrzeni. V tomto
smyslu jde o jakési “zlaté pravidlo linearniho programovani”.

2.6.4 Simplexova metoda. Pro vychozi tabulku vypoc¢téte relativni ceny. Dokud existuje
zaporna relativni cena opakujte nasledujici:

Vyber klic¢ovy sloupec [, aby z; — ¢; < 0.

Vyber klicovy fadek k podle pravidla 2.5.9 pro vybér kli¢ového prvku ve sloupci.
Jordanovou eliminaci spo¢ti novou tabulku.

Vypoéti nové relativni ceny.
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2.6.5 Simplexova tabulka. Rué¢ni vypocet se déla v tzv. simplexové tabulce tohoto tvaru:

cT max
cp | t; A b
(z—o)t L

Zaklad simplexové tabulky tvofi rozsifena matice soustavy rovnic ( A |b). Nad matici A je fadek
cenovych koeficientti ¢*. Tento fadek se (jako jediny) b&hem vypo&tu neméni, proto jej do dalgich
tabulek zpravidla neopisujeme.

Vlevo od matice A jsou dva sloupce. Blize k matici A je sloupec indexu ¢;, které ukazuji na
sloupce tvorici kanonickou bézi. Vlevo od néj je vektor bazickych cenovych koeficienti cp. Jeho
i-t& slozka je cenovy koeficient c,.

Pod matici A je fadek relativnich cen (z — ¢). Vpravo od néj, pod sloupcem pravych stran, je
hodnota téelové funkce fefeni, které je reprezentovino touto tabulkou. Je to skalarni souéin cgb.

2.6.6 Priklad vypoctu simplexovou metodou. Resme priklad 2.2.2, str. 12. Pfevod na
kanonicky tvar viz 2.4.8

2 3 0 0 0 | max

01 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. -2 1 0 1 0 2
01 5. 1 1 0 0 1 5
—2 -3 0 0 0 0

03| -3 0 1 2 0 6
3| 2. -2 1 0 1 0 2
01 5. 3 0 0 -1 1 3
-8 0 0 3 0 6

013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 e v 4
2|1 1 0 0 —% 1 1
0 0 0 2% 14

Prvy radek, ktery obsahuje cenovy vektor, se béhem vypoétu neméni, proto se v tabulce
neopisuje.

Posledni (t¥eti) simplexova tabulka reprezentuje fefeni (1,4,9,0,0)T. Diky nezapornym rela-
tivhim cendm v této tabulce je toto feSeni optimalni

2.6.7 Jak volit klicovy sloupec. Ptedevsim je t¥eba zdiiraznit, ze jako kli¢ovy sloupec miizete
volit libovolny nebazicky sloupec. Jen musite byt pFipraveni na to, Ze nevhodnou volbou muzete
ucelovou funkci zhorsit. Obvykle v8ak chceme tucelovou funkci zlepSovat, k tomu je nutné volit
kli¢ovy sloupec se zapornou relativni cenou. Casto viak méame nékolik moznosti.

Zakladni pravidla pro volbu kli¢ového sloupce jsou:

1. volit sloupec s nejvice zapornou relativni cenou,
2. volit sloupec tak, aby byl prirtstek ucelové funkce nejvétsi,
3. volit zleva prvy sloupec se zdpornou relativni cenou.

Vybér podle pravidla 3 je nejméné pracny, ale prirtstky ucelové funkce jsou v praméru horsi
nez u ostatnich pravidel. Toto pravidlo mé vyznam zejména jako ochrana pred zacyklenim vypoctu
v piipadé tzv. degenerace, viz déale v 2.6.8.
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Pravidlo 2 naopak poskytuje v primeéru nejlepsi (tj. nejvétsi) prirastky ucelové funkce a tedy
vypolet s nejmensim primérnym poctem iteraci. BohuZel ndmaha (objem vypoéti) nutna pro
vybér klicového prvku neni zanedbatelna a zpravidla prevazi. Navic, toto pravidlo nic nezarucuje,
uspora v poc¢tu iteraci je nevyrazna a existuji tlohy, kdy chamtiva snaha o co nejvétsi okamzity
zisk vede k situaci (tabulce), ze které cesta k optimu vede pies velky pocet simplexovych tabulek,
viz piiklad na obrézku 2.7

Jako dobry kompromis se tedy jevi pravidlo 1, tedy vybér sloupce s nejzapornéjsi relativni
cenou. Vybér minima z relativnich cen je pomérné snadny a prirtstky uc¢elové funkce jsou v praméru
lepsi nez u pravidla 3.

>

Obrazek 2.7: Priklad, %e chamtiva snaha o co nejvétsi okamzity piirtstek tcelové funkce mtize vést
k velmi dlouhému vypoétu (viz 2.6.7).

2.6.8 Degenerované reseni je takové bazické feSeni, v némz je nékterda bézicka souradnice
rovna nule. V simplexové tabulce je néktera prava strana nulové.

Proc¢ to vadi: I kdyz zvolime kli¢ovy sloupec se zapornou relativni cenou, pokud vyjde klicovy
prvek do fadku i s nulovou pravou stranou b;, bude prirtstek tcelové funkce nulovy. Pravdépodob-
nost, ze se to stane, je pomérné vysoka, nebot staci, aby bylo a;; > 0 a pravidlo 2.5.9 nemilosrdné
vybere v j-tém Fadku jako kli¢ovy prvek zrovna a;.

Moznost nulového piirastku ucelové funkce vzbuzuje obavu, zda vypocet simplexovou metodou
vitbec nékdy skonéi. Co kdyz se nulovy pfiristek bude opakovat v kazdém kroku simplexové
metody?

Ukazuje se, Ze tato moZnost nekone¢ného vypoctu je realné. Existuje (uméle vymysleny) piiklad
ulohy, kde simplexova metoda s volbou kli¢ového sloupce podle pravidla 2.6.7(1) opravdu nikdy
neskon¢i, neustéle se opakuje taz posloupnost nékolika simplexovych tabulek, vypocet se zacykli.

V literatufe se uvadi, ze v praktickych tlohéch zacykleni nebylo zaznamenano, idajné ,diky*
zaokrouhlovacim chybam, které vypocet z cyklu vyvedou. Je ovSem lepsi mit jistotu. Nastésti
existuje velmi jednoducha pomoc. Je dokézéno, ze pii volbé kliového sloupce podle pravidla
2.6.7(3) se vypocet nemtize zacyklit. Prakticka rada tedy je tato:

Za normalnich okolnosti volte kli¢ovy sloupec podle pravidla 1 (tedy nejzapornéjsi
relativni cenu), ale pokud se vyskytne nulovy pfirtistek ucelové funkce, pak, dokud je
FeSeni degenerované, pouzivejte pravidlo 3 (prvy sloupec se zapornou relativni cenou).

Dalsi komplikace s degenerovanym feSenim je ta, ze ne vzdy hned pozndme optimalni feSeni.
Degenerované feseni totiz je bazickym feSenim pro nékolik riiznych bazi. MiiZe se tedy stat, ze FeSeni
reprezentované tabulkou jiz je de facto optimalni, ale ne v8echny relativni ceny jsou nezaporné.
Ve vypoctu tedy je nutno pokracovat, pfi¢emz nésledujici simplexové tabulky reprezentuji ¢iselné
totéz reSeni, ale vyjadiené v jiné bazi. Viz piiklad 2.6.9.

PoznAMKA: Je-li volba kli¢ového prvku ve sloupci nejednoznaéna, tj. pokud se minimalni podil
b;/a;; nabyva pro dva nebo vice fadka ¢, neni to nic zavadného, klidné zvolte kterykoli z nich.
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V nésledujici simplexové tabulce pak vyjde na pravé strané aspon jedna nula a to v fadku, ktery
neni klicovy, ale tykal se jej onen minimalni podil. ReSeni reprezentované touto néasledujici tabulkou
bude tedy degenerované.

2.6.9 Priklad — degenerace.

4r1 + 19 + 423 + 324 — max

T, + X9 + 214 é 2

2561 + o + 4(E3 § 5

X1 +41‘2 —|—2I3+4SE4 § 2

T1y--.,%4 2 0
4 1 4 3 0 0 0 | max
0|5 1 1 0 2 1 0 0 2
01 6. 2 1 4 0 0 1 0 5
01 7. 1 4 2 4 0 0 1 2
—4 -1 —4 -3 0 0 0 0
411 1 1 0 2 1 0 0 2
0|6 0 -1 4 -4 -2 1 0 1
07 0 3 2 2 -1 0 1 0
0 3 —4 5 4 0 0 8
411 1 1 0 2 1 0 0 2
0|6 0 -7 0 -8 0 1 —2 1
43 0 1% 1 1 =% 0 Y% 0
0 9 0 9 2 0 2 8

V prvni tabulce volime prvy sloupec jako kli¢ovy, nebot je zde nejzapornéjsi relativni cena.
Volba kli¢ového prvku v tomto sloupci je nejednoznaéné. Tedy jesté pfed provedenim Jordanovy
eliminace vime, Ze piisti tabulka bude obsahovat degenerované reSeni. Resent reprezentované touto
(prvni) tabulkou oviem degenerované neni.

Resen{ reprezentované druhou tabulkou je degenerované (jak jsme jiz diive pfedpovédeéli).
Pozdgji se ukaze, ze toto FeSeni jiz de facto je optimélni, ale podle relativnich cen to tak nevypada.
Chceme-li optimalni feSeni, musime pokracovat volbou klicového prvku ve tfetim sloupci. Vsimnéte
si, Ze diky nule na pravé strané volime kli¢ovy prvek ass. Dusledkem je, Ze ucelova funkce nevzroste.

V dalsi (t¥eti) tabulce jiz vime, Ze mame optimalni FeSeni. Je to ovSem stejné feSeni jako
v pfedchozi tabulce, pouze je vyjadieno v jiné bazi.

2.6.10 Shora neomezena ucelova funkce. Jde o pfipad znazornény na obrazku 2.4, str. 14.
Uloha ma pifpustné feseni, dokonce jich ma mnoho, ale Zadné z nich neni optimalni, nebot ke
kazdému z nich existuje pFipustné feSeni s lepsi uc¢elovou funkci.

Tuto situaci lze pii vypoctu simplexovou metodou poznat pomérné snadno:

e nebazicky sloupec a; mé v8echny prvky nekladné, tj. a;; <0,
e piisludna relativni cena je zaporna, tj. (z; —¢;) < 0.

V takovém piipadé, vezmeme-li polopfimku zminénou v 2.5.12, str. 22, pak vSechny body této
polopfimky jsou pfipustnymi feSenimi, nebot pro rostouci A vSechny rovnice ztstévaji zachovany
a zaddné soufadnice neklesid. Hodnota ucelové funkce je pro kazdy bod této polopiimky rovna
L(z) — (z; — ¢j) - A. To znamena, Ze zvolime-li dostateéné velké A, miZeme na této polopiimce
dostat pripustné feseni s libovolné vysokou hodnotou ucelové funkce.

V takovém pripadé tedy optimum neexistuje. Je-li cilem tlohy nalezeni optima, nemé smysl
pocitat dal, a to ani kdyby to §lo, tj. i kdyby bylo mozno zvolit kliCovy prvek v néjakém dalsim
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sloupci se zapornou relativni cenou. Sice bychom nasli bézické piipustné feSeni s lepsi ucelovou
funkci, na faktu neomezenosti to ovSem nic zménit nemiiZze, pouze bychom se zbyteéné namahali.

PozNAMKA: Pokud pfi feSeni praktické ulohy zjistite, Ze ucelova funkce je shora neomezena,
zpravidla to znamena, Ze v zadani tlohy chybi néjaka docela podstatné omezujici podminka.

2.6.11 Piiklad — neomezena ucelova funkce. Resme tlohu 2.2.5, str. 14. Pro pohodli
¢tenate zde zopakujeme jeji zadani i obrazek 2.8:

2x1 + 3z, — max

1 — 239 <02

—2x1+ 1wy =2

1 =2 0

o =2 0
2 3 0 0 | max
01 3. 1 —2 1 0 2
0l4 ] -2 1 0o 1| 2
—2 -3 0 0 0
01 3. -3 0 1 2 6
3| 2. -2 1 0 1 2
-8 0 0 3 6

Druhé tabulka reprezentuje feseni (0,2,6,0)". Diky relativni cené (z; — ¢1) = —8 toto Fedeni

nelze pokladat za optiméalni, ale ve vypoétu simplexovou metodou pokracovat nelze, protoze
v prvém sloupci neni prvek, ktery by mohl byt pouzit jako kli¢ovy.

Relativni cena (21 — ¢1) = —8 naznacuje, Zze by bylo vhodné zvySovat prvou soufadnici.
Vyjdéme tedy z bodu (0,2, 6,0)T a pohybujme se po hrané podle 2.5.12. Viechny body polop¥imky
(0,2,6,0)T + A(1,2,3,0)T jsou pripustnymi fesenimi. Pro bod polopiimky dany parametrem A je
podle 2.6.1 hodnota tgelové funkce rovna —(z; —¢;) - A = —(—8)A = 8A. Utelova funkce miize
nabyvat libovolné vysokych hodnot, sta¢i zvolit vhodné A > 0.

Z4adné resent tedy neni optimalni, ke kazdému pfipustnému FeSeni existuje (na nasi polopiimce)
bod s lepsi hodnotou uéelové funkce.

—2r1 + 29 <2
/\\<2x1 + 3x9 — max
xr1 — 2%2 S 2
T

Obrézek 2.8: Neomezena tdelova funkce, tiloha nemé optimalni feseni.

Jako cviCeni ovérte, ze i kdybychom v prvé simplexové tabulce zvolili klicovy prvek v prvnim
sloupci, dostali bychom sice jiny bod a jinou polopfimku, ale zavér, ze ucelova funkce je shora
neomezend, by byl stejny. Najdéte obé polopifimky na obrazku 2.8.
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2.6.12 (Ne)jednoznaénost optimalniho FeSeni. Jsou-li relativni ceny vSech nebézickych
sloupct kladné, pak feSeni reprezentované touto simplexovou tabulkou je jedinym optimalnim
feSenim. Je totiz nejen optimalni, ale navic vSechny sméry k sousednim béazickym piipustnym
feSenim vedou ve sméru k ostfe horSim feSenim.

V ostatnich piipadech optimélniho Feseni, tj. kdyz

e feSeni reprezentované tabulkou je optimalni,
e existuje nebézicky sloupec s nulovou relativni cenou,

pak (aZ na vyjimku degenerovaného piipadu) existuje dalsi optimalni feSeni. Toto feSeni zpravidla
dostaneme jako sousedni bazické pripustné feSeni, které ma stejnou hodnotu ucelové funkce a je
tedy také optimalni.

Muze se také stat, ze v patficném sméru sousedni feSeni neexistuje, z bodu reprezentovaného
tabulkou vychézi poloptfimka zminéna v 2.5.12 a ponévadz (z; — ¢;) = 0, maji vSechny body
polopfimky stejnou u¢elovou funkci. A ponévadZ pocateéni bod polopfimky je optimalnim feSenim,
jsou optimalnimi feSenimi vSechny body polopiimky.

Pfipomeiime, Zze mnoZina optiméalnich FeSeni je vzdy konvexni. Mame-li tedy dvé riazna opti-
malni FeSeni, pak v8echny body tsecky, kterd tato dvé fesSeni spojuje, jsou optimalnimi feSenimi.

Chceme-li ziskat vSechna optimélni FeSeni, je t¥eba nejprve najit vSechny krajni body, které jsou
optimalnimi feSenimi (déla se to podobné jako hledani vsech BPR). Déle je tfeba najit vSechny
piipadné krajni sméry, které z téchto bodd vychazeji. Mnozina vSech optimélnich feSeni pak je
konvexnim obalem v8ech téchto bodii.

2.6.13 Priklad — vice optimalnich reSeni. Resme tlohu z piikladu 2.2.3, str. 13. Tato tloha
se od prikladu 2.6.6 lisi pouze v ucelové funkci. Pro pohodli ¢tenéaie zde zopakujeme celé zadéani i
obrazek 2.9:

21+ 2x2s — max
1 — 210 <02
21 +x2 =2
x1+z2 <5
ri,r3 2 0

Po pfevodu na kanonicky tvar dostaneme tyto simplexvé tabulky:

2 2 0 0 0 | max

0| 3. 1 =2 1 0 0 2
04 | =2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
-2 =2 0 0 0 0

03| -3 0 1 2 0 6
212 | =2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 3
—6 0 0 2 0 4

0|3 0 0 1 1 1 9
2 0 1 0 Yy e 4
211 1 0 0 —Y Yy 1
0 0 0 0 2 10

V&imnéte si, ze tyto simplexové tabulky obsahuji stejné rozsifené matice soustavy rovnic, jako
v pfikladu 2.6.6, str. 24. Lisi se pouze cenovy vektor, vektory béazickych cenovych koeficienta a
radky relativnich cen.
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Tteti simplexova tabulka reprezentuje optimélni Feseni (1,4,9,0,0)". Nulova relativni cena
(z4—c4) v nebazickém sloupci oviem signalizuje, Ze sousedni BPR bude mit stejnou hodnotu tcelové
funkce a bude tedy také optiméalni. Vskutku, zvolime-li kli¢ovy prvek ve 4. sloupci, dostaneme dalsi
simplexovou tabulku

2 2 0 0 0 | max
0| 4. 0 0 1 1 1 9
212 0 1 - 0 Y 1
211 1 0 b 0 % 4
0 0 0 0 2 10

ktera reprezentuje dalsi optimalni feSeni (4,1,0,9,0)T. Na obrazku 2.9 je mnoZina optimalnich
TeSen{ nakreslena tlusté.

L2 —2x1 4+ 12 <2

\<2x1 + 229 — max

1‘172172§2

T

> $1+I2S5

Obrézek 2.9: Vice optimalnich feSeni (pitklad 2.2.3).

2.6.14 Priklad — neomezeni mnoZina optimalnich FeSeni. Resme tlohu 2.2.6, str. 15.
Pro pohodli ¢tenafe opét zopakujeme jeji zadéni i obrazek 2.10:

—2r1 + 2 — max

{L'1—2{L‘2 § 2

721’14’1’2 § 2

€T 2 0

To Z 0
-2 1 0 0 | max
0| 3. 1 -2 1 0 2
0| 4. -2 1 0 1 2
2 -1 0 0 0
0 3. -3 0 1 2 6
1| 2. -2 1 0 1 2
0 0 0 1 2

Druha tabulka reprezentuje feseni (0,2,6,0)T. Viechny relativni ceny jsou nezaporné, toto
FeSeni je tedy optiméalni. Relativni cena (23 — ¢1) = 0 signalizuje, Ze by tloha mohla mit dalsi
optimaln{ feSeni. Tentokrat vSak v prvém sloupci nelze volit klicovy prvek. Co ted?
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Nulové relativni cena naznacuje, Ze p¥i pohybu po hrané podle 2.5.12 z bodu (0,2,6,0)T se
hodnota ucelové funkce nebude ménit. Vskutku, vezméme polopiimku tvofenou body (0,2,6,0) +
+A(1,2,3,0) pro A 2 0. Vsechny body této polopiimky jsou pfipustnymi fegenimi (podobné jako
v piikladu 2.6.11), ale navic zde vSechny body polopiimky maji stejnou hodnotu udelové funkce
jako jeji pocatek, vSechny body polopfimky jsou tedy také optimalnimi feSenimi.

T2

—2(E1 + X9 S 2
‘7/ —2x1 + 2 — max
r1 — 21’2 S 2
Z1

Obrézek 2.10: Neomezen4 mnoZina optimalnich feSeni (piiklad ?7).

2.7 Umélé proménné

2.7.1 Existence pripustného reSeni. Mame-li ilohu LP v kanonickém tvaru a jeji simplexova
tabulka obsahuje Gplnou kanonickou bazi, pak tato iloha mé pripustné feSeni. Konkrétné totiz napt.
feSeni reprezentované touto simplexovou tabulkou je bazickym pfipustnym feSenim.

Pokud tplnou kanonickou bazi v simplexové tabulce neméme, piipustné feseni dané tlohy miize
a nemusi existovat. A pravé o tom pojednava tato sekce.

2.7.2 Umélé proménné a M-dloha. Jestlize vychozi simplexova tabulka neobsahuje tiplnou
kanonickou bézi, ivahy uvedené v piedchozim oddile 2.6 neplati, nebot tyto tvahy zavisely na
predpokladu, Ze iplnou kanonickou bézi v tabulce mame. Lze si v8ak snadno pomoci:

Chybéjici bazické sloupce zcela formélné do simplexové tabulky pridame. Proménné odpovi-
dajici témto sloupcim nazyvame umélymi proménngmi. Aby vysledna tloha byla v kanonickém
tvaru, pozadujeme i pro umélé proménné jejich nezapornost.

Trik je zaloZen na této tvaze: Pokud se pfi vypoc¢tu podafi vSechny umélé proménné vynulovat,
bude je mozno ze simplexové tabulky odstranit, a to, co zbude, bude pfipustnym FeSenim ptivodni
ilohy. K vynulovani umélych proménnych pouzijeme jiz zndmou simplexovou metodu a vhodnou
,,cenovou politiku“.

Cenové koeficienty umélych proménnych proto volime rovny —M, kde M > 0. Zaporné
ceny volime proto, aby maximalizace uc¢elové funkce méla za néasledek zmenSeni hodnot umélych
proménnych, hodnoty umélych proménnych jsou zapornymi cenami ,tlaceny k nule*. Zaroven tyto
ceny potiebujeme ,velmi zaporné“ (a tedy hodnotu M > 0), aby vliv téchto cenovych koeficientd
—M zarucené prevazil nad cenami ptuvodnich, tj. ne-umélych proménnych.

Takto vzniklou rozsffenou tlohu LP nazyvame M-tulohou.

Umélé proménné byly do M-tlohy pfidany ze zcela formélnich divodt, realny vyznam od nich
nebyl pozadovan (jsou umélé), lze je v8ak chapat i tak, Ze vyjadiuji miru nesplnéni omezujicich
podminek. Pokud umélé proménné vynulujete, mate pfipustné feSeni.
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2.7.3 Konstanta M. Konstantu M je tieba volit tak, aby jeji vliv v cenovych koeficientech
prevazil nad vlivem jinych cenovych koeficienti. Hodnota M nemusi byt nekoneéna (s tou by se
Spatné podcitalo). Staci, aby M > m - (max|¢;|) - (max |z;|)/(min|z;]), kde max |z;|) a (min |z;|)
jsou maximalni a minimélni absolutni hodnota nenulové soufadnice nékterého BPR a (max |¢;|) je
maximum absolutnich hodnot vSech cenovych koeficienti ptvodni tlohy.

Samoziejmé lze zvolit 1 konstantu vétsi, pfedem se v8ak obtizné odhaduje jak velkou. Navic
vypocet s tak velkymi ¢isly by byl zatizen zna¢nymi zaokrouhlovacimi chybami.

Proto se konstanta M pouziva jen v teoretickych dvahach. Pti praktickém vypocétu konstantu
M pouzivime jen formélné: VSechny relativni ceny a vSechny vybrané cenové koeficienty cp
chapeme jako vyrazy tvaru p + ¢M, kde p,q jsou realné ¢&isla. Vyraz p + qM lze zaznamenat
jako usporadanou dvojici &isel (p, ¢). Tyto dvojice lze po slozkach seéitat, lze je po slozkach nasobit
¢islem. Potfebujeme-li tyto vyrazy porovnavat, fidime se nejprve podle koeficientti u M a teprve
kdyz ty nerozhodnou, porovnédme absolutni ¢leny vyrazu. Tedy

p+qM <p' +q¢M = (¢<q) nebo [(g=¢")a(p<p)]

Pokud chcete mit v simplexové tabulce jen oby¢ejna &isla a ne vyrazy typu p+qM, lze to vyTesit
tak, Ze radek relativnich cen nahradite dvéma radky, z nichZ jeden bude obsahovat koeficienty u M
a druhy bude obsahovat absolutni ¢leny. Dobra zprava je, ze Jordanovu eliminaci 1ze délat s obéma
témito fadkami samostatneé.

2.7.4 M-tuloha ma vidy pripustné feSeni, nebot je to tlloha v kanonickém tvaru a mé aplnou
kanonickou bézi. Tim nic nefikdme o existenci pifipustného feSeni ptivodni tlohy.

2.7.5 Neexistence pripustného FeSeni. Pokud optimalni feSeni M-tlohy ma alespon jednu
umélou proménnou nenulovou (tedy kladnou), tj. pokud ucelova funkce tohoto feSeni je p — gM
pro néjaké nenulové ¢ > 0, pak ptivodni tloha neméa zadné pfipustné feSeni.

DUKkAz: Kdyby totiz ngjaké piipustné FeSeni méla, pak by toto feSeni, doplnéné o nulové umeélé
proménné, bylo lepsim FeSenim M-ulohy, neZ nalezené optiméalni FeSeni, nebot hodnota ucelové
funkce by méla nulovou slozku ¢. To je ov8em spor, protoZe Zadné feSeni memuZze byt lepsi nez
optimalni. Ptvodni tloha tedy neméa zadné pfipustné feseni.

2.7.6 Existence piipustného reSeni. KdyZz néjaké pripustné feSeni M-tilohy méa vSechny
umeélé proménné nulové, pak vynechanim umélych proménnych dostaneme piipustné rfeseni ptivodni
ilohy.

2.7.7 Optimalni FeSeni M-dlohy. Je-li feSeni M-tlohy optimalni a méa vSechny umélé pro-
ménné rovny nule, pak vynechdnim umélych proménnych dostaneme FeSeni, které je nejen pripust-

nym, ale dokonce optimélnim feSenim puvodni tlohy.

2.7.8 Priklad — neexistence pfipustného feSeni. Resme tuto tlohu (viz obr. 2.11):

2rx1 4+ 32 — max
201 — 29 = 2
—x1+2x9 = 2
x1+x2 <3
r1,%9 = 0

Po pfevodu na kanonicky tvar dostaneme tlohu s touto simplexovou tabulkou:
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2 3 0 0 0 | max

2 -1 —1 0 0 2

. -1 2 0o -1 0 2

0| 5. 1 1 0 0 1 3

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bézi, proto ani nemé smysl poé¢itat relativni ceny z; — c;.
Po doplnéni dvou umélych proménnych dostaneme simplexovou tabulku:

2 3 0 0 0 -M —-M | max

—-M | 6. 2 -1 -1 0 0 1 0 2
-M | 7. -1 2 0 -1 0 0 1 2
01 5. 1 1 0 0 1 0 0 3
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-M -M M M 0 0 0| —4M

Rédek relativnich cen zj — ¢; je zde rozdélen na dvé ¢asti. V horni je slozka ,,bez M* a v dolni
poloviné radky je slozka ,;s nasobky M*“. Tedy napf. pro prvy sloupec je z; —¢; = —2 — M.

2 3 0 0 0 —M —M max

—M | 6. 2 -1 -1 0 0 1 0 2
~-M | 7. —1 2 0 —1 0 0 1 2
0] 5. 1 1 0 0 1 0 0 3
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-M -M M M 0 0 0| —4M

—M | 6. 1+1/2 0 -1 -1 0 1 T 3
32 —-1/2 1 0 - 0 0 Yo 1

0| 5. 1+1/2 0 0 Yy 1 0 — Y 2
—-3-1/2 0 0 1% 0 0 1% 3

~M —1/2M 0 M M 0 0 %M | -3M

M |6 0 0 -1 -1 -1 1 1 1
3 0 1 0 Y Y 0 s 1%
2|1 1 0 0 73 & 0 — 173

0 0 0 - 2% 0 Ll 7%

0 0 M M M 0 0| —M

M-iloha mé optimalni feSent (1%5,1%,0,0,0,1,0)T. V tomto FeSeni je nenulovd uméla pro-
ménna xrg = 1. Ze je nékterd uméla proménna nenulova, je na prvni pohled vidét z hodnoty téelové
funkce L = —M +7 %3, konkrétné z nenulové slozky — M. Pivodni tiloha tedy neméa Z4dné p¥ipustné
feSeni.

2.7.9 Priklad — optimalni FeSeni. Resme tlohu (viz obr. 2.12), ktera se od tulohy 2.7.8 jen
nepatrné lisi na pravé strané treti strukturni podminky:

2r1 +3x2 — max
201 —x0 = 2
—x1 + 29 = 2
r1+x90 S5
r1,T3 =2 0

Podobné jako v tloze 2.7.8 je tfeba pridat dvé umélé proménné.
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€2

2%‘1—1‘222

—r1 + 229 > 2

T

>x1+x2§3

Obrézek 2.11: Priklad k M-tloze — nemé piipustné FeSeni (viz 2.7.8).

2 3 0 0 0 —M —M max

~M [ 6 2 -1 —1 0 0 1 0 2
—M |7 —1 2 0 -1 0 0 1 2
0|5 1 1 0 0 1 0 0 5
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-M —-M M M 0 0 0| —4M

—M | 6. 1+1/2 0 —1 - 0 1 % 3
3|2 -1/2 1 0 - 0 0 Yy 1

0| 5. 1+1/2 0 0 Yo 1 0 — Y 4
—3-1/2 0 0 —1% 0 0 1% 3

~M —1/2M 0 M YoM 0 0 YoM | -3M

2 [ 1. 1 0 -% — 0 7 s 2
3|2 0 L = —7 0 73 e 2
0|5 0 0 1 1 1 -1 -1 1

0 0 2% 2% 0 2% 2% 10

0 0 0 0 0 M M 0

2|1 1 0 - 0 A /3 0] 2}
3|2 0 1 A 0 % -% 0| 2%
0|4 0 0 1 1 1 -1 -1 1

0 0 A 0 2% 1% 0] 12%

0 0 0 0 0 M M 0

Zde optimalni feSeni M-tlohy je (2Y5,2%,0,1,0,0,0)T. Ob& umélé proménné jsou zde nulové,
tedy vektor (2%5,2%,0,1,0)T je optimalnim (a pfipustnym) Fesenim tlohy v kanonickém tvaru a
vektor (2Y5,2%)T je optimalnim fesenim ptivodni tlohy.

PozZNAMKA: Vsimnéte si, ze jiz ve 3. simplexové tabulce bylo jasné, Ze ptvodni tloha ma
piipustné feSeni, nebot vSechny (ob&) umélé proménné byly nulové. Vsimnéte si také, ze kdyz
se umélé proménné dostaly ven z baze, jejich kladné a velmi vysoké relativni ceny brani tomu, aby
se do baze znovu dostaly.

2.7.10 Vylucovat umélé proménné? Pokud je uméla proménna vyloucena z baze, pak se diky
relativnim cendm nemuze znovu do baze vratit. Je tedy mozné cely sloupec této proménné odstranit
ze simplexové tabulky a dale pocitat bez néj. Jde-li nAm pouze o optimalni feSeni a nechceme délat
dalsi vypocty, mizeme si vynechavanim umeélych proménnych trochu usnadnit vypocet.
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T2

21‘1—1‘222

—I1 +2£L’2 Z 2

\<2x1 + 3x9 — max

T

>$1+$2§5

Obréazek 2.12: Piiklad k M-tloze — méa optimaln{ feSeni (viz 2.7.9).

jak vypada sloupec, ktery byl ¢lenem ptuvodni baze. Pak samoziejmé musime sloupce vech umélych
proménnych v simplexové tabulce ponechat a provadét vypocet i s nimi.

2.7.11 Dvoufazova simplexova metoda.

1. faze: Cilem prvé faze je transformovat pavodni dlohu tak, aby simplexova tabulka obsahovala
taplnou kanonickou bazi.

Do dlohy zavedeme umélé proménné a jejich ceny zvolime —1, ceny ostatnich proménnych
volime v 1. fazi nulové. Tuto pomocnou tlohu feSime béZznou simplexovou metodou a najdeme
jeji optimalni FeSeni (zarucené existuje).

Pokud optimélni feSeni prvé faze mé nenulovou umélou proménnou (a tedy i nenulovou
hodnotu ucelové funkce), pak ptivodni tloha nema Zadné pfipustné FeSeni (z podobnych
davodi jako v 2.7.5). Vypocet v tomto piipadé kondi.

2. faze: Pokud vypocet neskoncil v 1. fazi, odstranime v8echny umélé proménné (jsou totiz
nulové), vratime se k cenovym koeficientim z ptavodni dlohy a tulohu vyfesime b&Znou
simplexovou metodou.

Dvoufazova simplexova metoda méa proti M-uloze jednu vyhodu a dvé nevyhody.

Vyhodou dvoufazové metody je, Ze se v ni pouZiva zcela standardni simplexova metoda, kde
vS8echny cenové koeficienty i relativni ceny jsou obyc¢ejna realna ¢isla a ne vyrazy typu p 4+ qM.

Dvoufazova metoda je vSak jednodussi pouze zdanlivé, je totiz komplikovana néasledujici moz-
nosti: vysledkem prvé faze muze byt degenerované feSeni, ve kterém uméld proménné sice ma
nulovou hodnotu, ale je sou¢asti kanonické baze. Pokud k tomu dojde, nelze vSechny umélé pro-
ménné jednodusSe odstranit, protoze bychom tak prisli o kanonickou bézi. Zptsob, jak postupovat
v takové situaci sice existuje, ale neni zcela trivialni (zvolime zaporny klicovy prvek podle 2.9.7,
bod 2.).

Hlavni nevyhodou dvoufédzové metody je nizsi efektivnost. V prvé fazi se totiz hleda jakékoli
pripustné feSeni bez ohledu na téelovou funkci pavodni tlohy. PFitom pomocné tloha feSené v prvé
fazi typicky ma vicezna¢né optimum. Je tedy zcela nahodné, které feseni se stane vychodiskem pro
druhou fazi vypoctu. Kdybychom v prvé fazi v pfipadé nejednozna¢nosti mohli vzit v avahu i cenové
koeficienty pivodni aéelové funkce, mohla by druhé faze vypoctu zacinat z lepsiho vychoziho feseni
a mohla by tedy byt (v prtiméru) rychlejsi. Pravé na této myslence je zaloZzena M-uloha a proto
se v ni pouzivaji tak divné cenové koeficienty.
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2.7.12 Dvé faze feSeni M-alohy. Pri feSeni M-ulohy lze také rozliSovat dvé faze reSeni. Prva
faze trva, dokud mé alespon jedna uméla proménna nenulovou hodnotu. Pak nasleduje druhéa faze.
Ve druhé fazi jiz hodnoty umélych proménnych zistavaji nulové. (Tim nic nefikdme o tom, zda
umélé proménné jsou nebo nejsou v bazi. V pripadé degenerace v bazi ziistat mohou.)

2.8 Soucinovy tvar matice soustavy

2.8.1 Radkové upravy a nasobeni matic. M&jme libovolnou matici, ozna¢me ji tieba A.
Radkovymi tpravami matice A zde rozumime

e néasobeni fadku matice A ¢islem,
e pfi¢teni nasobku fadku matice A k jinému radku téze matice,
e zaménu dvou fadkt matice A.

Stejného efektu jako témito fadkovymi tpravami lze dosdhnout také tak, ze matici A vynasobime
zleva vhodnou ¢tvercovou matici B.

Kde matici B vezmeme? Vezméte jednotkovou matici E fadu m a provedte s ni zamyslenou
radkovou tpravu. Vysledna ¢tvercova matice (ozna¢me ji B) ma tu vlastnost, ze kdyZ touto matici
B vynéasobime zleva jakoukoli matici A o m Fadcich, vysledek bude stejny jako kdybychom tu
radkovou tpravu provedli pfimo s matici A. VyzkouSejte si to na nékolika pirikladech, opravdu to
funguje.

Pozor, je tfeba nasobit matici B zleva. Nasobeni zprava by délalo sloupcové tpravy a ty zde
ted nepotiebujeme.

Provadime-li sérii nékolika fadkovych tiprav, mizeme se na to divat tak, Ze jsme matici postupné
vynasobili zleva nékolika ¢tvercovymi maticemi. A ponévadZ nasobeni matic je asociativni (tj.
nezéalezi na uzdvorkovani), i série mnoha Fadkovych dprav je totéz jako vynasobeni vhodnou
¢tvercovou matici zleva.

2.8.2 Soucdinovy tvar matice soustavy. UvaZujme dvé simplexové tabulky: prvni (vychozi),
ze které byl zahajen vypocet a posledni, ktera je vysledkem dosavadniho (moZné i netplného)
vypoctu. Ozna¢me B ¢tvercovou matici tvofenou témi sloupci vychozi tabulky, které jsou v posledni
tabulce ¢leny kanonické béaze. Poradi sloupctt v matici B je duleZité a je odvozeno od poradi sloupct
v posledni kanonické bézi.

Rozsifenou matici soustavy rovnic v posledni tabulce jsme dostali posloupnosti fadkovych
uprav. Téhoz vysledku jsme mohli dosahnout také tim, Ze bychom vychozi matici soustavy

vynasobili zleva matici B™!, tj. inverzni matici k matici B.

2.8.3 Priklad. V tloze 2.7.9 je vychozi kanonickd baze tvofena sloupci 6, 7 a 5 v tomto pofadi.
Pozor, poradi je dilezité.

Vezméme posledni simplexovou tabulku a z nf tytéZ sloupce 6, 7 a 5 ve stejném potadi, v jakém
byly ve vychozi tabulce. Dostaneme matici

B0
Bl'=|(-% 0 %
-1 -1 1

Kdybychom tuto matici znali pFedem, mohli bychom posledni simplexovou tabulku (pfesnéji,
jeji podstatnou ¢ast, totiz rozsifenou matici soustavy rovnic) ziskat tak, Ze bychom matici soustavy
z vychozi tabulky vynasobili zleva touto matici B~!. Ovéite.

Mimochodem, toto plati nejen pro posledni tabulku, ale pro kazdou. Kazd4 méa ovSem ,,svou*
matici.
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2.8.4 Revidovana simplexova metoda se od bé&zné simplexové metody lisi tim, ze vychozi
rozsifenou matici soustavy ponechavi v pivodnim stavu. Namisto, aby se Jordanovou eliminaci
upravovala celd matice soustavy, upravuje se pouze mensi matice B~'. Relativni ceny Zj —cj se
poditaji podle vzorce z; — ¢; = B™'a; — ¢j kde a; je j-ty sloupec pivodni matice soustavy.

Pro¢ tak slozité? Vyhoda se projevi u tloh, jejichZ matice soustavy je hodné velka a ¥idka (ma
hodné malé procento nenulovych prvki). Ridké matice lze v paméti pocitace uklddat dspornéji a
lze s nimi efektivné pracovat, ale Jordanovou eliminaci by fidkost matice velmi rychle vzala za své.

Pocitacové programy pro feSeni rozsdhlych tloh LP jsou zpravidla zaloZeny na revidované
simplexové metodé (ale vyuzivaji jesté dalsi triky).

2.9 Zmény ve vypoctené tloze

Miize se stat, ze mate vypocteno optimalni feSeni a dodatecné dojde ke zméné zadani. Ukézeme,
7e neni tfeba opakovat cely vypocet. Pfedpokladem je, ze ke stévajicimu optiméalnimu feSeni je
k dispozici i odpovidajici simplexova tabulka.

2.9.1 Rozbor stability feSeni se zabyva otazkou, jak moc se miZe zménit zadani tlohy, aby
to nemélo vliv na optimalni FeSeni.

Ménit se mohou cenové koeficieny (coZ je v praxi velmi ¢asté), pravé strany (napf. disponibilni
mnoZstvi materialu), nebo strukturni koeficienty (napf¥. vlivem zmény technologie vyroby).

2.9.2 Jednorazova zména cen. Je tieba si uvédomit, Ze mnozina piipustnych feSeni se
nezménila. V simplexové tabulce se tedy zméni pouze horni fadek ¢' a tato zména ma vliv na
sloupec bazickych cenovych koeficientd cp a na fadek relativnich cen z; — ¢;. Zbytek tabulky, tj.
zejména rozsifend matice soustavy rovnic, zlistava beze zmény.

Staci tedy spocitat nové relativni ceny. Vyjdou-li vSechny nezaporné, pak feSeni reprezentované
tabulkou je optimalnim feSenim i po zméné cen. Vyjde-li néktera relativni cena zéporna, lze
jednoduse pokracovat ve vypo¢tu simplexovou metodou a najit nové optimalni feSeni nové tlohy.

2.9.3 Priklad. V prikladé 2.6.6 zménime ptivodni cenovy vektor (2,3) na (3,4). P¥ipomenme,
Ze simplexova tabulka s optimalnim feSenim byla

] 2 3 0 0 0 \ max ‘
013 0 0 1 1 1 9
3 0 1 0o Yoo 4
211 1 0 0 —% 1
0 0 0 2% 14

Zméni-li se cenovy vektor napf. na (3,4), zméni se tabulka takto:

] 3 4 0 0 0 \ max ‘
013 0 0 1 1 1 9
412 0 1 0 B % 4
31 1 0 0 —Y% I 1
0 0 0 ¥ 3% | 19

Relativni ceny se sice zménily, ale zistaly nezdporné. Reseni (1,4,9,0,0) tedy ziistalo optimalni.

Uvazujme nyni jinou zménu cen, feknéme na (4,3). V tomto pfipadé se simplexova tabulka
zméni na
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] 4 3 0 0 0 \ max \
013 0 0 1 1 1 9
3 0 1 0 B % 4
411 1 0 0 —Y% 1 1
0 0 0 —% 3% | 16

Tentokrat relativni ceny nepotvrzuji, Ze Feseni (1,4, 9,0, 0) je optimalni. Chceme-li optiméalni feSeni
zménéné tdlohy, je tfeba pokracovat ve vypoctu. Podstatné oviem je, Ze neni tfeba opakovat cely
predchazejici vypocet od zacatku, lze si uSetfit spoustu prace tim, Ze budeme pokracovat od
posledni simplexové tabulky, samoziejmé po provedeni vySe popsané zmény.

2.9.4 Zména cen linearné zavisla na parametru. Ceny se v praxi neustile méni. Uvazujme
zménu cen linedrnd zavislou na case t a to takovou, Ze ptavodni ceny (pro které mame vypocteno
optiméalni feSen{) odpovidaji ¢asu t = 0. Cenovy vektor ¢ + td tedy je linearni funkei casu.

Otazka je, v jakém rozsahu parametru ¢ ztstane stavajici feSeni optimalni. Vysledkem bude
interval hodnot parametru ¢.

Regenf je opét snadné, sta¢i v simplexové tabulce poéitat s cenami zavislymi na parametru ¢.
Z predchoziho vime, Ze zména se tyka pouze bazickych cenovych koeficientt a (hlavnég) relativnich
cen. Relativni ceny ovSem vyjdou zavislé na parametru ¢.

Aby feSeni reprezentované tabulkou bylo moZno pokladat za optiméalni, musi byt vSechny
relativn{ ceny nezaporné. Pro kazdou nebézickou relativni cenu tedy méme nerovnost (ktera fika, ze
tato relativni cena je nezaporna). Resenim takto vzniklé soustavy linearnich nerovnosti je interval
a nebo prazdné mnozina.

2.9.5 Priklad linearni zmény cen. V piikladé 2.6.6 uvazujme zménu puvodniho cenového
vektoru (2,3) na vektor (2 + 2¢,3 + t), kde ¢ je parametr. Simplexova tabulka se (podobné jako
v 2.9.3) zméni na

] 2+2t 3+t 0 0 0 \ max \
01 3. 0 0 1 1 1 9
3+t |2 0 1 0 s %3 4
242t | 1. 1 0 0 - s 1
0 0 0 Vs — st 2% + 1%t | 14 + 6t

Resent (1,4,9,0,0) reprezentované tabulkou bude optimalnim feSenim, budou-li relativni ceny
nezaporné, tedy bude-li platit

Ys — Yst
2% + 15t

[IAVAIAYS

tedy bude-li —2 <t < 1.

Pro t > 1 jiz stavajici feSeni neni optimélni, nebot relativni cena z4 — ¢4 je zédporna. Chceme-li
znét optimalni feSeni pro t > 1, zvolime kliGovy prvek ve 4. sloupci a provedeme dalsi krok
simplexové metody. Dostaneme tabulku

’2+2t 3+t 0 0 0\ max‘

0 4. 0 0 1 1 1 9
3+t | 2. 0 1 -1 0 s 1
242t | 1. 1 0 L 0 X 4
0 0 —Y+ Yt 0 2+ 1%t | 11+ 9¢
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Tato tabulka reprezentuje feSeni (4,1,0,9,0) a toto feSeni je optimalnim FeSenim pro vSechna ¢ = 1.
Vsimnéte si, ze pro t = 1 zde mame dvé simplexové tabulky, které reprezentuji dvé rtizna
optimalni fesent (1,4,9,0,0) a (4,1,0,9,0). MnoZina optimalnich feSenf je v tomto p¥ipadé tsecka
mezi témito dvéma body.
Podobné, chceme-li znat optimum pro ¢ < —2, zvolime klicovy prvek v 5. sloupci a po provedeni
jednoho kroku simplexové metody dostaneme tabulku

] 24+2t 3+t 0 0 0\ max\

0| 3. -3 0 1 2 0 6
3+t 2. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 3
—8 — 4t 0 0 3+t 0] 6+2t

ktera reprezentuje feseni (0,2,6,0,3). Toto FeSeni je optimalnim FeSenim pro hodnoty parametru
-3t -2,

Pro hodnoty parametru ¢t < —3 zvolime kli¢ovy prvek ve 4. sloupci a po provedeni eliminace
dostaneme simplexovou tabulku

242t 3+t 0 0 0 | max

0| 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
—2—-2t —-3-—t 0 0 0 0

Regenf (0,0,2,2,5) reprezentované touto tabulkou je optimalnim feSenim pro vSechna t < —3.
Zavislost optimalniho feSeni na hodnoté parametru t lze shrnout takto:

parametr optimaln{ FeSeni
t< -3 (0,0,2,2,5)
t=-3 asecka (0,0,2,2,5)(0,2,6,0,3)
—3<t <=2 (0,2,6,0,3)
t=-2 usecka (0,2,6,0,3)(1,4,9,0,0)
—-2<t<1 (1,4,9,0,0)
t=1 asecka (1,4,9,0,0)(4,1,0,9,0)
t>1 (4,1,0,9,0)

2.9.6 Zména pravych stran muZe v praxi znamenat napt. zménu disponibilniho mnozstvi
néjakého zdroje. Materidl mohla vzit velka voda, dodavatel mohl vypovédét smlouvu nebo naopak
uvazujeme o koupi dalsiho materidlu. Ve vSech téchto piipadech je tfeba zjistit vliv zmény
omezujicich podminek na optimalni feSeni a na jeho tucelovou funkci.

Na rozdil od ménicich se cen, které maji za nasledek skokové zmény optimalniho feSeni, ménici
se pravé strany maji za néasledek zmény spojité. Rovnéz zde neni tfeba opakovat cely vypocet. Je-li
k dispozici simplexova tabulka s optiméalnim feSenim, a vime-li jak na to, 1ze u¢inek zmény pravych
stran pomérné snadno vyhodnotit.

Je-li v tloze ptvodni vektor pravych stran b nahrazen vektorem &', pak v simplexové tabulce,
které reprezentuje optimalni FeSeni, se zméni pouze vektor pravych stran. Vyplyva to z poznatka
2.8.2 o sou¢inovém tvaru matice soustavy rovnic. Zatimco v piivodni tiloze to bylo B~1b, ve zménéné
tiloze to bude B~1b'.

Méme-li tedy simplexovou tabulku, ktera reprezentuje optimalni feSeni (tj. relativni ceny jsou
nezaporné), a zname-li polohu ptivodni kanonické béaze ve vychozi simplexové tabulce, snadno ze
simplexové tabulky optimalniho FeSeni zjistime matici B~! a vypoéteme zménénou pravou stranu
B~y

Pokud ve zménéné tabulce vyjdou vSechny pravé strany nezaporné, pak feSeni reprezentované
touto tabukou je optimélnim feSenim zménéné tulohy.

Jiti Demel: Operacni vyzkum 1. listopadu 2021, 23:19



2.9. Zmény ve vypoctené tloze 39

Vyjde-li nékterd prava strana zaporna, pak TeSen{ reprezentované tabulkou neni pripustné.
V takovém piipadé si Ize pomoci takzvanou dualné simplexovou metodou.

2.9.7 Dualné simplexova metoda se od norméalni simplexové metody lisi vychozimi pFedpo-
klady a jinou volbou kli¢ovho prvku. Pfedpokladame, Ze relativni ceny jsou nezaporné.

1. Zvolime klicovy fadek i, ve kterém b; < 0.

2. V i-tém radku zvolime klicovy prvek a;; < 0 takovy, Ze podil (z; — ¢;)/a;; je nejvétsi (ovsem
zaporny, tedy nejblize nule).

3. Pak provedeme Jordanovu eliminaci jako v bézné simplexové metodé.

Tyto kroky opakujeme, dokud nejsou vSechny pravé strany nezaporné.
Dualné simplexova metoda zachovava nezapornost relativnich cen a snazi se dosahnout neza-
pornosti pravych stran.

2.9.8 Priklad zmény pravych stran. V piikladé 2.6.6, str. 24 uvazujme zménu puvodniho
vektoru pravych stran (2,2, 5) na novy vektor (2, 3,4).

Pripomenime, Ze ve vychozi simplexové tabulce tvorily kanonickou bazi sloupce 3., 4. a 5.
(v tomto poradi) a simplexova tabulka s optimalnim FeSenim byla

| 2 3 0 0 0 | max |
013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 %o 4
2|1 1 0 0 - Y 1
0 0 0 Iy 2% 14
Nova prava strana v tabulce s optimalnim feSenim je
2 1 1 1 2 9
B3 ]|=10 % HB |- [3]=]3%
4 0 % ¥ 4 73
a nova simplexova tabulka vypadé takto:
| 2 3 0 0 0 | max |
013 0 0 1 1 1 9
312 0 1 0 B | 3%
2|1 1 0 0 -Fh Bl s
0 0 0 I 2% [ 11%

Optimalni fefeni se tedy zméni na (¥5,3%,9,0,0).

2.9.9 Zména pravych stran zavisla na parametru. Jsou-li pravé strany strukturnich pod-
minek linearné zavislé na parametry ¢, miZeme pomoci nasobeni matici B! zleva zménu promit-
nout do simplexové tabulky, kterd representuje optimalni feSeni. Vysledna prava strana, tj. vlastné
soufadnice optimélniho feSeni budou samoziejmé také linearné zaviset na parametru t.

Vysledné optimalni feSeni ovSem musi byt pfipustné, tj. vSechny hodnoty pravych stran musi
byt nezaporné. To vede na soustavu linearnich nerovnosti, jejimz feSenim bude interval, ve kterém
je dané bazické TeSeni pripustné a je tedy optimalnim feSenim tlohy s parametrem.

Poznamenejme, ze zavislost optimélniho feSeni na parametru zde neni skokova, ale spojita.
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2.9.10 Priklad linearni zmény pravych stran. V piikladé 2.6.6, str. 24 uvazujme zménu
ptivodniho vektoru pravych stran (2,2,5) na novy vektor (2,2 +¢,5).

Pripomenime, Ze ve vychozi simplexové tabulce tvofily kanonickou bazi sloupce 3., 4. a 5.
(v tomto poradi) a simplexova tabulka s optimalnim FeSenim byla

| 2 3 0 0 0 [ max |

0| 3. 0 0 1 1 1 9
312 0 10 B % 4
21 1 0 0 Y% Y 1
0 0 0 Iy 2% 14
Nova prava strana v tabulce s optimalnim feSenim je
2 1 1 1 2 9+t
Bt 24t =0 % Z|-| 2+t |=| 4+t
5 0 —Y% Y 5 1— Yat

Optimalni FeSeni zavislé na parametru ¢ tedy bude (1 — Y3t,4 + Y5t,9 +¢,0,0), toto vSak plati
pouze pro takové hodnoty parametru, pfi kterych jsou splnény nerovnosti

9+t 2 0
4+t = 0
1-%t > 0

tedy v rozsahu —9 < t < 3. Ucelova funkce také zavisi na parametru ¢ a to tak, ze je rovna
2 (1— Yt)+3- (44 Yst) = 14 + Yat.

Pokud parametr ¢ bude mimo vySe uvedeny interval (—9,3), bude mit optimalni feSeni jinou
bézi (pokud bude existovat).

2.9.11 Pridani nové omezujici podminky je kli¢ovou soucasti nékterych vypocetnich metod,
napf. metody vétvi a mezi 4.3, metody seénych nadrovin nebo metody generovani omezujicich
podminek 2.9.13. Samoziejmé lze zde popsany postup pouzit i v situaci, kdy jsme na né&jakou
podstatnou omezujici podminku zapomnéli.

Mame-li vypocteno optimalni feSeni a pridame-li k tloze omezujici podminku, jsou dvé moz-
nosti. Bud stavajici optimalni feSeni novou podminku spliiuje nebo nikoli. Pokud spliiuje, je vlastné
pridani takové podminky zbyteéné: tloha ma stejné optimalni feSeni, at uz podminku pfidame nebo
nikoli.

Dale se tedy zabyvejme pfipadem, kdy optimélni feSeni novou omezujici podminku nespliiuje
a budeme predpokladat, Ze zname nejen optimalni feSeni, ale i prislusnou simplexovou tabulku,
ktera toto feSeni reprezentuje.

Vypocet pii pfidani nové omezujici podminky spociva ve tfech krocich:

e pridani nového radku a sloupce do simplexové tabulky,
e Uprava tabulky s cilem ziskat opét kanonickou bézi a
e nalezeni pfipustného feSeni.

Nyn{ tyto t¥i kroky popiSeme podrobnéji:

1. Do simplexové tabulky pridame tadek a sloupec. Provedeni se lisi podle typu ptridavané
podminky:

Podminku typu < pfevedeme na rovnici zavedenim nové doplitkové proménné. V simple-
xové tabulce jednoduSe pfidame Fadek a sloupec. Sloupec nové dopliitkové proménné
bude ¢lenem béze.
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Podminku typu = pridame jako novy rfadek a pro tento radek pFidame sloupec nové umélé
proménné (s cenovym koeficientem —M). Sloupec umélé proménné bude ¢lenem baze.

Podminku typu 2 vynéasobime koeficientem —1, ¢imZ ji pfevedeme na podminku typu <,
tedy na prfipad popsany vySe. (Zaporna prava strana nam nevadi.)

2. Obnovime kanonickou bézi. Dosavadni bazické sloupce mohou v pridané fadce obsahovat
(a typicky obsahuji) nenulové koeficienty. Proto k nové fadce pficteme vhodné nasobky
ostatnich radku tak, aby byla kanonicka baze obnovena. Poznamenejme, ze dosavadni bazické
sloupce v bazi ztstavaji (proto je nutné jejich tvar obnovit) a k nim pfibyva nové pridany
sloupec (se kterym neni nutno nic délat).

3. Vypocteme relativni ceny.

4. Je-li ve vysledné tabulce zaporna nékterd prava strana (typicky je), pouZijeme dualné
simplexovou metodu 2.9.7, str. 39.

2.9.12 Priklad — pfidani omezujici podminky. K tdloze 2.2.2; str. 12 vyfesené v 2.6.6,
str. 24 pridame novou omezujici podminku x1 + 222 < 7.
Simplexova tabulka, reprezentujici optimélni feSeni je

2 3 0 0 0 | max
0| 3. 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 e e 4
2| 1. 1 0 0 —% 1 1
0 0 0 Y5 2% | 14

Ve shodé s 2.9.11 pridame fadek nové podminky a jednu dopliikovou proménnou. Dostaneme
tabulku

2 3 0 0 0 0 | max
0|3 0 0 1 1 1 0 9
312 0 1 0 s % 0 4
2|1 1 0 0 —% Ys 0 1
0|6 1 2 0 0 0 1 7

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bazi — jeji prvé dva sloupce jsou poskozeny novym radkem.
Abychom obnovili kanonickou bézi, od nového Fadku odecteme tieti radek a dvojnasobek druhého
rfadku. Tim dostaneme tabulku, které jiz obsahuje kanonickou bézi:

2 3 0 0 0 0 | max
0] 3. 0 0 1 1 1 0 9
31 2. 0 1 0 A 3 0 4
2 | 1. 1 0 0 —Y% Y 0 1
0| 6. 0 0 0 —¥% —1% 1| -2
0 0 0 I 2% 0 14

ReSeni reprezentované touto tabulkou neni p¥ipustné. Pokrac¢ujeme tedy duélné simplexovou
metodou 2.9.7, str. 39.

2 3 0 0 0 0 | max
013 0 0 1 0 -4 3 3
3|2 0 1 0 0o -1 1 2
211 1 0 0 0 2 -1 3
014 0 0 0 1 5 =3 6
0 0 0 0 1 1 12

a vysledna tabulka jiz obsahuje optiméalni feSeni zménéné ulohy (3,2, 3,6,0,0).
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2.9.13 Generovani omezujicich podminek. Je-li v§ech omezujicich podminek pf#ili§ mnoho,
miizeme postupovat takto:

Piedpokladame, Ze mezi omezujicimi podminkami tlohy je mnoZina podminek (ozna¢me ji Q)
takové, Ze podminek v mnoziné () je mnoho, ale pro jakékoli konkrétni feSeni je relativné snadné
zkontrolovat platnost vSech omezujicich podminek z mnoZiny Q.

1. Ulohu fesime bez omezujicich podminek z mnoziny Q.

2. Zkontrolujeme, zda nalezené optimalni feSeni = spliiuje vSechny podminky z mnoziny Q.
Pokud spliiuje, vypocet konéi, feSeni = je optimalnim FeSenim i tlohy se vSemi podminkami
z mnoziny .

3. 7Z mnoziny ) vybereme nékterou omezujici podminku, ktera neni stéavajicim optimalnim
FeSenim splnéna, a tuto podminku k dloze pridame.

4. Vypoc¢teme optimalni feSeni rozsifené ulohy a pokracujeme krokem 2.

Casto staci pridat jen nepatrny zlomek z celkového poé¢tu v8ech podminek z mnoziny (. To muze
predstavovat velikou dsporu ndmahy p¥i vypoctu. Samoziejmé pii tom velmi zélezi na zpusobu
vybéru nesplnéné omezujici podminky v kroku 3.

2.10 Dualita

2.10.1 Standardni tvar tilohy LP. Uloha linearniho programovani je ve standardnim tvaru,
jestlize

e tucelova funkce se maximalizuje,
e na v8echny proménné se klade podminka nezapornosti a
e vSechny strukturni podminky jsou typu “<7.

Jinymi slovy, tuloha méa tvar

¢z — max
Az <b
20

Kazdou tlohu LP lze pfevést na standardni tvar.

2.10.2 Symetrické dualni tlohy je dvojice tiloh LP tohoto tvaru:

P: cf'r — max D: by — min
Az < b Aty >c
20 y=0

o ~

Tedy s nadsazkou ,,obrat co muzes“. Ale pozor, vektory x a y typicky maji riizné pocty soufad-
nic. Slozky vektoru y odpovidaji (po¢tem i vyznamem) strukturnim podminkam alohy P a naopak
slozky vektoru x odpovidaji strukturnim podminkam tdlohy D.

Symetrii je tfeba chapat takto: K tloze A, kterd je ve standardnim tvaru, sestrojime duélni
tlohu B. Ulohu B pievedeme na standardni tvar, dostaneme tlohu C. K uloze C sestrojime dualni
tlohu D. KdyZ pak tlohu D pfevedeme na standardni tvar, dostaneme ptavodni tlohu A.

2.10.3 Priklad — problém vyzivy a vyrobce pilulek. Problém vyzivy spociva v urceni,
kolik kterého jidla mame snist, abychom se stravovali co nejlevnéji. Jiz bylo zminéno v 2.1.6, str. 11,
ze jde o specialni ptripad tlohy o smési. Pfedpoklddejme nésledujici oznaceni:
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z;  kolik jidla j mame snist za rok,

¢;  cena jednotkového mnozstvi jidla j,

b;  ro¢ni potieba Zziviny i,

a;; mnozstvi Ziviny 4 v jednotkovém mnozstvi jidla j.

Problém vyzivy pak méa tvar

¢Tx = min
Ar =2 b
z =2 0,

jde tedy o tlohu, ktera svou strukturou je shodnéa s tlohou D z 2.10.2, jen vektor proménnych y je
zde oznacen z.

Predstavme si nyni ponékud sci-fi situaci, kdy existuje vyrobce €istych zivin v podobé pilulek a
tento vyrobce chce pilulky prodavat a cenové konkurovat prirozené stravé. Predpokladejme dale, ze
spotfebitelé jsou jiz tak degenerovani, ze se fidi pouze cenou, nikoli tim, co jim chutné. Ptirozenou
snahou vyrobce pilulek je maximalizace trzeb za pilulky, ale nesmi to s cenami pilulek prehnat.
Aby pilulky byly konkurenceschopné, je nutné, aby zadné jidlo nebylo levnéjsi, nez jeho ,,pilulkovy
ekvivalent®. Vyrobce také nechce zadné pilulky dotovat, tj. platit lidem za to, Ze je ji. Spatné by
se mu to kontrolovalo.

Oznacime-li y; prodejni cenu jednotkového mnozstvi pilulek obsahujicich Zivinu i, 1ze problém
vyrobce pilulek formulovat jako

bTy — max
ATy < ¢
y 2 0,

coz je tvar tlohy P z 2.10.2, kde opét mame y namisto x.

Cile stravnikt a vyrobce pilulek jsou protichtidné. Stravnici se snazi utratit co nejméné, zatimco
vyrobce pilulek se snazi, aby mu stravnici zaplatili co nejvic. Matematicky vztah duality mezi
obéma tlohami je matematickym obrazem tohoto antagonismu. Podle véty o dualité 2.10.9 Mé&-li
jedna z tloh optimalni feSeni, ma je i druhé a obé pfitom dosdhnou stejné hodnoty ucelové funkce.

2.10.4 Dualni tloha k obecné dloze LP. Vztah duality lze rozsifit na obecné tdlohy LP.
Pocet proménnych v jedné tloze je roven poctu strukturnich podminek ve druhé tloze. Matice
strukturnich podminek se transponuje, cenové koeficienty a koeficienty pravych stran si navzajem
vyméni roli. Zbyva urc¢it orientaci nerovnosti u strukturnich podminek a omezujici podminky pro
jednotlivé proménné. Ty jsou vzajemné provizany podle této tabulky

P D
cTx — max bTy — min
Aix S b; ¥ 20
A 2 b; ¥i =0
Aix =10 ¥; Neomezeno
zj 20 a;y 2 ¢j
z; £0 ajy < ¢
Zj neomezeno aJTy =¢j

kde znaceni A,c, b,z se vztahuje k tdloze P a y je vektor proménnych tlohy D. Symbolem A;
znacime i-ty fadek a symbolem a; zna¢ime j-ty sloupec matice A.
Pozor, v8&imnéte si, Ze ne v8echny nerovnosti se obraci.
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Tabulku si neni tfeba pamatovat. Kterd nerovnost se obraci lze snadno odvodit z lehce
zapamatovatelného vztahu mezi symetrickymi dualnimi tlohami. Protéjskem strukturni podminky
typu rovnice je neomezend proménna v proté&jsi tloze.

2.10.5 Dualni tloha k dualni tloze je ekvivalentni s pivodni tlohou. Ovéite to na
prikladé.

2.10.6 Véta. Je-li x piipustné v tloze P a y pFipustné v tloze D, pak plati ¢z < bTy.
DUKAzZ: Plati
e < (ATy) e =yT Az S yTb ="y

Zde prva nerovnost vyplyva z podminky ATy > ¢, druha z podminky Az < b. a

2.10.7 Duasledky.

1. M4-li tloha P shora neomezenou ucelovou funkci, pak D nemé piipustné reseni.
2. M&-li aloha D zdola neomezenou ucelovou funkci, pak P nema piipustné feSeni.

2.10.8 Véta. Jsou-li z a y piipustna fegeni (kazdé ve své tloze) a plati-li ¢To = b7y, pak v a y
jsou optimalnimi FeSenimi (kazdé ve své tloze).

Tato véta je trividlnim, ale pozoruhodnym, dusledkem tvrzeni 2.10.6, nebot plati nezavisle na
zpusobu, jak jsme ziskali feSenf x a y, kteréd spliuji predpoklady. Mohli jsme je i uhodnout.

2.10.9 Véta o dualité. Ma-li iloha P optimélni feSeni, ozna¢me je x, pak i k ni duélni dloha
D maé optimalni FeSeni (oznafme je y) a obé optimalni FeSeni maji stejnou hodnotu udelové funkce,
tedy plati cTax = bTy.

DUKAzZ: vyplyne z nésledujiciho:

2.10.10 Jak najit dualni FeSeni v simplexové tabulce primarni tlohy. Vyjdéme z tlohy
P ve standardnim tvaru. Vychozi simplexova tabulka méa tvar:

T 0 max
0 A FE b
s 0 0

Vysledné simplexova tabulka s optimalnim feSenim pak ma tvar:

cB B71A B! B~

cEB71A-cT | LB | EB™Y

Tvrzeni: vektor y = (c5B~1)T je optimalnim FeSenim duélni tlohy.

A vskutku. Regeni y je pifpustnym feSenim, nebot ve vysledné tabulce jsou viechny relativni
ceny nezéporné. A téelova funkce duélniho feseni L(y) = y*b = ¢5B~1b je rovna tcelové funkei
L(z). Tedy podle 2.10.8 je vektor y optimélnim FeSenim dualni ulohy.
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2.10.11 Véta o rovnovaze. Necht = a y jsou pFipustna FeSeni (kazdé ve své tloze). Pak z a y
jsou optimalni feseni (kazdé ve své tloze) pravé tehdy kdyz

Vi Aixz<b = y; =0
Vi ajTy>cj = z;=0

PozNAMKA: Na zakladé véty o rovnovéze bylo vymysleno nékolik efektivnich algoritmi pro feseni
uloh zaloZenych na linearnim programovéani. Tyto algoritmy hledaji soucasné feSeni obou tloh,
primarni i duélni, a to tak, Ze se rtznymi triky snazi splnit podminky véty o rovnovaze. Jakmile
toho dosdhnou, podle véty o rovnovaze méme optimélni feSeni obou tloh. Prikladem takového
algoritmu je metoda MODI pro TeSeni dopravni tlohy, viz 3.3, str. 51.

DuUkaz: Plati

Vi Aw<b = yi=0]__ [Vi wi(Aw—b)=0
i a?y>cj = x; =0 Vj xj(afy—cj)zO

a

2.10.12 Vypocty s pomoci duality. Nékteré tlohy (kde by bylo mnoho umélych proménnych)
muze byt vyhodnéjsi fesit oklikou pfes dualni tlohu takto: Danou tlohu oznaé¢me A. Zformulujeme
k ni dualni dlohu B, vyfesime ji (najdeme optimum) a v posledni simplexové tabulce najedeme
optimalni feSeni nejen tlohy B, ale i optimalni feSeni tlohy C, kterd je dualni k B a tudiz je
ekvivalentni k tloze A.

2.10.13 Dualni ceny. Slozky y; optimélniho feSeni dualni tlohy jsou ¢asto nazyvany dudlnimi
cenami. Nazev je inspirovan faktem, Ze jde vlastné o ocenéni pravych stran strukturnich omezujicich
podminek v nésledujicim smyslu: kdyZz (v primarni tloze) zvySime pravou stranu b; o malou
hodnotu A, zvysi se acelova funkce o hodnotu A - y;.

Napiiklad v klasické aplikaci LP na planovani vyroby pfi omezenych zdrojich dualni cena y;
vyjadfuje, jak dovedeme omezujici i-ty zdroj pfeménit na zisk. To je velmi dulezity iidaj. Chceme-li
zvysit zisk, vidime hned, za jaké ceny ma nebo nemé smysl omezujici zdroje nakupovat.

Podrobnéjsi vyklad tykajici se zmén pravych stran, napt. jak velké smi byt to A, aby dualni
cena y; méla popsany vyznam, viz 2.9.6.

Poznamenejme, Ze omezujici zdroj, ktery nejsme schopni plné vyuzit (jeho doplitkova proménna
je kladné), ma dualni cenu nulovou. Ostatné to tvrdi i véta o rovnovaze.

Vsimnéte si, ze i v piikladé 2.10.3 ceny pilulek odpovidaji tomu jak se méni hodnota tucelové
funkce problému vyzivy. Kdyby potieba Ziviny ¢ klesla o A, hodnota t¢elové funkce by klesla o y; A.

A také naopak, ceny jidel jsou dualnimi cenami pro problém vyrobce pilulek. Kdyby se snizila
cena jidla j o hodnotu A, vyrobce pilulek by reagoval zménou cen pilulek a jeho maximélni mozné
trzba by se snizila o z;A.
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Kapitola 3

Dopravni tloha

Dopravni tlohu jsme definovali jiz v 2.1.7, str. 11 a ukazali jsme, Ze jde o specidlni pfipad tlohy
linedarniho programovani. V této kapitole (kromé aplikaci a nékolika zakladnich fakt) uvedeme
podstatné vyhodnéjsi algoritmy.

3.1 Zakladni fakta a aplikace

Pro pohodli ¢tenaie zopakujme definici dopravni tlohy.

3.1.1 Dopravni aloha. Mame m dodavatela, ktefi dodévaji stejny druh zbozi a n spotiebiteli,
ktefi je spotfebovavaji. Zname ceny za dopravu mezi vSemi dodavateli a v8emi spotfebiteli. Ukolem
je zorganizovat dopravu co nejlevnéji. Ozna¢me

a;  kapacita i-tého dodavatele (kolik je schopen dodat),
b;  pozadavek j-tého spotfebitele (kolik chce spotiebovat),
cij  cena za dopravu jednotkového mnozstvi od i-tého dodavatele
k j-tému spotiebiteli,
x;; ~mnozstvi dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spotfebiteli.

Pak tloha LP pak mé tvar

m n
E E CijTij — min

i=1 j=1

n
E Tij = a
j=1
m

>z = b
=1

0 pro v8echna 1, j

1\

Tij

V&imnéte si, Zze zde mame mn proménnych, které jsme pro pohodli indexovali dvéma indexy, lze
se tedy na né divat jako na matici. Pfesto lze proménné sefadit do posloupnosti (napf. po fadcich)
a celou ulohu prepsat ve tvaru tlohy linedrniho programovani.

Fakt, ze dopravni tloha je specialnim pfipadem tlohy linedrniho programovani nepouzijeme
pfimo k vypoctu. Pomoci dulaity odvodime vyhodnéjsi algoritmus.

Zadani dopravni tlohy i jeji feSeni budeme zapisovat do tabulky typu “dodavatelé x spotiebi-
telé”. Pro stru¢nost budeme tuto tabulku nazyvat dopravni tabulkou.
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10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 20

f{édky odpovidaji dodavatelim, sloupce spotfebitelim. Vlevo pfed kazdym fadkem je uvedena
kapacita dodavatele, nad kazdym sloupcem je pozadavek spotiebitele. Ceny za pfepravu jsou
uvedeny v kazdém policku tabulky drobnym pismem v pravém hornim rohu poli¢ka. Vlevo dole
jsou normalnim pismem uvedeny nenulové velikosti pfepravy z;;. Neni-li ;; uvedeno, znamena to,
7e Tij = 0.

Poznamenejme, Ze v dopravni tabulce mame dvé matice typu m x n. Matice cenovych koeficientii
¢ je soucasti zadani a béhem vypoctu se neméni. Druhou matici je matice z, kteréd je vysledkem
vypo¢tu a béhem vypoctu se méni. Pro ruéni vypocet je vyhodné mit obé matice pohromadé
v téZe tabulce. Je tfeba upozornit, ze néktefi autofi, snad kvili typografickym obtizim, zapisuji
obé matice zvlast.

Dale poznamenejme, %e dopravni tabulka mé podstatné mensi rozméry (a mensi pamétové
naroky v pocitaci) neZ simplexova tabulka pro tutéz dopravni ulohu.

3.1.2 Vyvazena dopravni tloha je takova, kde nabidka dodavatelt je v sou¢tu rovna poptévce
spotiebiteli, tj. kde Y | a; = >, b;. Poznamenejme, Ze tato rovnost nenf soucasti omezujicich
podminek tlohy, to je vlastnost tlohy.

Dopravni tuloha, tak jak byla definovana vyse, mé pripustné feSeni pouze je-li vyvazena.

3.1.3 NevyvaZzeni dopravni tloha. V praxi se ¢asto setkivame s tilohami, které vyvazené
nejsou. V takovém piipadé je nutno slevit z omezujicich podminek, nahradit rovnice nerovnostmi
a smifit se s tim, ze néjaké zbozi nebude dodano nebo nékted poptavka nebude uspokojena.
Nevyvazena tiloha se fesi pomoci pfevodu na tilohu vyvazenou a to tak, Ze k tloze pridame fiktivniho
dodavatele nebo fiktivniho spotiebitele.

Je-li nabidka dodavateli mensi nez poptavka, tj. ZZZI a; < E?Zl b;, pfidame formalné jednoho
tzv. fiktivntho dodavatele, ktery chybgjici zbozi (fiktivné) doda. Kapacita fiktivntho dodavatele se
stanovuje tak, aby se tloha stala vyvazenou, tj. jako Z;.l:l b — 27;1 a;. Proto vzdy staci pridavat
jen jednoho fiktivniho dodavatele. V dopravni tabulce tedy pfibude jeden Fadek. Je samoziejmé,
7e spotiebitel, ktery dostane fiktivni zbozi, ma smiilu, nebot de facto nedostane nic nebo jen ¢ast
toho, co chtél.

Ceny za dopravu fiktivniho zbozi od fiktivniho dodavatele ke vSem spotiebitelim se obvykle
volf nulové. Pokud tyto ceny budou tieba i nenulové, ale pro v8echny spotiebitele stejné, pak témito
cenami zadny spotiebitel neni zvyhodnén ani znevyhodnén. Ktefi spotiebitelé dostanou fiktivni
zbozi, zalezi na vysledku celkové optimalizace, ale zjednoduSené lze Fici, ze vzdaleni spotiebitelé
jsou v nevyhodé. Pokud to vadi, je tfeba pouzit priority, viz 3.1.5

Podobné se fesi piipad, kdy nabidka prevySuje poptavku, tj. >..", a; > Z?Zl bj. V tomto
pripadé pridavame fiktivniho spotiebitele, ktery fiktivné odebere zbozi, které na strané dodavatela
prebyva. V dopravni tabulce pfibude jeden sloupec. Dodavatel, ktery pak ma dodavat fiktivni zbozi
fiktivnimu spotfebiteli, ma smilu, toto zboZzi mu de facto zistane.

3.1.4 Prohibitivni ceny. Nékdy je tieba zajistit, aby néktery dodavatel ¢ nemohl dodavat
nékterému spotiebiteli j. Mize to byt napf. proto, ze zbozi od dodavatele i nespliiuje naroky na
kvalitu ze strany spottebitele j.
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Tento pozadavek lze v dopravni tloze snadno zajistit tim, Ze cenu za dopravu c¢;; stanovime
velmi vysokou. Bude-li cena dostatecné vysoka, pak, pokud to je vilbec mozné, bude doprava
realizovana jinudy. Vysoka cena tedy ma zakazujici (prohibitivn{) a¢inek.

Podobny trik (pouZiti velmi nevyhodné ceny) jsme pouzili v tzv. M-uloze linearniho progra-
movéani, viz 2.7.2. Onu velmi vysokou prohibitivni cenu budeme v dalsim textu znacit M.

3.1.5 Priority v nevyvazené tloze. Nékdy se v nevyvazené tuloze chce, aby pozadavek
néjakych privilegovanych spotiebitelti byl uspokojen prednostné, tj. aby tito spotfebitelé zarucené
dostali skuteéné zbozi (pokud to je mozné) a aby fiktivni zboZzi dostal nékdo jiny, neprivilegovany.
Takovy pozadavek lze v dopravni tloze snadno zafidit pomoci prohibitivnich cen za dopravu
fiktivniho zbozi od fiktivniho dodavatele k privilegovanym spotiebitelim.

Pokud by soucet kapacit dodavateli nestacil pro vSechny privilegované spotiebitele, a chceme-li
i v takové situaci mit kontrolu nad tim, kdo dostane zbozi skuteéné a kdo fiktivni, lze to Fesit
zavedenim dvou nebo i vice stupiiti priorit. Prohibitivni ceny by pak byly M, 2M, 3M, atd.

3.1.6 Prirazovaci tloha je definovana takto: Mame n pracovniki a n pracovnich tkold. Pro
kazdou dvojici pracovnik—tikol zndme néklady c;; na provedeni j-tého tikolu i-tym pracovnikem.
Ptirazovaci tlohu lze snadno prevést na tlohu dopravni. Pracovniky budeme pokladat za doda-
vatele, pracovni tkoly za spotiebitele. Kapacity vSech dodavateli i spotifebitelid budou jednotkové.
Ceny za dopravu budou rovny nékladim c;;.
Vysledek dopravni tlohy budeme interpretovat tak, Ze kdyz vyjde z;; = 1, pfifadime i-tému
pracovnikovi j-ty pracovni tkol.

3.2 Heuristiky pro dopravni tilohu

Cilem heuristickych algoritmi je najit pfipustné feSeni, pokud mozno co nejlepsi, ale aby to nedalo
pfilis mnoho prace.

Vysledek heuristickych algoritmii mé dvoji pouziti: Pokud nebylo pozadovano nalezeni pfesného
optima a je-li hodnota ucelové funkce pfijatelna, lze vysledek piimo prakticky aplikovat. Druhé
pouziti spo¢iva v tom, ze vysledek heuristiky muze slouzit jako zaklad pro dalsi zlepSovéni.

Pfipomenime, Ze se zabyvame pouze vyvazenymi tlohami.

3.2.1 Obecné schéma heuristik pro dopravni tlohu je toto

1. Ngjakym zptusobem zvolime dvojici 4, j.

vvvvvv

3. Kroky 1 a 2 opakujeme, dokud zbyvé néjaka kapacita dodavateli.

Jednotlivé heuristické algoritmy se lisi pouze v metodé vybéru dvojice 4, j v kroku 1. Krok 2 je
v8em metodam spoleény.

Kazdym provedenim kroku 2 bud zcela vycerpame zbyvajici kapacitu dodavatele ¢ nebo zcela
nasytime spotiebitele j, pfipadné oboji. Takto vyCerpany dodavatel nebo spotiebitel pak jiz nemuze
byt vybran v kroku 1. MoZnosti volby v kroku 1 se tedy stale zmensuji. Podobné se zmensuji
kapacity dodavatelt a pozadavky spotiebitelt, ktefi dosud nebyli vylouceni.

Je zfejmé, Ze po nejvyse m +n — 1 opakovanich vypocet skonéi. Pfi poslednim provedeni kroku
1 totiz zbyva jen jeden dodavatel a jen jeden spotfebitel a diky vyvazenosti ilohy budou v kroku
2 oba vyCerpani soucasné. Dalsim dusledkem je, Ze vysledné feSeni bude mit nejvyse m +n — 1
nenulovych slozek. To se nam bude hodit pii néasledné optimalizaci.
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3.2.2 Indexova metoda je asi nejjednodussi prakticky pouzitelnou heuristikou pro dopravni
ilohu. Ze vSech dosud nevyfazenych dodavatelt a spotiebiteli v indexové metodé vidy vybirame

Priklad:
10 20 20 10

6 3 7 8
20 | 10 10

2 7 1 f)
20 20

3 1 4 2
20 20

Vypocet indexovou metodou zde probfhal takto:

e Vybrano czs = 1, tedy x32 = 20, vycerpan 3. dodavatel i 2. spotfebitel.
e Vybrano coz3 = 1, tedy x93 = 20, vyCerpan 2. dodavatel i 3. spotfebitel.
e Vybrano cj; = 6, tedy x1; = 10, vyCerpan 1. spotiebitel.

e Vybrano ci14 = 8, tedy x14 = 10, vycerpan 1. dodavatel a 4. spotiebitel.

Kvalita feSeni ziskaného indexovou metodou zpravidla neni Spatnéd, mize se vSak pomérné
snadno stat Ze vysledek neni nejlepsi, muze byt dokonce i nejhorsi mozny. Zde je piiklad:

10 10

10 | 10

5 1000
10 10

Zde jsme nejprve chamtivé vybrali ¢;; = 4 a pak nezbyla jind moZnost nez vyuzit velmi drahou
trasu (2,2) s cenou coo = 1000. Snadno ovéfite, Ze horsf feseni neexistuje.

3.2.3 Vogelova metoda se snazi prekonat vySe zminény nedostek indexové metody.
Pro kazdy fadek vypocteme rozdil mezi nejmensi a druhou nejmensi cenou v ramci radky.
Vybereme fadek s nejvétsim rozdilem a v tomto fadku vybereme prvek s nejmensi cenou.
Pouzijeme-li Vogelovu metodu na ptiklad uvedeny ve 3.2.2, dostaneme pro jednotlivé fadky
tyto rozdily mezi nejmensi a druhou nejmensi cenou: 3, 1, 1. Nejvétsi rozdil je v prvém Fadku,
nejlevnéjsi cena v prvém fadku je v prvku (1, 2), vybereme tedy tento prvek a stanovime x12 = 20.
Tim je vyCerpan prvni dodavatel a sou¢asné i druhy spottebitel.

Prvy radek a druhy sloupec vypadly ze hry, coz ma vliv na rozdily mezi nejnizsi a druhou
jedné. Vybereme si tedy celkové nizsi cenu ce3 = 1 a stanovime x93 = 20.

Tim ze hry vypadl druhy fadek a tfeti sloupec. Ve hie tedy zustavaji uz jen prvky (3,1) a (3,4),
kde uz neni z ¢eho vybirat a nezbyva nez zvolit x3; = 10 a x34 = 10. Jak uvidime dale v 3.3.16,
dostali jsme jako vysledek optimalni feSeni.

Je tfeba zdiraznit, ze Vogelova metoda je pouze heuristikou, je bézné, ze feSeni které
touto metodou ziskdme, neni optimélni. Ve srovnéni s indexovou metodou je Vogelova metoda
pracnéjsi, ale dava zpravidla lepsi vysledky.

Déle poznamenejme, Ze alternativné lze Vogelovu metodu délat se sloupci namisto s fadkami,
popripadé s fadkami i se sloupci najednou. Existuje také mnoho variant, jak si poc¢inat v neroz-
hodnych piipadech.
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3.2.4 Metoda severozapadniho rohu vybira v kroku 1 vzdy dvojici s nejmensim 7 a s nejmen-
§im j, tedy prvek, ktery je v tabulce v levém hornim rohu, tedy tam, kde je na mapé severozapad.
Odtud velmi popularni néazev metody.

Tuto metodu zde uvadime spiSe z terminologické povinnosti, nebot je uvadéna ve vSech
ucebnicich. Z hlediska kvality vysledku je to ta nejhloupé&jsi metoda, kterou si lze predstavit.
Nebere totiz vibec v tvahu cenové koeficienty, proto vysledkem muze byt zrovna tak feSeni nejlepsi
jako nejhorsi.

3.2.5 Heuristiky zaloZené na transformaci cen. KdyZ v néjakém fadku i dopravni tabulky
zménime (napi. snizime) vSechny ceny c¢;; o stejnou hodnotu A, dostaneme novou dopravni alohu,
ktera bude mit stejné optimalni feeni (se stejnymi x;;), jako pivodni tloha.

Pro¢? Obé ulohy maji stejnou mnozinu p¥ipustnych feseni (protoze omezujici podminky ziistaly
nezméndny) a pro viechna pripustna feseni plati, Ze hodnota tcelové funkce se zméni (nap¥. zmensi)
o stejnou hodnotu a;A. Tedy FeSeni, které bylo optiméalni pfed zménou cen, bude optiméalni i po
zméné (a naopak).

Totéz plati i o zméné cen v libovolném sloupci. A tyto transformace cen v fadcich i ve sloupcich
Ize libovolné kombinovat. Pokud transformaci dostaneme nékteré ceny zaporné, vibec to nevadi,
vysledna tloha totiz také mé stejné optimalni feSeni jako tloha ptuvodni.

Nékteré heuristiky vyuZivaji transformaci cen jako sviaj prvni krok. Prikladem je tzv. frekvencni
metoda.

3.2.6 Frekvenc¢ni metoda nejprve provede transformaci cen a to tak, ze od kazdého cenového
koeficientu odecéte primér cen v fadku a pramér cen ve sloupci. Na vyslednou transformovanou
ilohu se pak pouzije indexova metoda.

3.3 Metoda MODI

Trochu divny nazev metody mé pripominat, Ze jde vlastné o modifikovanou simplexovou metodu.

3.3.1 Primarni a dualni tloha. Pfipomenme tvar primarni dlohy:

m

n
E E CijTij — min

i=1 j=1

n
E Lij = Q4
j=1
m
> oz = b
=1

0 pro vSechna 7, j

1\

Iij

Naptiklad pro 3 dodavatele a 4 spotiebitele vypadéa vychozi simplexové tabulka takto:

1 1 1 1 a
1 1 1 1 as
1 1 1 as
1 1 1 b1
1 1 1 b

1 1 1 bs

1 1 1| by

Jiti Demel: Operacni vyzkum 1. listopadu 2021, 23:19



52 Kapitola 3. Dopravni taloha

Soustava rovnic je zavisla, jednu z rovnic bychom tedy mohli vynechat. Z davodi thlednéjsi
teorie ovSem nebudeme nic vynechéavat.

V duélni tloze rozlisime proménné u;, které se tykaji dodavateli a proménné v;, které se tykaji
spotfebitelt. Duélni tloha pak ma tvar

m n
E aiui—i—g bjv; — max
i=1 j=1

U; + v;

A

cij pro vSechna i, j

Ug, Vj neomezeny

1 C11
C12
1 C13

1 C14
1 C21

—_ = = =
—_

€22
1 C23

1 C24
1 C31
C32
1 C33

1 C34

—
—_

—_ = = =
—_

Dualni uloha miZe mit tuto interpretaci: Pfepravce nabizi, Ze zboZi za uplatu dopravi a chce
maximalizovat své trzby z toho plynouci. Cenu za pfepravu jednotkového mnozZstvi zbozi chce
stanovit jako soucet ceny wu;, kterou bude chtit od dodavatele a ceny v;, kterou bude chtit od
spotiebitele. Tyto ceny mohou byt i zaporné (tj. pfepravce je ochoten i pfiplacet), ale musi dodrzet
podminku u; + v; < ¢;;, jinak by si to dodavatelé a spotiebitelé dopravili sami levnéji, totiz za
cenu c;j.

Preformulovanim véty o rovnovaze 2.10.11, str. 45 podle préavé zavedeného znaceni dostaneme
toto tvrzeni:

3.3.2 Kritérium optimality. ReSeni z a u,v jsou optimalnimi FeSenimi (kazdé ve své tloze)
pravé tehdy, kdyz spliuji tyto podminky:

1. z je pripustnym FeSenim primarni dlohy,
2. w,v je pfipustnym FeSenim dualni dlohy, tj. u; + v; < ¢;; pro vSechna i, j,
3. pro v8echna 4, j plati  x;; > 0= u; +v; = ¢45.

3.3.3 Dikaz kritéria optimality bez duality. Pfedpokladejme, Ze x a u, v spliiuji kritérium
optimality 3.3.2. Hodnoty w, v pouzijme k transformaci cen podle 3.2.5, tj. kazdy cenovy koeficient
nahradme cenou cgj ‘= ¢;; — u; — vj. Vysledna tloha mé podle 3.2.5 stejné optimalni feSeni jako
tloha piivodni. Déle, ponévadz u, v je piipustnym feSenim dudlni tlohy, plati ¢}; 1= ¢;j—u;—v; = 0.
Navic plati, Ze TeSeni x je nejen piipustné (podminka 1), ale v transformované tloze méa nulovou
hodnotu ucelové funkce (podminka 3). Regeni z je tedy piipustné a zadarmo, pficemz zadné
pripustné FeSeni nemiiZe mit tcelovou funkci zapornou, nebot transformované ceny jsou vSechny
nezaporné. Reseni z je tedy optimalnim FeSenfm transformované tlohy, a tedy podle 3.2.5 je takeé
optimélnim feSenim ptvodni tlohy.

3.3.4 Upravené kritérium optimality. Vypocet optimalniho feSeni bude zaloZen na kritériu
optimality 3.3.2, str. 52. Abychom nemuseli délat vyjimky kvili degenerovanym feSenim, ktera
maji mensi po¢et nenulovych hodnot z;;, budeme podminku 3 pozadovat v ponékud silnéjsi forme:

Jiti Demel: Operacni vyzkum 1. listopadu 2021, 23:19



3.3. Metoda MODI 53

Budeme poZzadovat, aby feSeni x bylo bézické a platnost rovnic u; + v; = ¢;; budeme pozadovat
pro v8echny dvojice (i, 7), které jsou v bazi.

Jestlize

1. z je bazickym pFipustnym feSenim (primérni) dopravni tlohy,
2. w,v je pfipustnym FeSenim dualni ulohy, tj. u; + v; < ¢;; pro viechna i, j,
3. pro vSechny dvojice 4, j v bazi plati u; + v; = ¢;j,

pak FeSeni = a u,v jsou optimalnimi feSenimi (kazdé ve své uloze).

Abychom mohli toto kritérium pouZit pro vypocet, musime védét néco o tom, jak vypadaji
béaze v dopravni tabulce.

3.3.5 Cesty a kruznice v dopravni tabulce. Posloupnost prvkii matice typu m X n nazveme
cestou, jestlize prvky, které jsou v této posloupnosti sousedni, lezi ve spoleéném sloupci nebo ve
spoleéném fadku a jestlize navic zadné t¥i po sobé& jdouci prvky posloupnosti nelezi ve spoleném
radku ani sloupci.
Prakticky to znamené, ze pokud prvy a druhy prvek posloupnosti lezi ve spoleéném radku, pak
druhy a tfeti prvek lezi ve spole¢ném sloupci, tfeti a ¢tvrty prvek zase ve spole¢ném radku, atd.
Uzavienou cestu, tj. cestu, ktera zac¢ina a konéi ve stejném prvku, budeme nazyvat kruznice.
Pokud vite, jak se v Sachu taha figurkami, tak vySe definovany pojem cesty odpovida tahu vézi.

3.3.6 Zavislost a nezavislost. Sloupce simplexové tabulky odpovidaji prvkim dopravni ta-
bulky. Diky velmi specidlnimu tvaru matice soustavy v simplexové tabulce (viz 3.3.1) plati, Ze
mnoZina prvkia (4,j) dopravni tabulky je zavisla pravé tehdy, kdyZz obsahuje kruZnici, tj. uzavie-
nou cestu.

3.3.7 Baze. Mnozina B prvki dopravni tabulky tvofi bazi, jsou-li splnény nésledujici pod-
minky:

1. Souvislost: Pro kazdy fadek i a kazdy sloupec j tabulky existuje cesta tvofend (n&kterymi)
prvky mnoziny B, ktera za¢ina v fadku ¢ a konéi ve soupci j.

2. Absence kruZnic: Neexistuje kruznice (tj. uzaviené cesta) tvorena prvky mnoziny B. Jinak
feCeno, mnozina B je nezavisla.

3. Pocet prvki mnoziny B je roven m +n — 1.

Pomoci teorie grafi (viz 8.5.2) je dokazano, Ze jsou-li splnény kterékoli dvé z téchto podminek,
je splnéna i tfeti. Pfi praktickém vypoctu se nejsnéze ovéiuje souvislost a pocet prvki.

Pocet prvkii m + n — 1 je nejmensi, aby mnozina B mohla byt souvisla a zaroven je nejvétsi,
aby mnozina B je$té nemusela obsahovat kruznici.

3.3.8 Bazické pifipustné rFeSeni. Pripustné feSeni, které ziskdime nékterym heuristickym po-
stupem popsanym v 3.2, je vidy takové, Ze mnozina prvki (7,j) s nenulovym x;; > 0 zaruéend
neobsahuje kruznici a pocet téchto prvka zarucené neni vétsi nez m +n — 1.
Je-li pocet nenulovych prvki presné roven m + n — 1, pak tyto nenulové prvky tvoii bézi.
Je-li pocet nenulovych prvkil mensi nez m 4+ n — 1, pak tyto prvky bazi netvoii (je jich malo).
Proto formalné do baze doplnime nékteré nulové prvky. Musime je ovSem doplnit tak, aby skute¢né
vznikla baze, tedy souvislda mnozina bez kruznic a o spravném poctu prvki.
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Zde je priklad spravné doplnéné baze:

10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 0 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 0 20

A zde je odstrasujici pfiklad, jak baze vypadat nema:

10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 0 20 0

Pocet prvki je sice spravny, ale je zde kruznice tvofena rohovymi prvky a navic druhy radek a
tfeti sloupec neni propojen se zbytkem tabulky.

3.3.9 Metoda MODL.
1. Najdeme bazické pripustné FeSeni x.

2. Vypocteme dualni proménné u, v tak, aby pro viechny bazické prvky (i, j) platilo u;+v; = ¢;;.
Postup vypoctu viz 3.3.10.

3. Zkontrolujeme, zda pro v8echny dvojice (i, j) plati u; +v; < ¢;;. Pokud ano, vypocet konéi, «
je podle 3.3.4 optimalnim feSenim dopravni tlohy a u, v je optimalnim feSenim dualni dlohy.
Pokud ne, pokracujeme ve vypoctu.

4. Vybereme néktery prvek (i,j), pro ktery neplati podminka u; + v; = ¢;;, tj. plati opak:
u; +v; > ¢;;. Tento prvek zavedeme do béaze, tj. provedeme zménu feSeni x podle 3.3.12 a
pokracujeme krokem 2.

3.3.10 Vypocet dualnich proménnych u; a v; spociva v FeSeni soustavy rovnic. Pro kazdy
prvek baze (i, j) mame rovnici u; +v; = ¢;;, kde ¢;; je konstanta. Mame m +n — 1 rovnic pro m+n
neznamych, tedy zdanlivé o jednu rovnici méné, nez je t¥eba. Je zfejmé, Ze soustava ma nekonecéné
mnoho feSeni.

Nastésti maji rovnice velmi specidlni tvar, vidy je to ‘“nékteré u”’ plus “nékteré v”. Kdyz
o né&jakou hodnotu zvétsime vSechna u; a o stejnou hodnotu zmensime vSechna v;, rovnice zlistanou
zachovany. Navic plati, Ze v metodé MODI potfebujeme proménné wu; a v; vidy jen v souctu
u; + v;. Proto nam nejednoznacnost feSeni nevadi. Klidné tedy miiZzeme zcela libovolné zvolit
jednu (kteroukoli) z duélnich proménnych a ostatni proménné dopocitat.

Soustavu rovnic u; + v; = ¢;; pro bazické dvojice (7, j) neni tfeba explicite zapisovat. Vypocet
lze provést piimo v dopravni tabulce. Sta¢i, kdyZz si uvédomime, Ze kazdy bazicky prvek predstavuje
rovnici. Hodnoty proménnych u; a v; zapisujeme na pravém a dolnim okraji tabulky.
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Naptiklad v tabulce uvedené v 3.3.7 mohou duélni proménné vyjit takto:

10 20 20 10

6 3 7 s| 6
20 | 10 0 10

2 7 1 gl o
20 20

3 1 4 2| 3
20| O 20

0 -2 1 2

Postup vypoctu byl tento:

Zvolili jsme vy = 0.

(1,1) je v bazi, z rovnice u; + v; = 6 tedy dopocteme u; = 6.
(1,3) je v bazi, z rovnice u; + v = 7 tedy dopoCteme vz = 1.
(1,4) je v bazi, z rovnice u; + v4 = 8 tedy dopocteme vy = 2.
(2,3) je v bazi, z rovnice ug + vs = 1 tedy dopoéteme uy = 0.
(3,1) je v bazi, z rovnice ug + v1 = 3 tedy dopoéteme us = 3.
(3,2) je v bazi, z rovnice uz + vy = 1 tedy dopoc¢teme vy = —2.

)

)

Ponévadz baze je souvisla a neobsahuje kruznici, 1ze kazdou dualni proménnou dopocitat presné
jednim zptisobem. Pfipomenme, Ze zaporné hodnoty dualnich proménnych nevadi a obecné se jim
nelze vyhnout.

3.3.11 Kontrola pfipustnosti dualniho feSeni je snadna. Staci vzit vSechny nebézické prvky
dopravni tabulky a zkontrolovat, zda plati u; + v; < ¢;;. Pro bézické prvky diky predchozimu
vypoftu musi platit rovnost (ovSem neni na $kodu to zkontrolovat).

Mnemotechnickd pomtcka: je-li ¢;; < u; 4+ vj, je pfeprava po trase i — j za cenu c¢;; lacina
vzhledem k ostatnim cenam (jejichz vliv se zde uplatiiuje pfes u; a v;) a tedy se vyplati na této
trase zvysit prepravu, tedy zveétsit z;; na nenulovou hodnotu.

Vsimnéte si, Ze je opravdu lhostejné, jak byla zvolena vychozi hodnota pii vypoctu dualniho
FeSeni. Na soucty u; + v; to nemé vliv.

Upozornéni: pocet prvki, které porusuji piipustnost dualniho feSeni neméa zadny vztah k délce
vypoctu, ktery nas jesté ceka.

3.3.12 Zména FeSeni. Pokud k béazi v dopravni tabulce pridame jakykoli dalsi prvek, zvétSena
mnozina prvka vzdy obsahuje kruznici, ktera prochazi pridanym prvkem. Tento fakt vyuZijeme pii
vypoctu.

K bazi pfidame prvek (4, j) dopravni tabulky takovy, ze ¢;; < u; + v;. (Doporucuje se vybirat
prvek s nejvétsim rozdilem.) Tento prvek ozname znaménkem + na znameni toho, Ze zde chceme
prepravu zvySovat. Ostatni prvky kruZznice ozna¢me stiidavé znaménky — a + tak, aby prvky, které
jsou v kruznici sousedni, mély opa¢na znaménka. Kruznice ma vzdy sudy pocet prvka. V prveich
ozna¢enych + budeme pfepravu z;; o né&jakou (vdude stejnou) hodnotu A zvySovat a v prvcich
oznafenych — ji budeme o stejnou hodnotu snizovat. Velikost zmény A uréime jako minimum
z hodnot x;; oznacenych —.

Radkové a sloupcové soucty hodnot z;; se vySe popsanou operaci nezméni. Navic vSechna x;;
zistanou nezdporna. Provedenim zmény tedy dostaneme opét pripustné Feseni.

Nejméné jedna hodnota z;; pritom klesne na nulu. P¥islusSny prvek tedy vyradime z baze. Pokud
by kleslo na nulu nékolik hodnot x;;, vyfadime z béze jen jednu z nich, ostatni v bazi ponechame
(jde o degenerované feseni).

3.3.13 Pokracovani prikladu. Pokracujme v naSem piikladé a vyberme k zavedeni do béze
prvek (1,2).
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10 20 20 10
+ 8l 6
20 | 10 0 10
gl o
20 20
- 2| 3
20| O 20
2
Velikost zmény zde vychazi A = 10. Po provedeni zmény dostaneme néasledujici tabulku.

Vsimnéte si, ze zde mame jinou bézi, tedy jinou soustavu rovnic pro dualni proménné, tedy i
hodnoty dualnich proménnych vysly jiné.

20
20

20

Kritérium optimality stale neni splnéno a to v prveich (3,3) a

10 20 20 10
+ - 8

10 0 10
8

20
— + 2
10 10

5

(3,4). Vybereme si prvek (3,4),

nebot ma vétsi rozdil u; + v; — ¢;5. Opét vychazi A = 10 a po provedeni zmény dostaneme tuto

tabulku:

20
20

20

10 20 20 10
+ - 8
20 0
8
20
- + 2
10 0 10

Ani zde jesté neni kritérium optimality splnéno a to kvili prvku (3,3). PonévadZ zde vychézi

A = 0, odlozime tento zapeklity pfipad na 3.3.16.

3.3.14 O kolik se zlepsi acelova funkce. Zavedenim prvku (i,7) do béaze se udelova funkce
zlepsi (zmen3i) o hodnotu (u; +v; — ¢;;)A.
Toto tvrzeni lze odvodit z platnosti soustavy rovnic pro dualni proménné a z toho, Ze prepravu
ménime v souladu s 3.3.12 pouze v prvcich baze a v prvku, ktery do baze zavadime. Nejste-li tak
hloubavi, ovéfte alespon, Ze to plati na prikladé zmén uvedenych v 3.3.13.
Toto tvrzeni je pfimou analogii zlatého pravidla simplexové metody 2.6.3. Vyrazy (u; +v; —c¢;;)

jsou analogii relativnich cen.

Je-li nekolik prvkad, které se nabizeji k zavedeni do baze (tj. plati pro né u; +v; > ¢;;), nabizeji

se tyto moznosti:

1. Vybirat prvek, ktery da nejvétsi zlepseni ucelové funkce.

2. Vybirat prvek s nejvétsim rozdilem (u; +v; — ¢;5).

3. Vybirat prvek s nejnizSim ¢islem fadku a v ramci takto vybraného fadku vybrat sloupec

Jiti Demel: Operacni vyzkum
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Podobné jako u linedrniho programovéni (viz 2.6.7), i zde ma kazdé pravidlo své klady a zapory.
Prvni pravidlo da vic prace pfi vypoctu hodnot A, ale rychleji zlepSuje ucelovou funkei. Treti
pravidlo poskytuje jistotu, ze se vypocet nezacykli kvili degenerovanym feSenim, ale zlepsuje
ucelovou funkci nejpomaleji. Druhé pravidlo pfedstavuje rozumny kompromis.

3.3.15 Cesty byvaji klikaté. Je tfeba upozornit, Ze kruZnice (tedy uzaviena cesta v tabulce)
nemusi vzdy vypadat jako tthledny obdélnicek. Mtze byt delsi, klikat&jsi a mize vypadat docela
propletené. Nenechte se tim odradit.

Pokud se klikaté cesty zaleknete a rozhodnete se ménit feSeni jinak nez podle 3.3.12, nic vam
v tom nezabrani, ale uz nebudete mit zaruku, Ze provedenim zmény Feseni nezhorsite. Predpoveéd
zmény ucelové funkce popsana v 3.3.14 plati pouze za predpokladu, ze zména feSeni x je provadéna
v souladu s 3.3.12.

3.3.16 Degenerované reSeni. Reseni dopravni tlohy nazyvime degenerovanym, ma-li méné
neZ m + n — 1 nenulovych sloZek (srovnejte s 2.6.8, str. 25). Degenerovanych feSeni se tykaji ¢tyfi
druhy problémii.

Prvni problém se tyka situace, kdy pfi provedeni zmény podle 3.3.12 klesne na nulu vice nez
jedna hodnota z;;. V takovém piipadé vyfadte z baze jednu z vynulovanych hodnot a ostatni
v béazi ponechejte. Tim zarucené zachovate korektni bazi. Na otazku, kterou z nové vynulovanych
hodnot vyradit a kterou v bazi nechat, neni jednoducha odpovéd, ale miZze to byt kterakoli.

Druhy problém se tyka situace, kdy vyjde velikost zmény A = 0. I v takovém piipadé zménu for-
malné proved'te. Hodnoty x se tim sice nezméni, ale zméni se baze. Prvek, ktery mél byt do béze za-
veden skute¢né do baze zaved'te a z baze vyfad'te néktery z prvki, diky kterym vyslo A = 0, tedy pr-
vek, kde z;; = 0 a ktery je oznacen znaménkem — (na znameni, Ze zde chceme hodnotu x;; snizovat.

Vyzbrojeni témito radami mtuzeme pokracovat v nasem piikladé. Pro pohodli ¢tenare zopakujme
posledni tabulku:

10 20 20 10

6]+ 3] - 7 s| 5
20 20 0

2 7 1 8| -1
20 20

3 - 1|+ 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -2 2 -1

Zde vychéazi A = 0 dokonce diky dvéma nulovym prvkim baze. Ponechame-li v bazi prvek
(1,3), dostaneme tuto tabulku:

10 20 20 10

6 3 7 s| 6
20 20 0

2 7 1 8| o
20 20

3 1 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -3 1 -1

Koneéné je jsme dosahli stavu, kdy je splnéno kritérium optimality 3.3.4, mame tedy optimélni
feSeni. VSimnéte si, Ze stejné feSeni x jsme méli jiz v predchozi tabulce, ale ponévadz jsme méli
jinou bazi, nevédéli jsme, Ze je optimalni.

Tteti problém s degenerovanym FeSenim se tyki pravé popsané situace, kdy FeSeni x jiz bylo
de facto optimalni, ale hodnoty dualniho feSeni to jeSté nepotvrzovaly. Teprve po zméné baze se
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ukazalo, ze TeSeni jiz bylo optimalni. Nékdy mize byt zapotiebi i nékolika zmén baze, nez se ukaze,
ze jiz chvili méme optimalni FeSeni.

Konec¢né ¢tvrty problém s degenerovanym feSenim je ten, Ze muze vzniknout falesny dojem, Ze
iloha ma vice optimalnich feSeni.

3.3.17 Vicenasobné optimum. Pokud v dopravni tabulce, kterd obsahuje optimalni FesSeni
x, pro néktery nebézicky prvek (i,j) plati ¢;; = u; + v;, pak zavedenim tohoto prvku do béze
dostaneme feSeni, které ma stejnou hodnotu tucelové funkce a je tedy také optimalni.

Je zde mal4 zaludnost — FeSeni, které takto dostaneme, sice je urc¢ité také optimélni, ale nemusi
byt razné od puvodniho optimalniho feSeni, muze se liSit pouze jinou bazi. VSimnéte si, Ze tento
piipad nastal v posledni tabulce naSeho piikladu v 3.3.16. Zavedeme-li do baze prvek (1,1), bude
A = 0 a proto provedenim zmény dostaneme stejné feseni. O vicenasobné optimum se tedy nejedné.

3.3.18 Stabilita feSeni. Rozbor stability optimalniho feSeni vzhledem ke zménam jednotlivych
cen je pomérné snadny.

Jde-li o zménu ceny c;; nebazického prvku (i, j), pak, dokud cena ¢;; neklesne pod soucet
u; + v;, zstava stavajici feSeni optimalni. V naSem piikladé napf. snadno vidime, Ze pokud cena
c14 neklesne pod hodnotu 5 = 6 — 1, stavajici feSeni ztstane optimalnim. Jiz méné snadno, totiz
zménou baze, lze zjistit, Ze totéz TeSeni zistane optimélnim dokonce i kdyZz ci4 neklesne pod
hodnotu 4.

Méni-li se cena bazického prvku, je situace slozitéjsi, je tfeba nové spocitat dudlni feSenf u, v a
zkontrolovat jeho pripustnost.

3.3.19 Poznamka o celoéiselnosti. Jsou-li kapacity dodavatelt a pozadavky spotiebitelt ce-
lo¢iselné, pak dopravni tiloha mé celo¢iselné optimalni feSeni. Je to proto, Ze v celém vySe popsaném
postupu vypoctu se vyskytuji jen operace secitani a od¢itani. VSimnéte si, ze celo¢iselnost nebo
necelocCiselnost cenovych koeficientt neméa na celociselnost feSeni = vliv.
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Kapitola 4

Celociselné linearni programovani

Celociselné linearni programovani se od obecného linearniho programovani lisi ,,pouze tim, Ze
(nékteré) proménné sméji nabyvat pouze celo¢iselnych hodnot. Tato zdanliva malickost dokaze
tlohu pofadné zkomplikovat. Ulohy celodiselného LP jsou obecné velmi obtizné.

Celociselné linearni programovani byva oznaovano zkratkou ILP (Integer Linear Program-
ming).

4.1 Typy uloh a aplikace

4.1.1 Typy proménnych v celoéiselnych tlohach. Obvykle se rozlisuji tii zékladni typy
proménnych:

Spojité, které mohou nabyvat vSech redlnych hodnot z néjakého intervalu. Mnozina hodnot
proménné je omezena pomoci bézné podminky pro jednotlivou proménnou, zpravidla jde
o podminku nezapornosti.

Celociselné, které mohou nabyvat pouze celoc¢iselnych hodnot.

Binarni (té7 nula-jednickové), které mohou nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1. Striktné vzato, jde
o kombinaci podminky celo¢iselnosti a podminky omezeni na interval (0, 1), tedy o zvlastni
pripad vyse popsaného, ale jde o pripad velmi dilezity jak z hlediska praxe, tak i z hlediska
metod vypoctu.

V kapitole 2 jsme se zabyvali pouze pfipadem, kdy vSechny proménné byly spojitého typu.

4.1.2 Priklady aplikaci jsou ¢asté a nesmirné rozmanité.

Nejjednodussi priklady se tykaji vyroby kusového zboZzi pfi omezenych zdrojich. Samoziejmé
zélezi na charakteru praktické tlohy. Napt. velkopekarna, ktera denné chrli statisice rohlikt, muze
celo¢iselnou povahu tlohy s klidnym svédomim zanedbat, protoze zaokrouhlenim vyroby na cela
¢isla vznikne nepatrnéa chyba, srovnatelna s jinymi chybami, které model oproti realité ma. Pokud
pocty vyrabénych vyrobkid budou malé a jejich cena velika, pak jiz je tifeba celo¢iselnost vzit
v tvahu.

Dalsi priklady se tykaji rozhodovéani o investicich. Zde obvykle pracujeme s binarnimi promén-
nymi a omezujici podminky vyjadiuji jednak naroky na zdroje, jednak ptipadné vztahy logické
podminénosti. Napiiklad k tovarné na vyrobu hlinfku je tfeba postavit elektrarnu. Nebo k jaderné
elektrarné je vhodné mit elektrarnu precerpavaci.

Zejména je v8ak tfeba zminit kombinatorické tlohy.
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4.1.3 Problém batohu. Lupi¢ naSel v trezoru n predméti, které vazi wq,...,w, a maji ceny
c1,...,Cn. Lup chce odnést v batohu, ktery ma nosnost K. Lupi¢ vi, Ze nesmi batoh pretizit, jinak
mu praskne a bude chycen. Jeho snahou je odnést lup s co nejvétsi hodnotou.

4.1.4 Optimalni nezavisla mnoZina. Lupi¢ naSel v trezoru n pfedmétta o cenéch cq,...,c,.
Na rozdil od problému batohu v8ak tentokrat neni omezen vahou predméti, ale tim, které dvojice
predméti lze nést spolu ve stejném batohu.

Ulohu lze modelovat jako tlohu ILP. Pro kazdou dvojici vylu¢ujicich se pfedmétt 4, j zavedeme
strukturni podminku z; + z; < 1.

Poznamenejme, Ze totéZ lze modelovat pomoci teorie grafi. Pfedméty jsou vrcholy grafu, hrany
grafu jsou dvojice vylucujicich se predméti. Hledame tzv. nezavislou mnozinu vrchold — jeji vrcholy
nesmi byt spojeny hranou — a to takovou, aby soucet cen byl maximalni.

4.1.5 Uloha o Feznych planech je také znama jako tloha o déleni tycovitého materidlu a
v angli¢tiné pod nazvem bin packing.

Ze zésoby ty¢i o délce D mame za tkol nafezat p; kust o délce d; pro i = 1,..., P a to tak,
abychom vychozich ty¢i o délce D spotiebovali co nejméné.

Existuje jen kone¢né mnoho zptisobi, tzv. feznych plani, jak z tyce o délce D nafezat nékolik
kust o délkach z mnoziny {di,...,dp}. VSechny tyto zptisoby o&islujme &éisly j = 1,...,n a
zavedeme n celo¢iselnych proménnych z;, které vyjadiuji, kolikrat ma byt j-ty fezny plan pouzit.
Ucelovou funkei je pocet spotiebovanych ty¢i, tj. prosty soucet viech proménnych S, z;, atento
pocet minimalizujeme. Linedrni omezujici podminky pak vyjadiuji, Ze pouzitim Teznych plant
dostaneme pozadované pocty vyslednych tyci. Tedy koeficient a;; je roven poctu tyc¢i o délce d;
v Tfezném planu j. VS8echny strukturni omezujici podminky jsou typu iivvétsi nebo rovno a pravé
strany jsou d;.

Pozor! Vyse popsané feSeni problému déleni tycovitého materidlu prevodem na celociselné
linearni programovani je velmi neefektivni, ale zarucené poskytuje pfresné optimum. Existuji
jednoduché (az trivialni) heuristické postupy, které poskytuji skoro vzdy optimalni feSeni a vzdy
feSeni, které se od optiméalniho lisi jen mélo, viz 4.5.6, str. 73.

4.1.6 Diskrétni proménné Ulohu, v niZz proménné z nabyva diskrétnich hodnot z konecné
mnoziny {ki, ke, ..., k,.} o r prvcich, lze pfevést na alohu s r binarnimi proménnymi 1, ..., 2.

—x+k1x1+k2x2+...+err = 0
T +axo+...+x, = 1.

Tyto dvé rovnice spolu s podminkami, Ze proménné x1, ..., x, jsou binarni, zaru¢uji, Ze proménnéa
2 mize nabyt kterékoli hodnoty z mnoziny {k1, ks, ..., k. } a Zadné jiné hodnoty nabyt nemiize.

4.1.7 Modelovani logickych podminek. Bindrni proménné obvykle modeluji rozhodnuti
typu ano-—ne, popf. pravda—nepravda. Zpravidla se dodrzuje konvence, Ze hodnota 1 znamené
“ano”, “pravda”’ a hodnota 0 znamena “ne”, “nepravda’.

Binarni proménné jsou ¢asto svazany podminkami logického charakteru.

Vezméme napf. situaci, kdy rozhodujeme o né€kolika investicich a z povahy véci vyplyva omezeni,
7e investice 1 ma smysl pouze pokud je souCasné provedena i investice 2. Mezi omezujicimi
podminkami tlohy tedy je podminka, kterou lze vyjadfit logickou vyrokovou formuli z; = zo,
my vSak potfebujeme tuto podminku vyjadfit ve tvaru lineédrni nerovnosti nebo rovnice. V nasem
pripadé lze pouzit nerovnost 1 < xo. Vskutku, jestlize z; = 0, pak proménna zo miize byt jakakoli
(tedy 0 nebo 1), ale pokud z; = 1, pak nerovnost x; < xo zpiisobi, Ze také xo = 1. A to je pfesné
to, co vyjadfovala logickd podminka x; = 5.

Jiti Demel: Operacni vyzkum 1. listopadu 2021, 23:19



4.1. Typy tloh a aplikace 61

Zde je nékolik dalsich prikladt jednoduchych formuli:

To <& 1 1 +x0 =1

T1 = X2 T S T2

1’1:>(£L'2 \/xg) £L’1§ZL'2+ZL'3
(xaVa3) =21 2o+ a3 S 22
3?1{:}(1)2\/.%3) 2.’17123?2-1—1)32331

Pro jednoduché formule se obvykle podafi jejich vyjadfeni uhodnout a ovérit, ze to funguje.
Ovéfeni spoCiva v tom, ze vezmeme vSechny kombinace logickych hodnot vSech proménnych, které
se ve formuli vyskytuji, a zkontrolujeme, zda ve vSech pfipadech formule i soustava linearnich
podminek vyjadiuji totéz. Pokud kontrola vyjde, mame vyhrano. Pokud nevyjde, miizeme zkusit
linedrni podminky néjak “vyspravit” a samoziejmé znovu zkontrolovat.

Pokud vam metoda “uhodni a ovéi” nevyhovuje, existuje metoda silnéjsiho kalibru, ovSem
vyZaduje trochu znalosti z matematické logiky. Kazdou vyrokovou formuli (jakkoli sloZitou) totiz lze
prepsat do tzv. konjunktivni normdini formy, tj. do tvaru konjunkce nékolika takzvanych klauzuli,
pricemz kazda klauzule je disjunkci takzvanych literali a literal je bud logickd promé&nna nebo
negace proménné. Pifkladem klauzule je tieba (x3 V —x4 V 2), kde x3, x4 a x¢ jsou literaly.
Vtip je v tom, Ze kazdou klauzuli lze snadno vyjadrit jako lineadrni nerovnost, kde kazdou negaci
—z; nahradime vyrazem (1 — z;). Klauzuli z naSeho pifikladu lze tedy vyjadfit jako nerovnost
23+ (1 —24) + 26 = 1, tedy po zjednoduSeni z3 — x4 + xg = 0.

Naptiklad vyrokovou formuli

T = (ZL’Q V (SE3 A 5L’4))

lze ekvivalentné vyjadrit v konjunktivni normélni formé
(_‘331 V xo V 323) AN (—\331 V xgy V l‘4)
a tu jiz lze snadno pfevést na soustavu nerovnosti

(I—z1)+22+23 2
(1—z1)+ x4+ 24 > 1

4.1.8 Pocet nenulovych proménnych. Méjme tlohu, kde proménné xq,...,xs jsou spojité
a omezené na interval (0, K), ale z téchto s proménnych jich nesmi byt kladnych vice nez r < s.
Napiiklad obalovna miize kvili technologickym omezenim z celkového sortimentu s druht smési
vyrabét v jednom dni pouze r z nich. Kolik budeme vyrabét jednotlivych druhi vyjadiime

hodnotami (spojitych) proménnych 1, ..., x4, ale pouze r z té&chto proménnych smi nabyvat kladné
hodnoty.
Zavedeme s pomocnych binarnich proménnych zi,...,z . Proménna z; bude vyjadiovat, 7Ze

odpovidajici proménna x; smi nabyvat kladné hodnoty. Zafidime to pomoci podminek ve tvaru
x; £ Kz Plati tedy x; > 0 = 2} = 1. A nyn{ jiz sta¢i pfidat podminku 2} + 25 + ... + 2, < r.

Poznamenejme, Ze s konstantou K v praktickych tlohach nebyva problém. V nasem piipadé
lze jako K pouzit napiiklad denni kapacitu obalovny.

4.1.9 Metody fFeSeni celoc¢iselnych dloh. Prvni napad obvykle je tento: Zanedbame (tzv.
relazujeme) podminky celo¢iselnosti, tlohu vyfesime bez nich a pak vysledek zaokrouhlime na cela
¢isla. Je tfeba upozornit, ze zaokrouhlenim ¢asto dostaneme nepfipustné reSeni, ostatné ani neni
jasné, zda se méa zaokrouhlovat nahoru nebo dolt. Dalsi potiZ je v tom, Ze TeSeni relaxované tlohy
muze byt i velmi vzdaleno od celo¢iselného optima. A kone¢né, vibec neni jisté, Ze celo¢iselna
tiloha ma vibec néjaké celo¢iselné feseni.

Dodejme ovSem, Ze v praxi se zaokrouhleni pouziva a to v situaci, kdy vime, Ze chyba, které se
tim dopustime, je prijatelna.

Jiti Demel: Operacni vyzkum 1. listopadu 2021, 23:19



62 Kapitola 4. Celo¢iselné linearni programovéani

Metoda hrubé sily (téZ enumerativni metoda) spoc¢iva ve vyzkouSeni vSech moZnosti. Lze ji
pouzit, pokud mnozina piipustnych feSeni relaxované tlohy je omezena, tj. je cela obsazena
v néjakém konefném (mnohorozmérném) kvadru. K tomu sta¢i pro kazdou proménnou z;
najit interval takovy, Ze pro vSechna pripustna feSeni proménna x; urcité lezi v tomto
intervalu. Nyni postupné vyzkousime vSechny body kvadru s celo¢iselnymi soufadnicemi,
pro kazdy z nich ovéfime platnost omezujicich podminek a pokud tento bod je pfipustnym
feSenim, vypocteme hodnotu ucelové funkce a porovname ji s nejlepS§im dosud nalezenym
feSenim.

Zavaznou nevyhodou této metody je (zpravidla) obrovska vypocetni naroénost. Ulohu s deseti
bindrnimi proménnymi takto fesit lze, poet moznosti je “jen” 1024. OvS8em tulohu se stovkou
binérnich proménnych by vSechny pocitace svéta Tesily tisice let.

Metoda seénych nadrovin je popsana v sekci 4.2

Metoda vétvi a mezi je popsana dale v sekci 64.

4.2 Metoda sec¢nych nadrovin

4.2.1 Metoda seénych nadrovin vychazi z optimalniho feSeni relaxované tlohy. Je-li opti-
malni feSeni relaxované ulohy celociselné, pak jsme hotovi, protoze toto feseni je zaroven optimél-
nim FeSenim piivodni celo¢iselné ulohy.

Je-li feSeni relaxované tulohy neceloéiselné, pridava se k uloze dalsi omezujici podminka a to
takova, ktera

e nevyloudi zadné celoéiselné pripustné feSeni, ale
e vyloudi optimum relaxované ulohy (uéini ho nepfipustnym).

Geometricky vzato, pfidana omezujici podminka urcuje poloprostor ohrani¢eny nadrovinou a
tato nadrovina ,,usekne* z mnoziny pfipustnych feSeni relaxované ulohy néjaka necelo¢iselné reseni.
Proto mluvime o metodé se¢nych nadrovin (anglicky cutting plane method).

Ulohu s pfidanou omezujici podminkou Fe$ime zcela stejnou metodou jako tlohu pivodni:
relaxujeme podminky celoCiselnosti, najdeme optimum relaxované tlohy a opét testujeme, zda
jsme dostali celo¢iselné feSeni. To se opakuje, dokud nejsou vSechny soufadnice feSeni celociselné.

vykladu budeme potfebovat nasledujici pojem:

4.2.2 Dolni cela ¢ast realného ¢isla x je nejvétsi celé Eislo, které neni vétsi nez x. Dolni celou
¢ast ¢isla x znaéime |z |. Tedy napiiklad

12.5] =2 |-2.5] = -3
Kazdé realné ¢islo x lze zapsat ve tvaru « = |z] 4 r, kde necelociselna ¢ast r splituje 0 < r < 1.

4.2.3 Gomoryho metoda je pouzitelnd na tzv. celoc¢iselné celociselné dlohy, tj. na tlohy, kde
vBechny proménné jsou celo¢iselné a vSechny konstanty v omezujicich podminkach (tj. viechny a;;
a b;) jsou cela &isla. Z toho mj. plyne, Ze celo¢iselné feseni bude mit i vechny doplitkové proménné
cela ¢isla a tedy i po prevodu tlohy na kanonicky tvar dostaneme celociselné celo¢iselnou tlohu.

Gomoryho algoritmus odvozuje seénou nadrovinu ze simlpexové tabulky, ktera representuje
optiméalni feSeni relaxované tlohy, a to z takového jejtho i-tého fadku, ktery ma na pravé strané
necelo¢iselnou hodnotu b;. Tento i-ty fadek reprezentuje rovnici

(41) @121 + ;22 —+ ... Ai nTn = bl .
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Konstanty a; ; a b;, které se vyskytuji v této rovnici rozlozime na dolni celou ¢ast a zbytek
(4.2) a;,; = la;;|+r;j a by = |bi| +r,

k tdloze priddme omezujici podminku

(4.3) T+ Troxo . Ty 2T

Jak uvidime déale v 4.2.4, pfidana podminka m4 dvé diilezité vlastnosti:

1. pfidanim této podminky nepfijdeme o zadné piipustné celo¢iselné FeSeni (tj. vSechna pii-
pustné celod¢iselné feseni splituji i tuto nové pfidnou podminku),

2. dosavadni relaxované optimum, které ma necelociselnou soufadnci x;, = b;, pfidanou pod-
minku nespliiuje.

Pfidana podminka tedy z mnoZiny (spojitych) pFipustnych Feseni ,jodsekne“ dosavadni rela-
xované optimum, ale odsekne ho ,Setrnym zptisobem®, totiz tak, Ze neodsekne zadny pripustny
celo¢iselny bod. Toto ,odsekavani“ (odtud nazev metody) se opakuje, a% nakonec je odsekavanim
,obnazen“ celo¢iselny bod, ktery je optimélnim celo¢iselnym feSenim ptvodni tlohy.

Pfipomeiime, ze pfidani omezujici podminky k simplexové tabulce je popsano v 2.9.11, str. 40.

4.2.4 Zduvodnéni Gomoryho metody. V rovnici (4.1), ktera plati proto, Ze nam vysla
v simplexové tabulce, rozepiSeme vSechny konstanty a; ; a b; podle (4.2) a rovnici upravime tak, Ze
na levou stranu prevedeme vSechny ¢leny s necelo¢iselnymi koeficienty a na pravou stranu vSechny
¢leny s koeficienty celo¢iselnymi. Dostaneme tak rovnici:

(4.4) rxr +rova+ ...+ rpry — 1= bi| — |ai1]rr — |ai2|ra — ... Lai,njxn

Ponévadz jsou vSechna z; nezdporné a ponévadz r < 1, o levé strané rovnice 4.4 vime, Ze

(4.5) rxy +roxe + ...+ rpxy, —r > —1,

Zaroven oviem vime, Ze prava strana rovnice 4.4 je celo¢iselnd, nebot vSechna x; maji byt cela

¢isla. Proto musi i leva strana byt celé ¢islo a to celé ¢islo ostfe vétsi mez —1. Je-li tedy x pripustné
a celoCiselné, musi platit

(4.6) T +roxo + ... rpx, —1r 20,
Odtud jiz snadno plyne podminka (4.3)
4.2.5 Pfiklad. Resme celo¢iselné celociselnou tlohu (porovnejte s 2.2.2, str. 12):

2x1 + 34

T — 21‘2

max

—2x1 + 22
xr1 + X9

Z1

IV IV A A A
S O W

T2

Nejprve najdeme optimélni feSeni relaxované tlohy
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3 0 0 0 | max

01 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. -2 1 0 1 0 2
0] 5. 1 1 0 0 1 4
-2 =3 0 0 0 0

0] 3. -3 0 1 2 0 6
3| 2. -2 1 0 1 0 2
01 5. 3 0 0o -1 1 2
-8 0 0 3 0 6

013 0 0 1 1 1 8
312 0 1 0 Y ¥ 3V
211 1 0 0 —Y L e
0 0 0 h 2% |11

Optimalni feSen relaxované tlohy (%33 %5 8,0,0) neni celo¢iselné. Gomoryho se¢nou nadrovinu
vygenerujeme podle prvni necelo¢iselné souradnice 2; = %3. P¥idavame omezujici podminku

Fra + faxs 2 1/3,

coz se v simplexové tabulce projevi jako ¢tvrty fadek a Sesty sloupec.

2 3 0 0 0 0| max
0|3 0 0 1 1 1 0 8
312 0 1 0 Y5 % 0] 3%
211 1 0 0 —% 0 A
0|6 0 0 0 —% =Y 1| —2%
0 0 0 I 2% 011%

Ponévadz méame zaporné ¢islo na pravé strané, pokracujeme dualné simplexovou metodou. Klicovy
prvek bude na misté (4,4). Po provedeni Jordanovy eliminace dostaneme:

2 3 0 0 0 0 | max
013 0 0 1 0 1/2 —1 7
3|2 0 1 0 0 2/3 0 1/2 3
21 1 0 0 0 1/2 — 1/2 1
016 0 0 0 1 Y —1%

0 0 0 0 2 1/2 1/2 11

Optimalni celo¢iselné feseni je (1,3,7,1,0,0).

4.2.6 Poznamky Gomoryho metoda se¢nych nadrovin zpravidla nepracuje moc efektivné, ob-
vykle potfebuje znaény pocet iteraci.

Pro specialni dlohy (napf pro problém obchodniho cestujictho) jsou znamy dokonalejsi metody
konstrukce se¢nych nadrovin, které ,odsekavaji“ nepotiebna feSeni ,po vétsich kusech® a tedy
vedou k feSen{ rychleji.

4.3 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi je zna¢né univerzalni metodou k feSeni optimaliza¢nich tloh. Lze ji pouZit k fe-
Seni tdloh celoc¢iselného linearnfho programovéni, ale i pro tlohy, které s linearnim programovanim
nemaji skoro nic spole¢ného.

V této sekci podame obecny vyklad metody vétvi a mezi a uvedeme dva pfiklady pouziti.
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4.3.1 Vétveni mnoziny pripustnych feSeni. Mnozinu piipustnych feSeni tlohy U oznacme
symbolem P¥(U).

Mé&jme optimalizaéni ulohu U s téelovou funkei f. Ulohu U miiZeme fesit (mimo jiné) tak, Ze
vytvofime alohy Uy, ..., U, se stejnou ucelovou funkci (tzv. podilohy ulohy U) takové, Ze

P¥(U) = P¥(U;) U... UPKU,) .

Optimalni FeSeni tlohy U pak lze ziskat tak, Ze vybereme nejlepsi ze vSech optimélnich FeSeni
podaloh Uy, ..., U,. Samoziejmé se pii tom snazime (v tom je smysl v&tveni), aby podulohy
Uy, ..., U, byly v néjakém smyslu snazsi nez ptivodni iloha U, tj. aby napf. byly mensi. Dodejme,
Ze pii tom je vyhodné, kdyz mnoziny Pi(U;),...,Pi(U,) jsou navzajem disjunktni, ale neni to
nutné.

Nalezeni optimalniho feSeni tlohy U je snadné, pokud pro kazdou podilohu U;:

1. bud najdeme optimalni FeSeni ulohy U;,

2. nebo prokadzeme, ze uloha U; nem4 zadné pripustné feSeni,

3. nebo prokizeme, ze zadné piipustné feseni lohy U; nenfi lepsi nez néjaké v té dobé€ jiz znamé
piipustné feseni tlohy U.

Casto se oviem stava, ze pro nékterou podilohu (a ¢asto ne jen jednu) nejsme schopni p¥imo zjistit
ani jednu z vySe uvedenych tifi moznosti. V tom piipadé pro kazdou takovou podilohu, ozna¢me
ji Ui, pouZzijeme stejny postup jako pro dlohu U, tj. rozvétvime ji na podualohy U;,,...,U;, a pro
takto ziskané podiilohy se opét snazime zjistit nékterou z vyse uvedenych moznosti. Nékteré z takto
ziskanych podiloh muzZe byt nutno dale vétvit.

4.3.2 Strom reSeni. Jednotlivé podulohy muzeme poklddat za vrcholy kofenového stromu,
ktery nazyvame stromem feSeni. Kofenem je vychozi tloha U a z kazdé tulohy, ktera byla vétvena na
podulohy, vedou hrany ke vSem jejim podtloham. Béhem vypoc¢tu se strom feSeni méni (zvétsuje).

Pro vypocet jsou zajimavé pouze listy stromu feSeni. Listy délime na tzv. Zivé a mrtvé. Za
mrtvé pokladame ty listy (podulohy), u nichz se jiz podarilo prokazat nékterou ze t¥i moZznosti
uvedenych v 4.3.1. Témito podilohami se jiz neni tfeba dale zabyvat. Ostatni listy (podilohy)
jsou zivé.

Zivou podilohu je t¥eba bud umrtvit (zjisténim nékteré ze t¥{ moznosti z 4.3.1), anebo rozvétvit.
Rozvétvenim podiiloha piestava byt listem, ve stromé feseni se vSak misto ni objevi nékolik novych
listi. Vypocet konéi v okamziku, kdy vS8echny listy stromu feSeni jsou mrtvé.

4.3.3 Odhady a meze. Pokud pro nékterou podulohu U; zjistime, ze plati moznost 3, tj. pokud
prokazeme, Ze zadné piipustné feSeni tlohy U; neni lepsi nez néjaké v té dobé jiz znamé feSeni
tlohy U, je to pri feSeni dobra zprava, protoze tuto podulohu neni tfeba vétvit. Nejlepsi dosud
znamé FeSeni dlohy U se v8ak béhem vypoctu obvykle méni (zlepSuje), a tak se snadno stane, Ze
moznost 3 se o néjaké podiloze podaii prokazat, teprve az najdeme dostateéné dobré feSeni celé
ulohy U.

Proto byva vypocet usporadan tak, ze jednak evidujeme nejlepsi dosud znamé feSeni a hodnotu
jeho ucelové funkce, jednak pro kazdou podulohu U; vypocteme &islo Odh(U;) takove, Ze zadné
pripustné FeSeni tlohy U; neni lepsi nez Odh(U;).

Cislo Odh(U;) byva v literatufe nazgvano u minimaliza¢nich tloh dolnim odhadem a u maxima-
liza¢nich tloh hornim odhadem. Cim je odhad blize skute¢né hodnoté optimélniho feseni podilohy,
nost 3. Odhad je tedy tim lepsi, ¢im je méné optimisticky. Nékdy lze volit mezi nékolika metodami
vypoctu odhadu, které davaji rizné kvalitni vysledky.

Zptsob vypoc¢tu odhadu samoziejmé velice zavisi na FeSené tloze a na zpusobu vytvareni
podiloh. Jako odhad pro podulohu U; se ¢asto pouziva hodnota optimalniho feSeni tzv. relaxované
podilohy:
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4.3.4 Relaxace neprijemnych omezujicich podminek. Ponévadz mnozina piipustnych fe-
Seni dlohy je vzdy popsana (zadéna) pomoci omezujicich podminek, provadi se i vétveni tlohy na
jeji podualohy pomoci dodateénych omezujicich podminek, které se k vétvené tloze pridavaji.

Obvykla situace je tato: Omezujici podminky vychozi tlohy U lze rozlozit na dvé skupiny,
nazvéme je pigjemné a nepiijemné. Vynechame-li (takzvané relazujeme) nepfijemné omezujici
podminky, dostaneme tzv. relaxovanou tulohu, kterd ma jiz jenom pifjemné omezujici podminky
a kterou dovedeme rychle fesit. Jinak feceno, tlohu s pfijemnymi podminkami umime rychle Tesit,
nepiijemné podminky tlohu komplikuji a €ini ji tézkou.

Najdeme-li optiméalni feSeni r tlohy, ktera vznikla relaxaci z U, jsou dvé moznosti: bud feseni r
splije, nebo nespliiuje nepifjemné omezujici podminky. Pokud spliiuje, pak mame §tésti, protoze
feSeni r je zarovenl optimélnim TeSenim i samotné tlohy U, a tlohu U tedy neni tfeba vétvit.
Obvykle vsak §tésti neméme a FeSeni r nepiijemné omezujici podminky nespliiuje. V takové situaci
udélame dvé véci: za prvé, hodnotu optimélniho feSeni relaxované tlohy muzeme pouzit jako
odhad, a za druhé, platnost onéch nepiijemnych podminek si snazime vynutit pfiddvanim podminek
piijemnych, a to i za cenu toho, Ze se nam uloha rozpadne (rozvétvi) na nékolik poduloh.

Podstatné je, ze pfi vétveni dlohy pridavame vzdy jen pfijemné omezujici podminky. Tim je
totiz zaruceno, ze takto vzniklé podilohy jsou stejného typu jako vétvena tloha, a mizeme tedy
opét pouzit onen trik s relaxaci a feSenim relaxované podulohy.

Které omezujici podminky miizeme poklddat za piijemné, je ddno nasi schopnosti rozumné
rychle fesit prislusné relaxované podilohy. Zpravidla pro danou tdlohu existuje nékolik moznosti,
jak zvolit prostor feSeni a jak preformulovat omezujici podminky, pfitom oboji mé znaény vliv na
pracnost feSeni metodou vétvi a mezi.

4.3.5 Volba podilohy k vétveni by mohla byt zaloZena na prohledavani stromu FeSeni napf.
do sitky nebo do hloubky. Castéji se v8ak pro kazdou podulohu vypocte hodnota, nazvéme ji
prioritou, a mezi zivymi podilohami vybirdme k vétveni tu, kterd mé prioritu nejlepsi. Bé&zné se
v roli priority pouziva (dolni nebo horni) odhad. Vybirame pak podulohu, ktera ma odhad nejlepsi

vvvvvv

a pomoci odhadi pak umrtvime nékteré dosud zivé podulohy.

4.3.6 Shrnuti metody vétvi a mezi. Pfi vypocétu udrzujeme nejlepsi dosud nalezené pii-
pustné feSeni 7 dané tlohy U a jeho hodnotu ucelové funkce L. Na zacatku 7 neni definovino
a jako hodnotu L pouZijeme nejhorsi moznou hodnotu (4+o00 nebo —o0).

Doporucuje se vSak jesté pred zahajenim vypoc¢tu metodou vétvi a mezi ziskat néjakym
heuristickym postupem (viz 4.5) co nejlepsi pfipustné feSeni 7 a jeho hodnotu L, nebot to mize
nésledujici vypocet urychlit.

Dale pii vypoc¢tu udrzujeme seznam zivych podiloh.

Obvykle jesté pred zafazenim do seznamu pro kazdou podillohu vypoc¢teme odhad, nejéastéji
feSenim relaxované verze pfislusné podilohy. Pokud pfitom dostaneme piipustné feSeni, porovname
je s feSenim 7 a dale uchovavame lepsi z nich. Pokud bylo feSeni # nahrazeno lep§im, tj. pokud se
zlepsila hodnota L, projdeme seznam zivych poduloh a vyrfadime ty, které jsou diky nové hodnoté
L umrtveny.

Pokud podiloha nemé Zadné piipustné feSeni nebo pokud pro ni dostaneme odhad, ktery
je horsi nez L, pak tuto podillohu okamzité umrtvime a do seznamu Zivych podiloh ji viibec
nezapisujeme.

Ze seznamu zivych podiloh vybirame zpravidla tu, ktera mé nejlepsi odhad. Tuto podilohu
ze seznamu odstranime, rozvétvime ji na podulohy, pro kaZzdou z nich ihned vypoc¢teme odhad
a pripadné ji zarfadime do seznamu Zivych poduloh, jak bylo popsano vyse.

Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu néjaka ziva podiloha. Vysledné feSeni 7 pak je
optimalnim feSenim tlohy.
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4.3.7 Priklad reSeni tilohy ILP metodou vétvi a mezi Resme tlohu’

r1+T9 — max
2v1+x9 = 5k
2r1 —x9 = o
T2 2 1/2
Z1, T2 Z 0
T1, X2 celodiselné
Yy
(@] (0]

\<331 + x2 — max

o

T

Obréazek 4.1: Resenf relaxované tlohy 4.3.7

MnoZina p¥ipustnych fegeni relaxované tlohy je na obrazku 4.1. Optimalni feseni (1,2 %)
relaxované tlohy mé necelociselné obé souradnice. K vétveni na podulohy si vybereme souradnici
x1, piidame tedy omezujici podminky z; £ 1 a x1 = 2. Vzniklé podulohy a optimalni feSeni jejich
relaxovanych verzi jsou na obrazku 4.2.

¢islo pridand odhad komentaf
podilohy omezeni

1 — 4  vétveno na podilohy 2 a 3
2 T § 1 2 1/2 ZiV4,
3 ik 2 2 3 1/2 Z1V4,

vvvvvv

had. Vétvime podle proménné x5. Po rozvétveni vznikne situace v nasledujici tabulce a znazornéna
obrazkem 4.3.

1Ptiklad pievzat z knihy Papadimitriou, Steiglitz: Cmbinatorial Optimization
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Y
(] o
— >
r1 <1 T > 2
xr1 + 9 — max
[}
(e}
O
x
Obrazek 4.2: Podulohy tilohy 4.3.7 po prvém vétveni.
Cislo pridana feSeni odhad komentar
podilohy  omezeni
1 — (1%,2%) 4 vétveno na podilohy 2 a 3
2 <1 (1,1%) 2%  ziva
3 2122 (2,1%) 3% vétveno na podilohy 4 a 5
4 X1 2 2, i) é 1 (2 1/47 1) 31/4 ZiV4,
5 1122, 1022 — — nema piipustné feSeni
Y
(o) (0]
>
X1 Z 2
1+ T9 — max
(] Q [}
) Z 2
X S 1
O — (e}

T

Obréazek 4.3: Podtlohy tlohy 4.3.7 po druhém vétveni.

podilohu 4 a vétvime podle proménné z;.

vvvvvv

Jiti Demel: Operacni vyzkum
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4.3. Metoda vétvi a mezi 69

Podiloha 6 vznikne pfiddanim podminky x; < 2. Mnozina pFipustnych feSeni relaxované
podilohy se tim de facto redukuje na tsecku. Optimalni FeSeni této relaxované podilohy je (2,1),
tedy celo¢iselné Feseni. Hodnotu 3 uéelové funkce tohoto feSeni nyni muzeme pouzit k umrtveni
zivych poduloh, které maji horsi hodnotu odhadu. V nasem piipadé takto umrtvime podalohu 2.

Poduloha 7 vznikne pfidanim podminky z; = 3 a tato poduloha nem4 Zadné piipustné FeSeni.

Cislo pfidana feSeni odhad komentar
podilohy  omezeni
1 — (1%,2%) 4 vétveno na podilohy 2 a 3
2 7 =1 (1,1%) 295 umrtveno diky odhadu
3 1122 (2,1%) 3% vétveno na podulohy 4 a 5
4 11 22,2251 (2Y,1) 39 vétveno na podiilohy 6 a 7
5 1122, 1022 — — nema4 pripustné feSeni
6 122,251, 2152 (2,1) 3 celo¢iselné optimum
7T 2122, 2251, 2123 — — nemé piipustné FeSeni
Y
(] o
>—
T > 2
xr1 + 9 — max
0] (e}
Xro S 1
o H‘)—T
-
T <2 r1 >3
O
T

Obrazek 4.4: Podulohy tilohy 4.3.7 po tfetim vétveni.

4.3.8 Problém batohu. Lupi¢ méa batoh, do kterého mize dat nejvyse K kilogramu kofisti
a ani o gram vice. Jeho lup se sklada z n pfedmét o hmotnosti wq, we, ..., w, kilogrami a cenach
c1,C2,...,C, K& Snahou lupice je odnést v batohu co nejdrazsi korist, ale nesmi batoh pretizit.
Tato uloha ma mnoho poctivéjsich podob, zejména pii sestavovani rozvrhi a pii planovani
paralelné probihajicich procesti, které spotfebovavaji néjaky material, energii nebo préci. Vzdy se
snazime co nejuzite¢néji vytizit dany materidlovy, energeticky nebo lidsky zdroj.
Méjme batoh o kapacité 40 a pét pfedméti s témito vahami a cenami:

predmét i: ‘ A B C D E

cena ¢;: 50 107 31 31 69
vaha v;: 14 30 9 10 27
Jako prostor feSeni vezmeme R, jeho prvky jsou uspoifadané pétice éisel x1, . . ., x5, kterd uréuji,

kolikrat zabalime do batohu jednotlivé predméty. Omezujici podminky urcuji, ze 0 < z; < 1
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a Z?:l viz; < 40. Nepfijemnou omezujici podminkou zde je, Ze vSechna x; musi byt navic
celociselné.

Pro tiéely snadného feSeni relaxované tlohy si pfedméty sefadime sestupné podle jejich ,,mérné
ceny“, tj. podle podilu cena/vaha. Ve vySe uvedeném zadani je toto sefazeni jiz provedeno.

Optimalni FeSeni relaxované tlohy pak ziskdme velmi jednoduSe tak, Ze do batohu budeme
ukladat celé predméty v poradi klesajici mérné ceny, pri¢emz posledni z takto zafazenych pfedmétt
mozné nebude zafazen cely. Pro na$i dlohu tak dostaneme feSeni o hodnoté 142,73 tvofené celym
pfedmétem A a ¢asti 26,/30 pfedmé&tu B. Jako horni odhad pouZijeme celou ¢ast této hodnoty, tj.
zde 142, nebot vSechna pfipustné FeSeni pivodni (nerelaxované) tlohy U maji hodnotu ucelové
funkce celociselnou, a ta tedy nemuze presdhnout 142.

Vétveni budeme provadét vzdy na dvé podilohy, a to tak, ze si vybereme néktery predmét,
o némz v dané podiloze neni jesté rozhodnuto, a v jedné z poduloh jej pevné zarfadime, zatimco
ve druhé jej zakdzeme. V obou podilohach se tedy rozhoduje o mensim poc¢tu predmétii. Pridané
omezujici podminky, tj. piikazy a zakazy, budeme zkracené oznacovat symboly + a - tak, Ze napft.
-+-.. bude znamenat, Zze 1. a 3. pfedmét jsou zakazany, 2. prfedmét je prikdzan a o ostatnich
predmétech neni v podiloze rozhodnuto.

Pribéh feSeni je zaznamenan v nésledujici tabulce. Podilohy jsou ocislovany poradovymi
¢isly v poradi, jak byly vytvofeny vétvenim. K vétveni byla vybirana vzdy podiloha s nejlepsim
odhadem, a to v poradi 1, 2, 3, 6, 8, 11.

¢islo pridand  horni komentar
podulohy omezeni odhad

1 ... 142 vétveno podle A na podulohy 2 a 3
2 +o... 142 vétveno podle B na podilohy 4 a 5
3 - 141  vétveno podle B na podilohy 6 a 7
4 ++... —  pretizeno
5 +- 129 umrtveno po zpracovani podulohy 9
6 —+... 141  vétveno podle C na podilohy 8 a 9
7 —— 115 umrtveno po zpracovani podulohy 9
8 -+t 141  vétveno podle D na podulohy 10 a 11
9 —+-.. 138  (optimum) viz komentaf v textu
10 -t+++, — pretiZeno
11 —+t-. 140  vétveno podle E na podilohy 12 a 13
12 —++-+ —  pretiZeno
13 —++-- 138  dalsi optimum

Strom feseni je na obrazku 4.5.

Podiloha 9 vyzaduje podrobné&jsi komentai: Regenim relaxované verze podilohy 9 jsme zde
(ndhodou) dostali celo¢iselné feseni. Ziskali jsme tedy pFipustné FeSeni celé dlohy, aniz by bylo
nutno podulohu vétvit. V té dobé to bylo prvni pfipustné feSeni, které jsme nalezli. Pouzili jsme je
ihned k umrtveni podiloh 5 a 7, které v té dobé byly jesté zivé, ale mély ve srovnani s podalohou
9 horsi odhad.

Stoji za zminku, Ze v této chvili jsme jiz méli feSeni, o kterém se pozdéji ukazalo, Ze je optimalni,
ale v té dobé€ jsme to jesté nevédéli, protoze stale jesté zbyvala ziva podiloha 8 s odhadem, ktery
déaval nadéji na zlepSeni. Bylo tedy nutno ve vypoc¢tu pokracovat a teprve po rozvétveni podiloh
8 a 11 se ukézalo, Ze lepsi feSeni neexistuje.
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1: 142
2: 142 \ 3: 141
4: pfetizeno \5: 129 6: 14{ 7: 115
8: 14)1/ 9: 138 opt

10: pfetiZzeno 11: 140

~

12: pretiZeno 13: 138 (opt)

Obrazek 4.5: Strom feseni k piikladu 4.3.8. U vrchol@i jsou napséana &isla podiloh a hodnoty
hornich odhadi.

4.4 Backtracking

4.4.1 Posloupnosti a strom FeSeni. Backtracking lze pouzit v téch situacich, kdy kazdé feSeni
tlohy (tj. kazdy prvek prostoru FeSeni) miizeme povazovat za kone¢nou posloupnost, pficemz kazdy
prvek posloupnosti musi byt vybran z néjaké predem dané kone¢né mnoziny. Pii troSe fantazie se
na vétsinu kombinatorickych tloh muzZzeme divat timto zptsobem.

Kromé posloupnosti, které predstavuji (iplnd) FeSeni tlohy budeme uvaZzovat také vSechny
jejich pocatecni tseky. Tyto pocatedni tseky odpovidaji ¢astenym (nedplné uréenym) FeSenim.
Vgechny takovéto posloupnosti miizeme pokladat za vrcholy orientovaného grafu, v némz kazda
¢astecna posloupnost méa jako své nasledniky vSechna sva prodlouzeni o jeden prvek. Tento graf je
kofenovym stromem (kofenem je prazdna posloupnost) a nazyvame jej stromem fesent.

4.4.2 Backtracking. Nejjednodussi verze backtrackingu spoc¢iva v prohledavani stromu feSeni
do hloubky. Vzdy, kdyz se pii prohledavani dostaneme k posloupnosti, kterd odpovida uplnému
TeSeni, provedeme test, zda toto FeSeni je pfipustné. U optimaliza¢ni tlohy navic evidujeme nejlepsi
dosud nalezené pfipustné feSeni.

Takto jednoduchy backtracking bez pouziti dalsich triki ovSem neni v podstaté ni¢im jinym
nez systematicky provedenou metodou hrubé sily. Triky, kterymi lze vypoc¢et mnohdy i zna¢né
urychlit, spoc¢ivaji v tom, Ze vynechdme prohledavani nékterych podstrom.

M4 smysl prodluzovat jen ty posloupnosti, u nichz je nadéje, Ze mohou byt prodlouZeny na
piipustné fesSeni. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, ze zadné prodlouzeni uz nemize byt
piipustné, miZeme uSetiit as tim, Ze prohledavani prislusného podstromu piesko¢ime (provedenim
navratu).

Resfme-li optimaliza¢ni dlohu, mizeme dosdhnout dalsi uspory c¢asu, budeme-li schopni pro
kazdou posloupnost z1,...,z; urcit &slo D, které nazveme dolnim, popf. hornim odhadem (pro
minimaliza¢ni, pop¥. maximaliza¢ni tlohu) a které ma tu vlastnost, Ze prodluzovanim posloupnosti
T1,...,x; nelze dosdhnout pripustného reseni lepsiho nez D. Bude-li tedy pro posloupnost z1, ..., x;
tento odhad horsi nez néjaké pripustné reSeni, které uz v té chvili zname, nemé dalsi prodluzovani
posloupnosti x1, ..., x; smysl a prohledavani piislusného podstromu mutzeme opét preskodit.

I pfes uvedené moznosti uspor byvé backtracking ¢asové hodné naroény.

4.4.3 Priklad — problém batohu. Pfedméty libovolné, ale pevné sefadime do posloupnosti.
Miuze to byt poradi podle mérné ceny jako v 4.3.8, ale neni to nutné. Do batohu budeme ve
zvoleném potadi pridavat predméty, dokud se vejdou. KdyZ se pfedmét, ktery je na fadé nevejde,
vezmeme daldi. KdyZ uz neni co pfidavat, vyndame naposledy pfidany predmét a zkusime pridavat
predméty, které nasleduji za nim.

Takto postupné vyzkouSime vSechna pripustna FeSeni, tj. vSechny mnoziny predméti, které
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batoh nepfetizi. Pokud pfitom budeme zaznamenévat nejvétsi dosazenou cenu predméti v batohu,
najdeme timto zptisobem optimélni fesSeni.
Vyzkousejte to na prikladé 4.3.8 jako cviceni.

4.4.4 Backtracking versus vétve a meze. Obé metody maji nékteré rysy spoleéné a u né-
kterych algoritmu je tézké fici, o kterou z obou metod jde.

Backtracking pouzity k feSeni optimaliza¢ni ulohy lze pokladdat za specidlni pfipad metody vétvi
a mezi. Na posloupnost, kterd v backtrackingu tvori ¢astené feSeni, se totiz mizeme divat jako
na podilohu, v niz nékolik prvych ¢lent posloupnosti je pomoci pfidanych omezujicich podminek
pevné urceno. Prodlouzeni posloupnosti pak znamena pridani nové omezujici podminky.

Pii backtrackingu v8ak prohledavame strom fegeni vzdy do hloubky (jinak by to nebyl backtrac-
king), zatimco v metodé v&tvi a mezi lze dalsi postup FeSeni volit svobodnéji, a tedy zpravidla
vyhodngji (nap¥. pomoci priorit, viz 4.3.5). V backtrackingu lze k zamezeni zbyteéného vétveni
pouzit i jiné triky neZ dolni, popf. horni odhady. A kone¢né&, backtracking 1ze pouZzit také k feSeni
iloh, které nemaji optimaliza¢ni charakter.

4.5 Heuristické algoritmy

V praxi mnohdy vystaéime s FfeSenim, které neni nutné optimalni, ale je je ,,dostate¢né dobré“, které
vsak ziskdme rychle. Algoritmy, které poskytuji takovato feSeni, nazyvame heuristické. Funguji bez
zaruky, nebo (méné ¢asto) jen s omezenou zarukou. Tyto algoritmy byvaji zaloZeny na nejriznéjsich
principech. Zminime se stru¢né o nejdulezitéjsich z nich.

4.5.1 Heuristiky hladového typu. Mnohé heuristické algoritmy pracuji tzv. hladovym zpt-
sobem: FeSeni vytvari (konstruuji) postupné, pficemz v kazdém kroku se (chamtivé) snazi o co
nejveétsi zlepseni ucelové funkce, popf. o co nejvétsi usporu.

Naptiklad pii feSeni problému batohu 4.3.8 budeme davat do batohu vzdy predmét, ktery ma
nejlepsi mérnou cenu a do batohu se cely vejde. Samoziejmé se muZe stat, ze se ,,chamtivost
nevyplati“ a vysledkem je feSeni, které neni optiméalni. Piikladem je pravé instance tlohy batohu
FeSend v 4.3.8 (vyzkousejte).

Dalsim prikladem heuristiky hladového typu ne indexové metoda feSeni dopravni dlohy 3.2.2,
str. 50.

Do tfetice je tfeba zminit tzv. hladovy algoritmus pro hleddni minimélni kostry grafu 8.5.9,
str. 100, ktery také funguje hladovym zptusobem, ale na rozdil od pfedchozich dvou piiklada
poskytuje zaru¢ené (dokazatelné) optimalni feseni. Ulohy, v nichZ hladovy postup zarucené vede
k optimélnimu feSeni, jsou ovSem velmi vyjimeéné.

4.5.2 Heuristiky vyuzivajici ndhodu. Neékteré heuristické algoritmy feSeni mnohokrat