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Kapitola 1

Uvod do operaéniho vyzkumu

1.1 Proc tak divny nazev

Za 2. svétové valky bézel ve Velké Britanii vyzkumny projekt nazvany ,Research in Military
Operations*“. Jeho cilem bylo zvysit efektivitu vojenskych operaci, snizit ztraty v namoini doprave
nebo pri bombardovani nepratelského tizemi. Pii feseni byly pouzivany prevazné matematické
metody. ReSené problémy byly pievadény na matematické tlohy, které dany problém modelovaly.
Na zéakladé vysledku feSeni téchto matematickych tdloh pak byly formulovany zavéry pro puvodni
problém.

Po vélce se zjistilo, ze podobné metody lze pouzit i v civilni oblasti. Vznikly obor se zacal
vyucovat na univerzitdch pod nédzvem ,Operations Research“ popt. ,,Operational Analysis“. Odtud
ceské ,operacni vyzkum* nebo ,operacni analyza“.

1.2 Modely

1.2.1 K c¢emu jsou modely. Pro opera¢ni vyzkum je charakteristické pouzivani tzv. modelii.
Pomoci modelu popisujeme (zobrazujeme) podstatné vlastnosti modelovaného systému. Modelovat
Ize ¢ast realného svéta, ale i néjaky jiny model.

Model, jako lidsky vytvor, nikdy nemuze zobrazovat cely svét (nebot je sdm jeho soucdsti) a
nemuze zobrazovat vSechny jeho vlastnosti. Z (mozna nekoneéné mnoha) vlastnosti reality si tedy
pri tvorbé modelu musime vybrat ty, které pokladame pro feseni daného problému za dilezité a
se kterymi dovedeme pracovat.

Neexistuje univerzalni ndvod pro tvorbu dobrého modelu.

Model, ktery zachycuje priliS§ mnoho vlastnosti, je tézké sestavit a je zpravidla tézké s nim
pracovat. Model, ktery zachycuje prili§ malo vlastnosti je zpravidla méné presny, ale muze byt
snaze zvladnutelny.

Model lze rozlicnymi metodami zkoumat, s modelem pak lze napiiklad experimentovat, lze
na ném vyhodnocovat rtizné veli¢iny, 1ze optimalizovat jeho parametry. Podstatné je, ze zkoumani
modelu lze délat mimo modelovany kus svéta, nebot prace s modelem je zpravidla levnéjsi a rychlejsi
a lze délat i takové experimenty, které by v redlném svété mohly mit katastrofické nasledky.

Dilezitou strankou modelovani je prenést vysledky prace s modelem zpét do redlného svéta.
Pritom jde jednak o preklad zavéru z re¢i modelu do Tec¢i ptuvodni problémové oblasti, jednak
o prosazeni a uskutecnéni téchto zaveéra.

Existuje mnoho druhti modelt. Lisi se podle toho, které vlastnosti modelované casti svéta
zobrazuji a podle toho, jak jsou realizovany.
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6 Kapitola 1. Uvod do operaéniho v§zkumu

1.2.2 Fyzikalni modely jsou zpravidla zmensené kopie modelovaného objektu. Prikladem
jsou papirové modely budov, které pouzivaji architekti nebo model (¢dsti) letadla ofukovany
v aerodynamickém tunelu.

1.2.3 Matematické modely zobrazuji modelovanou ¢ast svéta pomoci matematickych vztaht.
Ulohy o modelovaném objektu se tak prevadéji na matematické tlohy, které pak lze fesit matema-
tickymi metodami.

Matematické modely jsou obecné nesmirné rozmanité. Vyznacnymi typy matematickych modela
jsou modely vyhodnocovaci a modely optimalizac¢ni.

1.2.4 Vyhodnocovaci modely slouzi k vypoctu nezndmych veli¢in z velicin zndmych. Tyto

modely ¢asto maji podobu vzorctl nebo rovnic. Casto jde o soustavy diferencidlnich rovnic, jejich

feSeni pak jsou funkce, které 1ze chapat jako predpovéd budouciho chovani modelovaného systému.
K feseni nékterych vyhodnocovacich tiloh lze pouzit simulaci (viz 1.2.6).

1.2.5 Optimalizaéni modely slouzi k hleddn{ nejlepsiho (tzv. optimdlnfho) feseni. Modelo-
vany systém je zobrazen pomoci matematické optimalizacni dlohy (viz. 1.4).

Poznamenejme, ze k hledani co nejlepsiho feseni 1ze vyuzit i vyhodnocovaci model, a to tak, ze
experimentujeme se zménami parametri a pamatujeme si nejlepsi dosud nalezené feseni. Jistotu,
7e nalezené reSeni je skuteCnym optimem takto ziskate jen naprosto vyjimecné.

1.2.6 Simula¢ni modely jsou zvlastnim druhem vyhodnocovacich modelt, a to takové, kde
¢as modelovaného systému je zobrazen jako ¢as v modelu. Tedy ¢asové usporadani udélosti (co
predchdzi a co nasleduje) je v modelu stejné jako ve skuteénosti. V simula¢nim modelu tedy mohou
probihat déje, které jsou obdobou déju skutecnych. Simulovat znamena napodobovat.

Se simula¢nimi modely lze experimentovat, pricemz cilem experimentti byva nejen hledédni
nejvhodnéjsich parametri modelu (optimalizace), ale nap¥. vycvik obsluhujiciho personalu. Napr.
letecké nebo automobilové trenazery jsou vlastné simula¢nimi modely.

Podle realizace se simulacni modely déli na fyzikalni a pocitacové.

Simula¢ni modely se déle déli na deterministické (nepfipoustéjici ndhodu) a stochastické
(pFipoustéjici ndhodu a s ndhodou pocitajici).

K simulaci ndhodnych déji se pouziva tzv. metoda Monte-Carlo, tj. simulacni experiment se
bud mnohokrat ndhodné opakuje, nebo se nechd (ndhodné) probihat dostatecné dlouho, a vysledky
se vyhodnoti statistickymi metodami.

Pozor, nezaménujte pojmy ,simulace” a ,metoda Monte-Carlo“. Metoda Monte-Carlo jako
takova spoc¢ivd v provadéni ndhodnych experimentii (které vitbec nemusi byt simulacéni) a v jejich
statistickém vyhodnoceni. Zdaleka ne kazd4 simulace se déld metodou Monte-Carlo (napf. simulace
deterministickych déji) a naopak metodu Monte-Carlo lze pouzit i pro jiné tcely nez pro simulaci.

1.2.7 Mize byt model chybny? BohuZel ano. Zda je model chybny, se obvykle pozna podle
toho, ze vysledky pomoci modelu ziskané, jsou ve svété puvodniho modelovaného problému
pouzitelné.

1.3 Klasické c¢asti operacniho vyzkumu

Nékteré casti operacniho vyzkumu jsou charakterizovany pouzitymi matematickymi metodami,
jiné ¢asti nesou svij nazev podle aplikacni oblasti.

Linearni programovani je predmétem kapitoly 2, str. 9. Jde o velmi Siroce pouzitelnou mate-
matickou optimaliza¢ni metodu.
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1.4. Optimaliza¢ni tlohy 7

Teorie grefti je dalsi siroce pouzitelnou matematickou disciplinou, kterd umoznuje formulovat a
resit fadu praktickych problému, viz kapitola 8, str. 91.

Teorie pravdépodobnosti umoznuje resit problémy, v nichz hraje roli nahoda, viz kapitoly 9-13.

Teorie front je pojmenovana podle aplika¢ni oblasti. Zabyva se nesouladem mezi ¢asové nesouro-
dymi pozadavky na poskytnuti néjaké sluzby a omezenymi moznostmi tu sluzbu poskytovat,
viz kapitola 12, str. 147.

Teorie zasob fesi problém kdy a jak doplnovat zasoby tak, aby ndklady s tim spojené byly
minimélni, viz kapitola 6, str. 83.

Teorie rozvrhovani se zabyvéd pridélovanim préce tak, aby vSechny prace byly (pokud mozno)
dokonéeny vcas nebo aby se minimalizovalo zpozdéni (penéle).

Atd...

Nékteré pojmy a triky se uplatnuji ve vice aplikac¢nich oblastech. Plati to zejména o linearnim
programovan{ (kapitola 2, str. 9) a teorii grafu (kapitola 8, str. 91).

1.4 Optimalizac¢ni Glohy

Optimalizac¢ni dloha je druh matematické ulohy, ve které je tikolem najit nejlepsi pripustné reseni.
Je treba vysvétlit, co to je resent, které reseni je pripustné a co je minéno slovem nejlepsi.

1.4.1 Mnozina pripustnych reSeni. V optimaliza¢nich wlohdch hleddme reseni, které je
nejlepsi mezi vSemi tzv. pripustnymi feSenimi. Mnozina vsech pfipustnych reseni vsak obvykle neni
déana seznamem svych prvka. Obvykle mame danu mnozinu, které rikame prostor resent, a seznam
podminek, kterym rikame omezujici podminky. Mnozina pripustnych reseni pak je tvorena vSemi
FeSenimi (tj. vSemi prvky prostoru feSeni), kterd spliiuji omezujici podminky.

Je-li omezujicich podminek nékolik, musi je pfipustné reseni spliovat vSechny najednou.

Tutéz mnozinu pripustnych feSeni lze ¢asto definovat nékolika zptisoby.

Hledéame-li naptiklad vlakové spojeni v jizdnim fadu, muZeme za prostor feSeni pokladat
vSechna spojeni z vychozi do cilové stanice. Omezujici podminky pak mohou urcovat, jak velkd ma
byt ¢asova rezerva pri prestupovani. Muzeme vSak také za prostor feseni prohlasit vsechna vlakova
spojeni odkudkoli kamkoli a formou omezujicich podminek pozadovat, aby jizda zacinala a koncila
ve spravné stanici.

Zpusob, jakym je definovina mnozina pripustnych feseni, ma velice podstatny vliv na zptisob
feSeni ulohy, protoze pri feSeni, chtéj nechtéj, musime vychézet z tvaru a zpusobu, jak je tloha
zadéna.

1.4.2 Ucelova funkce. Které feseni je lepsf a které horsf urcuje v optimaliza¢nich dlohéch tzv.
ucelovd funkce, coz je zobrazeni, které kazdému pripustnému reseni prirazuje Cislo, kterému rikdme
hodnota tcelové funkce.

Optimalni reseni je pak takové pripustné reseni, které mé mezi vSemi pripustnymi feSenimi
nejmensi nebo naopak nejvétsi hodnotu icelové funkce. Zalezi na charakteru tlohy — napr. naklady
obvykle minimalizujeme, zatimco zisk zpravidla chceme co nejvetsi, ale nemusi to tak byt vzdy.

Mize se stat, ze tloha ma nékolik optiméalnich feseni. VSechna optimalni feseni téze ulohy
ovSem musi mit stejnou hodnotu ucelové funkce.
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8 Kapitola 1. Uvod do operaéniho v§zkumu

1.4.3 Typ tlohy, instance tlohy a zadani dlohy. Slovem ,iloha“ byvaji ¢asto oznacovany
dvé dosti odlisné véci:

Typ tlohy urcuje zpusob, jak je zadana tucelova funkce, zda jde o minimalizaci nebo o maxi-
malizaci, a zpusob, jak je zaddna mnozina pripustnych reseni. V tomto smyslu tedy mluvime napf.
o Uloze linedrniho programovani, ¢imz mame na mysli obecny typ (druh) tlohy.

Ulohy urcitého typu mohou mit spousty riznjch instanci (konkrétnich pripadir), které se lisi
napft. v konkrétnich hodnotéach ¢iselnych parametri.

Instance tulohy je konkrétni pripad tlohy, ktery je zadan tak konkrétné, zZe md smysl ji resit
(pocitat) nebo se o to alespon pokouset. Zaddni tlohy jsou vlastné data (mnohdy ¢iselnd), kterymi
se odlisuji jednotlivé instance tlohy.

Naptiklad pro tlohu (tj. typ dlohy) najit v grafu nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy mus{ zadani
ilohy obsahovat popis konkrétniho grafu, ohodnoceni hran jejich délkami a pocatec¢ni a koncovy
vrchol hledané cesty. Teprve mame-li k danému typu tlohy tyto konkrétni idaje, ma smysl zacit
pocitat.

Naopak obecny algoritmus pro feSen{ tloh daného typu (tj. pro TeSeni vSech instanci) lze
vymyslet na zdkladé znalosti typu tlohy, tj. i bez konkrétniho zadani (bez dat).

1.4.4 Vicekriterialni optimalizace se zabyva tlohami, v nichz mame nékolik tucelovych
funkci. Napriklad hleddme cestu a chceme, aby byla co nejlevnéjsi a soucasné co nejrychlejsi. Na-
jit TeSeni, které by optimalizovalo vsechny ucelové funkce soucasné, obvykle neni mozné. Ostatné
pravé proto téch tucelovych funkei je nékolik a ne jedna univerzalni.

Metodami vicekriteridlni optimalizace se (v tomto skriptu) nebudeme zabyvat, to by bylo na
samostatnou prednasku, ale nastinime alespon nékteré zakladni moznosti:

e Nahradit vSechny ucelové funkce jejich vazenym primérem. Tim se z nékolika tucelovych
funkei stane funkce jedinad. Samoziejmé je problém korektné stanovit viahy jednotlivych
ucelovych funkei. (Pozor, Gc¢elovou manipulaci s vahami lze nékdy délat divy a korupce pak
kvete.)

e Hledat pripustné feSeni, které je nejblize néjakému idedlnimu (ale nepiipustnému) feseni.
Zde je problém jednak v definici idealniho feseni, jednak ve zpusobu méreni vzdalenosti od
tohoto Teseni.

e Hledat takové pripustné feseni, které pii srovnani s kterymkoli jinym pripustnym fesenim je
v alespon jedné ucelové funkci lepsi nebo alespon stejné dobré. To ovsem zdaleka nemusi byt
jednoznacné.
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Kapitola 2

Linearni programovani

Linedrni programovéani (ddle budeme ¢asto uzivat zkratku LP) je vyznacnou a klasickou souéasti
operacniho vyzkumu. Z matematického hlediska jde o typ optimalizac¢ni tlohy, o metody jejiho
feSeni a o teorii, na které jsou tyto metody zalozeny.

Slovo ,,programovani* v nazvy je z dnesniho pohledu ponékud matouci, protoze dnes se progra-
muji zejména pocitace, ale v dobé vzniku operacniho vyzkumu slovo ,,programming* vyjadiovalo
stanoveni poradi, ¢asu a zpusobu planovanych udalosti, obvykle s cilem udélat to ,co nejlépe*.
V kontextu operacniho vyzkumu slovo ,programovani“ chapejte jako ,optimalizaci®.

2.1 Formulace ulohy a aplikace.

2.1.1 Obecny tvar tlohy LP. Prostorem feSeni tlohy linedrniho programovéni (LP) je n-
rozmeérny vektorovy prostor R™. Resenimi tlohy tedy jsou n-rozmérné vektory, tj. usporadané
n-tice redlnych ¢&isel (x1,...,%y,).

Ucéelova funkce tlohy LP je linedrn{ funkef n proménnych, m4 tedy tvar
L(z) =c1x1 + coxa + ... + g

kde c1, ..., ¢, jsou konstanty, kterym fikame cenové koeficienty nebo také koeficienty tcelové
funkce. Ucelova funkce se bud maximalizuje nebo minimalizuje, coz zapisujeme jako

L(z) - max nebo maxL(x),

L(z) - min nebo min L(x) .

Omezujici podminky jsou v tloze linearniho programovani dvou typii:

Podminky pro jednotlivé proménné omezuji pro kazdou jednotlivou proménnou z;
mnozinu hodnot, kterych tato proménnd smi nabyvat. V praxi nejbéznéjsi jsou pod-
minky nezédpornosti, tj. podminky tvaru x; = 0. Dal$imi moznymi piipady jsou pod-
minka nekladnosti, tedy z; = 0 a také ,vibec zddnd podminka*“, tj. ,neomezeno.

Strukturni podminky maji tvar linedrnich nerovnosti nebo rovnic, maji tedy tvar

<
a171m1 =+ a17212 4+ ... (117"1’” = b1
<
a2,1T1 + G222 + ...02 Ty = by
<
Am, 121 + Am 222 +... am,nxn = bm
kde na misté oznaceném § se miuze vyskytnout symbol <, 2 nebo =
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10 Kapitola 2. Linedrni programovani

2.1.2 Klasicky priklad — vyroba pfi omezenych zdrojich. Jde o nejznamé;jsi aplikaci ilohy
LP. Ukolem je maximalizovat zisk z vyroby n mozngch vyrobki, pfi¢emz vyrobni zdroje (materialy,
energie, prace) jsou omezeny.

Vyrobky, jejichZz vyrobu uvazujeme, ozna¢me (pevné) piirozenymi ¢&isly 1,...,n. Predpokls-
dame, Ze jsou znamy ceny ci,...,c,, za které lze tyto vyrobky prodat na trhu a ze tyto ceny
nezavisi na mnozstvi prodanych vyrobki.

Pti vyrobé spotiebovavame m zdroju. Typickym zdrojem je materidl, ale muze to byt i energie,
lidskd prdce (méfend ve clovékohodindch) apod. Predpokladdme, Ze spotifeba zdroju je pfimo
umeérnd velikosti vyroby, pficemz koeficienty této imérnosti jsou zndmy. Oznacme a;; spotiebu
i-tého zdroje na vyrobu jednotkového mnozstvi j-tého vyrobku. Déale predpokladame, Ze jsou znama
disponibilni mnozstvi b; jednotlivych zdroji, ktera lze pro vyrobu pouzit.

Tuto tlohu lze matematicky modelovat tilohou LP. Oznac¢me

z;  kolik se ma vyrobit j-tého vyrobku,

cj  cena, za kterou lze prodat jednotkové mnozstvi j-tého vyrobku,

b;  disponibilni mnozstvi i-tého vyrobniho zdroje (kolik ho méme k dispozici),
ai; spotfeba i-tého zdroje na vyrobu jednotkového mnozstvi j-tého vyrobku.

Uloha LP pak mé tvar

c1x1 + X2 + ... +Chx,, — max
1121 +a12%2 + ... a1 0T, = by
2121 + a22%2 + ... G20y, = bo
Am, 11 + A, 22 + ... Am,nTn é bm
T1y-.-,Tn 2 0

Uvédomte si, Ze jde o zjednoduseny model realné situace. Formulujte, v ¢em tato zjednoduseni
spocivaji.

2.1.3 Maticovy zapis tlohy LP. Oznaéime-li ¢ = (c1,...,c,)", Ize iéelovou funkei vyjadiit
jako skaldrni soucin L(z) = c'z.

Koeficienty strukturnich podminek lze pokladat za prvky matice

1.1 a2 cee Q1n

a2.1 ag 2 ce. Q2.
A =

Am,1 aAm,2 cer OQmn

a koeficienty pravych stran strukturnich podminek mtizeme pokladat za sloupcovy vektor b =
= (b1,...,bm)T. Jsou-li viechny strukturni omezujici podminky stejného typu, tj. véechny typu
,<¢ vSechny typu ,=“ nebo vSechny typu ,=¢, lze strukturni podminky elegantné vyjadrit
maticovym zapisem

Az < b nebo Ax Z2b nebo Az =1b.

Podobné, jsou-li podminky pro jednotlivé proménné vsechny stejného typu, tj. vSechny typu
xj 2 0 nebo vSechny typu z; < 0, lze je vyjadrit vektorové jako

20 nebo 0.

Jako priklad maticového zapisu tlohy uvedeme zapis tlohy planovani vyroby pfi omezenych
zdrojich 2.1.2.
cTr — max
Az b
z20
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2.1. Formulace tlohy a aplikace. 11

2.1.4 Doporuceny postup tvorby modelu LP.
1. Rozhodnéte, co budou vyjadiovat proménné tlohy LP a v jakych to bude jednotkach.
2. Formulujte slovy, co chcete optimalizovat, a vyjadiete to pomoci ucelové funkce.
3. Formulujte slovy vSechny omezujici podminky a vyjadrete je pomoci nerovnosti a rovnic.

4. Specifikujte vyznamy konstant a koeficientti obsazenych v zadani tilohy LP. Urcete jednotky,
v nichz jsou vyjadfeny.

5. Zkontrolujte, zda obé strany kazdé strukturni omezujici podminky jsou vyjadreny ve stejnych
jednotkach. Samo o sobé to spravnost modelu nezarucuje, ale ¢asto tak odhalite chybu.

6. Zkontrolujte, zda pro kazdou proménnou plati, ze ve vSech jejich vyskytech v omezujicich
podminkach a v icelové funkci ta proménna vyjadiuje totéz a ve stejnych jednotkach.

7. Predstavte si néjaky vysledek feSeni modelu (optimdln{ fesen{ tilohy LP) a zkuste z néj od-
vodit Teseni puvodniho modelovaného problému. Pokud to nejde, néco je asi Spatné. Nechybi
napr. omezujici podminka? Tento test zkuste s nékolika tfeba i ,,divokymi“ fesenimi tlohy LP.

Linedrni programovani je mocny, ale nikoli vSemocny, druh matematického modelu. Existuje mnoho
problémt, na které se linearni programovani nehodi.

2.1.5 Ukazka hledani spravného modelu. Predvedeme, jakym zptisobem lze o modelu LP
uvazovat. Uvidime, ze ne kazdy model je spravny a ze spravny model nemusi byt jen jeden.
ZADANT ULoHY. Podnik vyrdbi ¢tyfi druhy vyrobka Vi, Vs, Va3, Vy, jejichZz mnozstvi méfime
v tundch. K vyrobé se pouzivd zafizeni Z, které méa omezenou c¢tvrtletni kapacitu 1200 hodin.
Dale se k vyrobé vyuziva surovina S, jejiz ¢tvrtletni spotreba je omezena 1400 tunami. Vyrobek
V1 je polotovar, ktery se pouziva pro vyrobu vyrobki V5 a Vj, ale zaroven muze byt i samostatné
prodavan. Odbytové ceny v hypotetickych penéznich jednotkach Pj, za které budou vyrobky
prodéavany, a koeficienty spotieby omezujicich zdroji jsou dany tabulkou:

| [ Ve[ Vs [ Va]

odbytova cena [j/t] ][ 300 | 600 | 1000 | 3000
spotfeba ¢asu zafizen{ Z [hod/t] || 1.5 | 1 2 2.5
spotfeba suroviny S [t/t] 2 |15 2 1.2
spotfeba vyrobku V; [t/t] - 105 - 0.1

Vysledny model ma umoznit nalezeni optimalniho vyrobniho programu tak, aby bylo dosazeno co
nejvétsiho odbytu za ¢tvtletni vyrobu.

PRVNT POKUS je inspirovan podobnosti s klasickou tlohou vyroby pfi omezenych zdrojich.

Vyrobena mnozstvi vyrobka Vi, ...,V vyjadiime proménnymi x1, ..., z4.
300x1 + 600z + 1000z3 + 300024 — max
1.521 + o + 223 + 2.524 § 1200
21’1 + 15562 + 21‘3 + 12934 § 1400 MO
xrq1 — 0.51’2 — 0.1.1?4 z 0
L1y, T4 z 0

Treti strukturni podminka zde vyjadiuje, ze vyrobku V; musime vyrobit aspon tolik, kolik jej
spotfebujeme na vyrobu V, a Vj. Srozumitelnéji by to vyjddfila nerovnost x; = 0.5z5 + 0.1z4, ale
abycho méli na pravé strané jen konstanty, prevedli jsme proménné x,, x4 na levou stranu.

Je tato instance tlohy LP spravnym modelem ptavodniho zadani? Nez otocite stranku,
pokuste se sami zjistit, zda je model My v poradku, a pokud neni, v ¢em je problém, co je Spatné.
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12 Kapitola 2. Linedrni programovani

Problém je v tom, Ze proménné x; je v iicelové funkci pouzita v jiném vyznamu, nez ve struktur-
nich podminkéach. Do hodnoty ucelové funkce bychom méli pocitat cenu nikoli celého vyrobeného
mnozstvi vyrobku V7, ale jen cenu toho mnozstvi vyrobku V7, které nebude spotfebovano pri vyrobé
vyrobkia V5 a V.

To je chyba, pouzitim takového modelu bychom mohli ziskat feseni, které by nebylo optimalni ve
smyslu ptivodniho zadani. Pro presnéjsi vyjadrovani rozliSme oba vysSe uvedené vyznamy proménné
1 timto znacenim:

T1, Vvyrobené mnozstvi vyrobku V7,
z1p prodané mnozstvi vyrobku V;.

Ukéazeme, ze pro sestaveni korektniho modelu mtzeme pouzit jednu, nebo druhou, nebo dokonce

obé tyto proménné dohromady.

MODEL ZALOZENY NA VYROBENEM MNOZSTVI 21,.

Omezujici podminky byly v modelu My spravné, jen namisto z; v nich pouzijeme nové
znaceni x1,. V celové funkei oviem musime prodejni cenu 300 Pj/t ndsobit prodanym mnozstvim
vyrobku V7, tedy mnozstvim xq, — 0.5x5 — 0.1x4. Ucelova funkce tedy bude

300 - (z1, — 0.529 — 0.124) + 60025 + 100025 + 300024 — max ,
coz po zjednoduseni je
300x1, + 45022 + 10003 + 297024 — max .

Vysledny model M, tedy vypada takto:

300x1, + 600x2 + 100023 + 30004, — max
1.521, + o2 + 223 +2.524 < 1200
201y + 1.529 + 223 +1.224 < 1400 M,
Ty — 05.1‘2 — 0.1334 2 0
T1y, T2, 23,24 = 0

MODEL ZALOZENY NA PRODANEM MNOZSTVI 1.

Zde muzeme ucelovou funkci prevzit z modelu My, jen namisto proménné x; pouzijeme nové
znaceni x1,. V omezujicich podminkdch je ovSem nutno proménnou z; nahradit vyrazem pro
vyrobené mnozstvi vyrobku Vi, tedy vyrazem xi, + 0.5z2 + 0.1z4. Provedenim této ndhrady
dostaneme

30021, + 6002 4+ 1000x3 4+ 3000z, — max
1.5 (x1p + 0.5z2 + 0.124) + 2 + 223 +2.524 = 1200
(a:lp + 0.529 + 0.1.’174) — 0.529 — 0.124 z 0
Tip, T2,T3, T4 2 0
a po zjednoduseni dostaneme
30021, + 6002 + 1000x3 + 3000x4 — max
1.5x1, + 1.75x9 + 223 4+ 2.6524 < 1200 M
21, + 2.529 + 223+ 1424 < 1400 P
> 0

T1p, T2, T3, T4

Vsimnéte si, ze treti strukturni podminka z modelu My se provedenim ndhrady zménila na
podminku x1, = 0 a tim se de facto ze strukturni podminky stala omezujici podminkou pro
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2.1. Formulace tlohy a aplikace. 13

jednotlivou proménnou x1,. Tim jsme jednu strukturni podminku ,uSetfili“. Vliv spotfeby vyrobku
V1 pro vyrobu V5 a V4 na spotfebu suroviny S a na ¢as zafizeni Z je zapocten ve zménénych
koeficientech zbylych dvou strukturnich podminek.

Dodejme, Ze po vypocteni optimalnich hodnot x1,,x2, 23,24 1ze velikost vyroby vyrobku V;
vypocitat jako x1, = x1, + 0.522 + 0.124.

MODEL S OBEMA PROMENNYMI 21, A 1, pouzivad obé proménné, kazdou z nich tam, kde je to
pohodInéjsi, tedy proménnou z;, v ucelové funkci a proménnou z1, ve strukturnich omezujicich
podminkéach. Za toto pohodli ovSem zaplatime tim, Ze musime ptidat dalsi strukturni podminku,
kterad definuje vztah mezi proménnymi z;, a 1. Vysledny model vypada takto:

300z1, + 600x2 + 100023 + 3000x4 — max
1.5z, + T9 + 2¢3 + 2.5x4 < 1200
21, + 1.5z + 223+ 1.2z4 < 1400 M,,
T1y — T1p — 0.572 — 01lxy = 0
T1y, T1p; T2, T3, T4 = 0

SHRNUTI.  VSechny tfi modely M,, M, M,, jsou spravné a ackoli to na prvni pohled neni
ziejmé, jsou rovnocenné. Vysledky ziskané z jednoho modelu lze snadno prevést do Teci ostatnich
dvou modelti. Vypoctem podle kteréhokoli z téchto ti{ modeli samoziejmé také dostaneme stejné
optimalni FeSeni. x1, = 428/53, Tip = X2 = T3 = 0, x4y =45 15/53.

2.1.6 Uloha o smési je dalsi klasickou aplikaci linedrniho programovani. Ukolem je z danych
surovin pripravit co nejlevnéjsi smés s predepsanym slozenim, pricemz kazda surovina je sama
smeési. Predpokladdame, ze o kazdé suroviné zname jeji cenu i jeji presné slozeni.
Jako proménné v modelu LP zvolime mnozstvi jednotlivych surovin pouzitych ve vysledné

smeési. Oznac¢me

x;  mnozstvi j-té suroviny vlozené do smési,

¢j  cena za jednotkové mnozstvi j-té suroviny,

b;  mnozstvi latky i ve vysledné smési,

a;; mnozstvi latky ¢ v jednotkovém mmnozstvi j-té suroviny.

Uloha LP pak m4 tvar
T

cx — min
Az = b
z 2 0.

2.1.7 Problém vyzivy je de facto specidlnim pripadem tlohy o smési. Hleddme, kolik mame
snist kterého jidla, abychom snédli predepsand mnozstvi jednotlivych Zivin a pfitom abychom se
stravovali co nejlevnéji.

Viz téz zertovnd aplikace v 2.10.3, str. 44

2.1.8 Dopravni iloha. Mame m dodavatell, ktefi dodavaji stejny druh zbozi a n spotrebiteli,
ktefi toto zbozi spotfebovavaji. Zname ceny za dopravu mezi vsemi dodavateli a vsemo spotiebiteli.
Ukolem je zorganizovat dopravu co nejlevnéji. Ozna¢me

a; = kapacita i-tého dodavatele (kolik zboZi je schopen dodat),
b; = pozadavek j-tého spotfebitele (kolik zbozi chce spotfebovat),
c¢ij = cena za dopravu jednotkového mnozstvi zbozi od i-tého dodavatele
k j-tému spotiebiteli,
245 = mnozstvi zbozi dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spotfebiteli.
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14 Kapitola 2. Linedrni programovani

Pak m4 uloha LP tvar

m n
E E CijTij — min

i=1 j=1

n
E Lij = @
Jj=1
m
> wi; = b
i=1

xij

v

0 pro vsechna ¢, j

Vsimnéte si, ze zde madme m - n proménnych, které jsme pro pohodli indexovali dvéma indexy,
lze se tedy na né divat jako na matici. Pfesto lze proménné sefadit do jedné posloupnosti (napr.
po Fadcich) a celou tlohu pfepsat ve tvaru tlohy linedrnfho programovani.

Dopravni tlohou se budeme zabyvat v kapitole 3, str. 49.

2.2 ReSeni dvourozmérnych tloh LP

nakreslenim obrazku. Na dvourozmérnych prikladech ukazeme, co se muze stat.

2.2.1 Grafické reseni uloh LP.
e Nakreslete mnozinu pfipustnych feseni (jde o prunik piimek a polorovin).
e Je-li prunik prazdny, stop, iloha nemad pfripustné reseni.
e Nakreslete smér optimalizace.

e Zvolte zkusmo néjakou hodnotu tcelové funkce H a nakreslete mnozinu bodi, které maji
hodnotu tcelové funkce rovnou H. Je to primka kolma na smér optimalizace a je urcena
rovnici L(z) = H.

e Najdéte rovnobézku s touto primkou a to takovou, kterd ma neprazdny prunik s mnozinou
pripustnych feseni a je nejzazsi ve sméru optimalizace. Tento prinik je mnozinou optimélnich

Teseni.

2.2.2 Piiklad — jedno optimélni FeSeni. Re$me tilohu

2rx1 4+ 32 — max
1 — 2290 =<2
—2x1+x9 =<2
r1+x2 =<5
1 =2 0
o =2 0

Viz obrazek 2.1. Pro zacatek jsme zvolili hodnotu dcelové funkce H = 6, prislusna primka je
nakreslena ¢arkované. Posunujeme ji rovnobézné ve sméru optimalizace (tj. zvétsujeme H), dokud
tato pfimka mé nepréazdny prunik s mnozinou pfipustnych feseni.

Bod (1,4), ktery je optimalnim FeSenim, lezi v pruseéiku pfimek uréenych prvou a t¥et{ omezujici
podminkou.

Omezujicim podminkdm, které takto urcuji optimdlni feseni, fikdme aktivni omezujici pod-
minky. Jejich jaktivita“ spoc¢ivd v tom, ze jakakoli drobnd zména aktivnich podminek ma za
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T2 721‘1 + X9 § 2

\<2x1 + 35 — max

1‘1—2$2§2

T

) >.’L’1+$2§5

Obréazek 2.1: Jedno optimalni Feseni.

nasledek zménu optimalniho feSeni. VSimneéte si, ze u ostatnich podminek by jejich drobna zména
neméla vliv na soutfadnice optimalniho feseni. Dokonce i odstranénim neaktivni podminky by se
optimalni feSeni nezménilo.

Kterd omezujici podminka je aktivni, to samoziejmé zalezi na sméru optimalizace, tedy na
koeficientech 1ucelové funkce. Zménou téchto koeficienti lze smér optimalizace libovolné ménit
(otécet). Kazdy smér muze byt smérem optimalizace.

Vsimnéte si, ze kazdy krajni bod mnoziny ptipustnych reseni mtze byt optimalnim fesenim pri
vhodné zvolené ucelové funkci.

2.2.3 Piiklad — vice optimélnich FeSeni. Resme tlohu z piikladu 2.2.2, ale s pozménénou
tcelovou funkei (a tedy s jingm smérem optimalizace):

2x1 + 222 — max ,

Na obrazku 2.9 je mnozina optimélnich Feseni nakreslena tlusté.

T2 —2r1 + 19 <2

\<2x1 + 229 — max

1’1—21’2§2

Z1

> £L'1+.’E2§5

Obrazek 2.2: Vice optimdlnich feseni (piiklad 2.2.3).

2.2.4 Priklad — vice optimalnich reseni II. Podobny priklad, ale s ticelovou funkci
—2x1 4+ T2 — max .

je na obrazku 2.3. Mnozinu optimélnich feseni tvoii jind tsecka.
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16 Kapitola 2. Linedrni programovani

T2 72%1 —+ X9 S 2

(E1—2.’L'2§2

T

>$1+$2§5

Obrazek 2.3: Vice optimdlnich Feseni (piiklad 2.2.4).

2.2.5 Priklad — neomezena ucelova funkce. V tloze 2.2.2 vynechejme tfet{ omezujici
podminku. Z obrazku 2.4 je zfejmé, Ze tloha sice ma mnoho pripustnych feseni, ale zadné z nich
neni optimalni. Ke kazdému pfipustnému reseni totiz existuje pripustné reseni s lepsi hodnotou
ucelova funkce.

—21[,’1 —+ X2 < 2
/\\<2x1 + 3x2 — max
xr1 — 209 < 2
Z1

Obrazek 2.4: Neomezens ticelova funkce, tiloha nemé optimalni feseni.

Ve dvourozmeérném prostoru to snadno vidime z obrazku. Ve vicerozmérnych prostorech takovy
pripad muze nastat také, ale k jeho rozpoznani budeme potiebovat vypocetni aparat.

Vsimnéte si, ze nutnym predpokladem, aby ucelovd funkce mohla byt neomezend, je to, Ze i
mnozina piipustnych feSeni je neomezend, tj. nevejde se do jakkoli veliké (ale koneéné) krychle.
Ovsem pozor — naopak to neplati — i kdyz je mnozina pripustnych reseni neomezend, tuloha
presto miize mit optimalni feseni. Napiiklad v nasi tloze zaménte maximalizaci za minimalizaci.
Optimélnim FeSenim pak bude bod (0,0) navzdory tomu, Ze mnozina priipustnych TFeSeni je
neomezena.

2.2.6 Priklad — neomezeni mnozina optimalnich reseni. V predchozim piikladé zménime
ucelovou funkei na

—2x1 + T2 — max .

Mnozina pripustnych feseni je stale neomezend, ale poloptimka, ktera je na obrazku 2.10 nakreslena
tlusté, je tvofena samymi optimalnimi resenimi.
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)
—2{E1 —+ X2 S 2
‘7/ —2x1 + 2 — max
T, — 209 < 2
x1

Obrazek 2.5: Neomezend mnozina optimdlnich feseni (piiklad 2.2.6).

PozNAMKA: Kdybychom pfi stejné mnoziné pripustnych FeSeni méli tcelovou funkci z; +
+ 29 — min, tloha by méla jediné optimélni feseni a to v pocatku soutradnic.

2.2.7 Priklad — zaddné pripustné reSeni. Mnozina pripustnych feseni muze byt prazdna.
Jinymi slovy, mize se stat, ze zadny bod prostoru Feseni nespliiuje vSechny omezujici podminky,
nebo, jinak feceno, kazdy bod prostoru porusuje alespon jednu omezujici podminku.
Priklad této situace ziskdme, kdyz v tloze 2.2.2 obratime nerovnosti ve strukturnich podmin-
kach. Viz obrazek 2.6.
2x1 + 3r9 — max
—2my + 22> 2
T, — 2.’E2 z 2
1+ o § 5

T1,T2 2 0

2 —2x1 + 19 > 2

1’172%222

Z1

>£L’1+$2§5

Obrazek 2.6: Zadné p¥ipustné fedent.

Opét plati, ze ve dvourozmérném prostoru to snadno vidime z obrazku. Ve vicerozmérnych
prostorech to jiz zfejmé neni a opét: k rozpoznani tohoto pripadu budeme potiebovat vypocetni
aparat a hlubsi porozuméni.
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18 Kapitola 2. Linedrni programovani

2.3 Geometricky pohled na linearni programovani

2.3.1 Bod. Uspofddanou n-tici (z1,...,z,) redlnych ¢isel mizeme poklddat za bod n-rozmér-
ného linearniho postoru R™. Zaroven mizeme tyto n-tice poklddat za n-clenné vektory, tj. n-tice
lze (po slozkéch) séitat a lze je ndsobit ¢islem, pricemz vysledkem je zase néjakéd n-tice ¢isel, tedy
vektor (a bod).

2.3.2 Linearni kombinace. Méjme k bodi aq,...,a; v n-rozmérném prostoru a k redlnych
c¢isel tq,...,t;. Pak bod
tiar +taas + ... + trag

nazyvame linedrni kombinaci bodl ay,...,ay. Cisla t1,. .., tx nazyvame koeficienty linedrni kom-
binace.

2.3.3 Afinni a konvexni kombinace jsou speciani pripady linearnich kombinaci. Linedrni
kombinaci t1ay + taas + ... 4 tgag bodl aq, ..., ar nazyvame:

. . P k
afinni kombinaci, jestlize ) ; ;t; =1,
. . . k ) - . . .
konvexni kombinaci, jestlize ) ., ¢; = 1 a zéroven vSechna ¢; jsou nezdporna.

Mame-li dva rizné body a,b, pak mnozina vsech jejich konvexnich kombinaci je tusecka
s krajnimi body a, b a jejich afinni kombinaci je primka témito body prochazejici.

Méame-li tii rzné body a,b,c € R?, které nelezi na piimce, pak mnozina jejich konvexnich
kombinaci je trojuhelnik s vrcholy a,b,c a jejich afinni kombinace je rovina, kterd témito body
prochézi.

Vv

bodt ay,...,ar o hmotnostech t1,..., .

2.3.4 Konvexni mnozina je takovd mnozina bodu, kterd s kazdymi dvéma svymi body obsa-
huje i celou usecku, ktera tyto dva body spojuje.
Piiklady konvexnich mnozin jsou tsecka, trojihelnik (véetné svého vnittku) nebo krychle (opét
véetné vnittku). Také jednoprvkovd mnozina tvorend jedingm bodem je konvexni mnoZinou.
Prikladem mnoziny, ktera neni konvexni, je mnozina bodt, které tvoii hranici ¢tverce. Jinym
prikladem je mnozina tvorend tiseckou a bodem, ktery na té tiseCce nelezi.

2.3.5 Nadrovina, poloprostor. MnozZina bodu x = (x1,...,%,), které vyhovuji rovnici
A1 Ty, ATy = b

(kde a; a b jsou dané konstanty), se nazyva nadrovina.
Mnozina bodi = (x1, ..., 2z, ), které vyhovuji nerovnici

A1T1, ..., anTn < b pOpF. A1T1,...,anTn = b

(kde a; a b jsou dané konstanty), se nazyva poloprostor.
Kazdy poloprostor i nadrovina jsou konvexnimi mnozinami. Samoziejmeé i cely prostor R™ je
konvexni mnozinou.

2.3.6 Prunik konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

DUKAZ: Soustavu konvexnich mnozin, z nich déldme prinik, oznaé¢me S. Vezméme libovolné dva
body z priniku. Usecka mezi témito body lezi celd v kazdé mnoziné z S (nebot kazda tato mnozina
je konvexni) a tudiz ta tsecka lezi i v pruniku mnozin z S.
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DUSLEDEK: MnozZina vech pfipustnych fesen{ tilohy LP je konvexni mnozinou (nebot je prinikem
poloprostortt a nadrovin, coz jsou konvexni mnoziny). Podobné i mnozina vsech optimalnich
feSeni tlohy LP je konvexni mnozinou (nebot je prunikem konvexn{ mnoziny pfipustnych feseni a
nadroviny, kterd je urCena rovnici L(x) = konstanta).

2.3.7 Uzavrena mnozina. Mnozina bodi M se nazyvd uzavrend, kdyz pro kazdou konver-
gentni posloupnost boda z M limita této posloupnosti je také bodem mnoziny M.

Prakticky to znamend, Zze mnozina M obsahuje svou hranici. Pifkladem (v jednorozmérném
prostoru) je uzavieny interval redlndch ¢isel (a, b).

Mnozina pfipustnych feseni tlohy LP je vzdy uzaviena. VSechny omezujici podminky v LP
jsou zésadné neostré nerovnosti (tedy nerovnosti typu ,nebo rovno“), nebo jsou to rovnice (a tedy
vlastné dvé opa¢né neostré nerovnosti) pravé proto, aby mnozina pifpustnych FeSeni byla uzaviens.
Je to diulezitd podminka pro existenci optiméalniho FeSeni.

2.3.8 Omezena mnozina. Mnozina bodl se nazyva omezenou, je-li podmnozinou néjaké (ko-
ne¢né velké) krychle.

Ekvivalentné, mnozina M je omezend, existuje-li konstanta K > 0 takova, ze vSechny souradnice
vSech bod mnoziny M jsou mensi nez K.

2.3.9 O exitenci optima. Z matematické analyzy je znamo, ze kazdd spojitd funkce na
omezené a uzaviené mnoziné ma minimum a maximum. Tedy, je-li mnozina piipustnych reseni
ulohy LP omezena, pak je zaruceno, ze tato tiloha ma optimalni FeSeni.

2.3.10 Konvexni obal mnoziny bodt M je mnozina vSech bodi, které lze ziskat jako konvexni
kombinace bodi mnoziny M.

Tedy napt. konvexnim obalem t¥i rtiznych bodu a,b, ¢, které nelezi na primce, je trojihelnik
s vrcholy a, b, c. Pokud tyto t¥i body lezi na primce, je jejich konvexnim obalem tusecka.

2.3.11 Krajni bod konvexni mnoziny M je takovy bod x € M, ktery neni vnitinim bodem
zadné tsecky, ktera lezi celd v M.

Krajnimi body ¢tverce (chdpaného véetné jeho obvodu) jsou jeho vrcholy, ale jiné body na jeho
obvodu krajnimi body nejsou. Krajnimi body kruhu jsou vsak vsechny body jeho obvodu.

2.3.12 Konvexni obal mnoziny krajnich bodua. Kazdi omezend a uzaviena konvexni mmno-
Zina je konvexnim obalem svych krajnich bod.

Je-li tedy mnozina p¥ipustnych feSeni tlohy LP omezend, lze ji elegantné (a velmi srozumitelné)
popsat seznamem vsech jejich krajnich bodt. To je z praktického hlediska daleko uzite¢néjsi nez
popis pomoci rovnic a nerovnosti.

2.3.13 Tvrzeni. M4-li tloha LP optimdlni feSeni, pak mé (také) optimdln{ FeSeni v nékterém
krajnim bodé mnoziny P vsech pripustnych feseni. Jinak feceno, tloha linedarniho programovani
miize mit i jind optimalni feSeni, ale nékteré z optiméalnich feseni je vzdy v krajnim bodé.

PLATT DOKONCE VICE: Je-li mnoZina piipustnych feseni tlohy LP omezend a je-li S mnoZina
vSech krajnich bodi, které jsou optimalnimi fesenimi této tlohy, pak mnozina vSech optimélnich
feSeni této tlohy je konvexnim obalem mnoziny S.

To mé velmi prakticky disledek: Pti hledani optimélnich feseni LP se staci zajimat jen o krajni
body mnoziny pripustnych feSeni a téch, jak uvidime déle, je kone¢né mnoho.

2.4 Kanonicky tvar tulohy LP

2.4.1 Kanonicky tvar tlohy LP ma vyznam pro vypocet. Bézna metoda vypoctu, tzv.
simplexova metoda, totiz funguje jen pro ulohy v kanonickém tvaru. Obecnd tloha se fesi tak,
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Ze se nejprve prevede na (v jistém smyslu ekvivalentni) tlohu v kanonickém tvaru a z jejtho feseni
se pak odvodi feseni puvodni obecné tlohy. Podrobnosti vysvétlime dale v 2.4.7.
Uloha linearniho programovani je v kanonickém tvaru, jestlize

ucelova funkce se maximalizuje,

na vsechny proménné se klade podminka nezapornosti a
vsechny strukturni podminky jsou typu rovnice, tj. ,=“ a
vSechny koeficienty b; pravych stran jsou nezdporné (b; = 0).

Tytéz podminky zapsany maticové jsou:

T

cx — max
Ax = b
xz =2 0

Vsimnéte si, ze podminka b; = 0 neni soucasti zadani tlohy linedrniho programovani. Je to
vlastnost zadani, tedy podminka, které musi vyhovovat zadéni (koeficienty pravych stran), aby se
instance tlohy mohla nazyvat tilohou v kanonickém tvaru.

2.4.2 K cemu je kanonicky tvar. Pievod na kanonicky tvar ma dvoji smysl:

e Se soustavami rovnic se dobfe pocita, zejména lze provadét ekvivalentni radkové tpravy, aniz
by to mélo vliv na mnozinu pripustnych feSeni. S nerovnostmi se to tak jednoduse délat neda.

e Ulohu v kanonickém tvaru lze mnohem jednoduseji sdélit. K zadan{ tlohy v kanonickém tvaru
staci zadat cenovy vektor ¢, matici A a vektor pravych stran b a nic vic. Ve ostatni plyne
z obecnych vlastnosti iloh v kanonickém tvaru.

Jakoukoli obecnou tlohu linedrniho programovani lze pfevést na tlohu v kanonickém tvaru.

2.4.3 Prevod minimalizace na maximalizaci je snadny: staci obratit znaménka u vsech
koeficientti icelové funkce.

2.4.4 Prevod podminek pro jednotlivé proménné se déla pomoci substituce.

Jestlize v ptvodni tloze je podminka z; < 0, pak provedeme substituci z; = —x;-. Podminka
r; = 0 tim piejde na podminku nezdpornosti @, = 0. Po provedeni vypoctu ovsem je nutno
vyslednou hodnotu ptivodni proménné x; ziskat z hodnoty x; zpétnou substituci.

Jestlize v ptivodni tloze neni hodnota proménné x; viibec nijak omezena, je prevod paradoxné
trochu slozitéjsi. V tomto piipadé pouZijeme substituci z; = m3 —x’j' , pficemz u novych proménnych
o’ a 7] budeme pozadovat jejich nezdpornost. Jinymi slovy, kazdy vyskyt proménné x; nahradime
rozdilem dvou nezapornych proménnych. Po provedeni vypoctu pak hodnotu ptvodni proménné
x; ziskdme zpétnou substituci, tj. jako rozdil onéch dvou proménnych.

2.4.5 Prevod nerovnosti < na rovnice se déla pridanim novych, tzv. dopliikovijch promén-
ngch. Nerovnost typu < prevedeme na rovnici tak, Zze (nezdpornou) hodnotu, o kterou je leva
strana mensi, nez prava, k levé strané pridame jako hodnotu doplikové proménné, pricemz na tuto
novou proménnou klademe pozadavek nezapornosti. Doplnkova proménnd ma hodnotu rozdilu mezi
puvodni levou a pravou stranou, je tedy rovna rezervé, s jakou je puvodni nerovnost splnéna.

Za kazdou nerovnost, kterou takto prevadime na rovnici, pridavame samostatnou dopliikovou
proménnou, ¢imz zvétSujeme dimenzi prostoru reseni.

Celkovy pocet nerovnosti v tiloze se zavedenim doplikovych proménnych nezméni. Podstatné
ovSem je, ze nerovnosti ve strukturnich omezujicich podminkach, se kterymi se Spatné pracuje,
jsou nahrazeny omezenimi nezapornosti kladenymi na dopliikové proménné.
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2.4.6 Prevod nerovnosti = na rovnice se déla podobné, tedy také zavedenim dopliikovych
proménnych, ale v tomto pifipadé doplikové proménné od levych stran nerovnosti odecitame. Také
na tyto doplnkové proménné klademe pozadavek nezapornosti.

2.4.7 Vztah tlohy v obecném a kanonickém tvaru. M4-li jedna z tloh piipustné feseni,
ma je i druhd a lze ho i snadno ziskat.

Pokud ptvodni tloha méla pripustné feseni x1,...,x,, pak tloha v kanonickém tvaru, ktera
je vysledkem prevodu, ma rovnéz pripustné reseni a to takové, ze ptivodni proménné své hodnoty
zachovaji a doplnkové proménné jsou rovny rozdilim mezi levou a pravou stranou, tedy vlastné
velikosti rezervy ve splnéni nerovnosti.

Také naopak, pokud tloha v kanonickém tvaru ma pripustné feseni, pak vynechanim dopliko-
vych proménnych dostaneme pfipustné reseni ptivodni tlohy.

2.4.8 Priklad. Prevedeme na kanonicky tvar tilohu

2x1 +3x2 — min
1 — 229 <02
2z 422 £ 2
1 +x2 = 5
Z1, T2 =

Kvuli tfem strukturnim podminkdm musime zavést tii dopliikové proménné x3, x4, T5.

—2x7 —3x9 —  max
r1 —2x9 +x3 = 2
—2x1 +x9 +x4 = 2
1 +29 —r5 = b
T1y...,I5 i 0

Vezméme libovolné piipustné feseni puvodni tlohy, napt. Feseni (3,4). Toto FeSeni spliiuje
strukturni podminky s rezervami po fadé 7, 4 a 2. Bod (3,4,7,4,2) je feSenim odpovidajici ilohy
v kanonickém tvaru, pricemz rezervy 7, 4, 2 jsou hodnotami doplikovych proménnych 3, x4, x5.

Naopak, vezmeme-li libovolné feSeni kanonického tvaru tlohy, napf. (4,1,0,9,0), pak prvé dvé
soufadnice (4,1) jsou pfipustnym TFeSenim pivodni tlohy a hodnoty dopliikovych proménnych
sdéluji, s jakymi rezervami jsou splnény jednotlivé strukturni omezujici podminky. Nulova rezerva
znamend, ze omezujici podminka je splnéna ,na doraz® a pifslusny bod lez{ na p¥imce (obecné
nadroving), uréené tou omezujici podminkou.

2.5 Bazicka pripustna reseni

V tomto oddile se budeme zabyvat pripustnymi fesenimi tlohy v kanonickém tvaru, tj. nezapornymi
feSenimi soustavy linedrnich rovnic Az = b a ukdzeme, jak to souvisi s mnozinou krajnich bodu
mnoziny pripustnych Feseni.

Budeme predpokldadat, ze radky matice A jsou linedrné nezavislé, tj. Ze hodnost matice A je
rovna poctu fadk m. Pozdéji uvidime, ze tento predpoklad byva v tlohach LP trivialné splnén.

2.5.1 Sloupcovy prostor je vektorovy prostor generovany vSemi sloupci matice A.

Resime-li soustavu rovnic Az = b, pak vlastné hledame linedrni kombinaci sloupcti matice A,
jejimz vysledkem je vektor pravych stran. Koeficienty této linedrni kombinace (pokud existuje)
jsou rovny souradnicim feSeni z1, ..., z, soustavy rovnic.

Uloha Az = b mé piipustné feSeni pravé tehdy, kdyz vektor b je prvkem sloupcového prostoru,
tj. kdyz jej lze vygenerovat ze sloupcu matice A jako linedrni kombinaci.
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2.5.2 Bazické reseni soustavy rovnic Ax = b je jakékoli Teseni x, které dostaneme takto:

e zvolime mnozinu sloupci matice A, oznacme je a;, proi = 1,...,m, a to tak, aby tyto sloupce
tvorily béazi sloupcového prostoru generovaného vSemi sloupci matice A. Témto sloupcum
budeme fikat bdzické sloupce.

e Ze sloupcti a;, sestavime Gtvercovou matici A’ a YeSenim soustavy rovnic A’z = b dostaneme
hodnoty proménnych z;, proi = 1,...,m. Tyto proménné nazyvame bdzickymi promennymi.

e Ostatni proménné z;, kde j & {¢1,...,tn}, polozime rovny nule. Tyto proménné nazyvime
nebdzickymi promeénnymi.

Jsou-li vSechny souradnice bazického feSeni nezadporné, nazyvame toto reseni bdzickym pripustnym
resenim. V dalsim textu budeme obéas pouzivat zkratku BPR.

Dodejme, Ze matice A’ je reguldrni. Proto je bézické Yeseni jednozna¢né uréeno vybérem
bézickych sloupci. To mimochodem znamenad, ze bazckych feseni je vzdy konecné mnoho, nemuze
jich byt vice nez (:L)

2.5.3 Jednotkovy vektor je vektor, jehoz vSechny souradnice jsou nulové, pouze jedna sou-
fadnice mé& hodnotu 1. Jednotkovy vektor, ktery ma jednicku na ¢-tém misté, oznacime e;.

2.5.4 Kanonicka baze je baze sloupcového prostoru, kterd je tvorena jednotkovymi vektory,
které jsou sloupci matice A.

Ze sloupcii, které tvori kanonickou bazi, tedy 1ze slozit jednotkovou matici fadu m. Dodejme, ze
sloupce, které tvori kanonickou béazi, se nemusi vyskytovat v matici A ve stejném poradi, ani tsné
za sebou jako v jednotkové matici. Bazické sloupce mohou byt v matici A na preskacku rozptyleny.
Pro snazsi orientaci zavedeme toto znaceni:

2.5.5 Indexy bazickych souradnic. Mame-li v matici A kanonickou bézi, pak pro kazdy

radek i oznacme t; ¢islo bazickho sloupce matice A, ktery je jednotkovym vektorem s jednickou na

i-té pozici. Jinymi slovy, t; = j pro takové j, Ze sloupec a; je v bazi a je jednotkovym vektorem e;.
Kanonickd baze je tedy tvofena mnozinou sloupct {a, | i =1,...,m}.

2.5.6 ReSeni reprezentované tabulkou. Soustavu rovnic Az = b lze bez ztraty informace
reprezentovat rozsifenou matici soustavy. Pokud matice soustavy A obsahuje kanonickou béazi
tvofenou sloupci a;, pro ¢ = 1,...,m, pak bazické feseni ziskané z této baze nazyvame resenim
reprezentovanym tabulkou (pFicemz tabulkou se zde mini rozsifend matice soustavy).
Diky specidlnimu tvaru kanonické baze plati
T, = b pro béazické proménné ¢; ,

i

zj = 0 pro ostatni (tj. nebézické) proménné.

Pri vypoctu LP budeme pracovat pouze s fesenimi, kterd budou reprezentovana tabulkami,
pricemz dalsi tabulky budeme ziskavat ekvivalentnimi dpravami rozsifené matice soustavy.

2.5.7 Krajni body a bazicka pripustna reSeni. Lze dokazat, Ze bod je bazickym pripustnym
feSenim pravé tehdy, kdyz je krajnim bodem mnoziny pripustnych reseni.
Dusledek: soustfedime se na bézickd pripustna reseni.

2.5.8 Jordanova eliminace. Popiseme metodu, jak z jedné tabulky, ktera obsahuje kanonickou
bazi, ziskat dalsi tabulku, ktera je s ni ekvivalentni a rovnéz obsahuje kanonickou bézi.

e Zvolte nenulovy klicovy prvek a;; # 0. Jak jej volit uvedeme déle.
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o Klicovy radek A; vydélte klicovym prvkem a;;. Tim na misté klicového prvku dostanete
jednicku.

e Ke kazdému neklicovému tadku pric¢téte takovy ndsobek klicového radku, aby se hodnota
v klicovém sloupci vynulovala.

Toto budeme nazyvat jednim krokem Jordanovy eliminace.

Provedenim Jordanovy eliminace se zméni kanonickd baze. Z kanonické baze bude vyloucen
sloupec s indexem ¢; (tento sloupec se eliminaci poskodi) a bude nahrazen jednotkovym vektorem,
ktery vznikne v klicovém sloupci j.

Pozor — mé-li vysledna tabulka obsahovat kanonickou bézi, je tfeba Jordanovu eliminaci
délat presné vyse uvedenym zpusobem. Pouze kli¢ovy fadek smi byt ndsoben (¢islem rtiznym od
jednicky). K ostatnim f4dkiim smime pouze pri¢itat nasobky radku kli¢ového. Ovéite na piikladé,
ze jakykoli jiny postup kanonickou bazi poskodi.

2.5.9 Jak volit klicovy prvek v daném sloupci j. Pokud feSeni reprezentované tabulkou
bylo pripustné (tj. vSechny pravé strany byly nezdporné) a volime-li klicovy prvek tak, ze

1. klicovy prvek je kladny, tj. a;; > 0 a
2. podil b;/a;; je miniméln{ (nejblizsi k nule),

pak po provedeni Jordanovy eliminace bude feSeni reprezentované tabulkou opét ptipustné (tj.
vSechny pravé strany budou opét nezdporné).

Pokud kli¢ovy prvek ve sloupci zvolite jinak (tj. porusite-li nékteré z vyse uvedenych pravidel),
dostanete v pristi tabulce zapornou hodnotu na pravé strané a reseni reprezentované tabulkou tedy
bude nepripustné. Vyzkousejte na prikladeé.

2.5.10 Sousedni reSeni. Dvé reseni, kterd jsou reprezentovana tabulkami, které lze ziskat
jednu z druhé provedenim jednoho kroku Jordanovy eliminace, nazyvame sousednimi reSenimi.
Pokud mmnozinu pripustnych reseni pokladdme za mnohostén v n-rozmérném prostoru, pak
sousedni feseni jsou spojena hranou mnohosténu.
A7 na degenerované pripady mé kazdé bazické pripustné feseni nejvyse n —m sousedi. Sousedu
je vzdy koneéné mnoho.

2.5.11 Jak ziskat vSechna bazicka pripustna reseni. Predpoklddejme, Ze mame tabulku,
ktera obsahuje kanonickou bazi a tedy reprezentuje néjaké bazické pripustné reseni. Tuto tabulku
spolu s fesenim, které reprezentuje, a s mnozinou indexu bazickych sloupciu, zaradme jako prvni
polozku seznamu.

Dale pro kazdou tabulku v seznamu provedme kontrolu, zda vSechny sousedni tabulky jsou také
obsazeny v seznamu. Pokud ne, pak tuto tabulku vypoéteme (Jordanovou eliminaci) a zaradime
do seznamu. Takto postupujte, dokud ke kazdé tabulce nemame v seznamu vSechny sousedy.

Vzhledem k vété 2.3.13, str. 19 by bylo mozné timto zpusobem najit optimélni feseni, nebot
vech bazickych pripustnych feseni je koneéné mnoho (uréité ne vice nez (:1)) Pro velkd n a m by
vsak tento postup byl velmi pracny, az nerealizovatelny. Nastésti existuje zptisob, jak predem, jesté
pred provedenim kroku Jordanovy eliminace, poznat, zda se timto krokem ucelova funkce zlepsi
nebo zhorsi.

2.5.12 Pohyb k sousednimu reseni po hrané. Me¢jme rozsifenou matici soustavy s tiplnou
kanonickou bézi. V TeSeni reprezentovaném tabulkou chtéjme zménit (tj. zvétsit) nebédzickou
soufadnici z; o hodnotu A.

P1i zméné je tieba zachovat platnost vsech rovnic. Toho 1ze nejjednoduseji dosahnout zménami
bézickych proménnych, protoze kazdé z nich ma vliv pouze na jednu rovnici.

Vysledkem zmény je feseni, které lezi na polopfimce, jejimz krajnim bodem je BPR reprezen-
tované tabulkou a smérovy vektor bude odvozen z [-tého sloupce matice A takto:
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e 1; se zméni z nuly na A,
o kazda bazicka souradnice x;, se zméni na hodnotu z;, — a;; - A,
e ostatni soufadnice zustanou nulové.

Kvuli pripustnosti souradnice x; musi byt A 2 0. Proto mluvime o poloptimce.

Pii rostoucim A mohou bézické soutradnice x;, rist i klesat, zalezi to na hodnotdch prvki a;
ve sloupci [.

Pokud pri rostoucim A zddna bézickd soufadnice neklesd (tj. pokud ve sloupci a; neni zadny
kladny prvek), pak pro vSechna A = 0 dostdvame piipustné feseni. Celd polopiimka je tedy tvorena
pripustnymi fesenimi. Timto ponékud zvlastnim pripadem, zejména otazkou, co se na té polopiimce
déje s tcelovou funkcei, se budeme zabyvat dale v 2.6.10, str. 28 a v prikladech 2.6.11 a 2.6.14.

Pokud pfi rostoucim A néktera bazicka soutfadnice klesd, pak nejmensi nezdpornd hodnota A,
pri které se nékterd bazicka soutfadnice x¢, vynuluje, je rovna by /ay; pro nékteré k. Pti této hodnoté
A méame vSechny soufadnice nezdporné, a pocet nenulovych proménnych opét nepresahuje m.

Vysledné souradnice jsou rovny bazickému pripustnému reseni, které bychom alternativné mohli
dostat Jordanovou eliminaci, kdybychom jako klicovy prvek zvolili ag;. (Opét, ovéite na pifkladé.)
Vsmnéte si, ze hodnota A = by /ax; je rovna minimalnimu podilu b;/a;; z 2.5.9.

K sousednimu bdzickému pifustnému feSeni (tj. k sousednimu vrcholu mnohosténu) se tedy
muzeme dostat dvéma zpisoby: pohybem po hrané, nebo Jordanovou eliminaci.

2.5.13 Zména tcelové funkce pri pohybu k sousednimu reseni po hrané. Sledujeme-li
zménu ucelové funkce pri pohybu po hrané k sousednimu feseni, pak zména ucelové fce je prmo
umérna velikosti parametru A a zavisi na cenovych koeficientech ¢; a ¢;,,..., ¢, a to tak, ze

prirtstek tucelové funkce je roven
m
— <<thi -ail> —Cl> VAN
i=1

Miuzete si to ovérit tim, zZe sectete zmény jednotlivych soufadnic vynasobené jejich cenovymi
koeficienty. Zkuste si to alespon na prikladeé.

Vyraz ve vnéjsi zdvorce je velmi dilezity a vzilo se pro néj oznaceni (z; — ¢;). Budeme jej
nazyvat relativni cenou. Prirustek tcelové funkce tedy je roven

—(z1—¢)-A.

Ponévadz vime, pri jakém A se dostaneme do sousedniho bazického pripustného feseni, muzeme
tak snadno predpovédét prirtstek tcelové funkce i pro Jordanovu eliminaci a to jesté pred tim, nez
ji provedeme.

Zejména je dulezité, Ze podle relativni ceny lze velmi snadno poznat, zda hrana (dsecka
nebo polopfimka) vede smérem k lepsim (tj. vét$im) hodnotdm tcelové funkce. Toto zjisténi ma

vvvvvv

metoda.

2.6 Zakladni simplexova metoda

V tomto oddile vylozime pouze zakladni simplexovou metodu. Omezime se na pripad, kdy rozsirena
matice soustavy linedrnich rovnic Az = b obsahuje tplnou kanonickou bézi. Pfipadem, kdy tento
predpoklad neni splnén, se budeme zabyvat v dalsim oddile 2.7

Simplexova metoda, velmi zhruba receno, spoc¢iva v opakovaném provadéni Jordanovy elimi-
nace, geometricky jde o pohyb po hraniach mnohosténu pripustnych reseni. Pfitom hranu, po které
pujdeme dal tedy klicovy prvek pro Jordanovu eliminaci, vybirdme podle relativnich cen tak, aby
se tucelova funkce zvétsovala.
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2.6.1 Predovéd zmény tcelové funkce pred Jordanovou eliminaci. Provedenim Jorda-
novy eliminace ziskdme tabulku, kterd reprezentuje sousedni bézické pripustné feseni (sousedni
bod mnohosténu) a do téhoz bodu se dostaneme p¥i pohybu po hrané k sousednimu feseni, jak je
popséno v 2.5.12. Navic, podle 2.5.13 jiz vime, ze prirtustek ucelové funkce je roven

kde (z; — ¢;) je tzv. relativni cena.

2.6.2 Relativni cena pro sloupec j je definovana vzorcem

(2 —¢j) = (Z c '%‘) =<

=1

Je-li sloupec j v bézi, je vzdy (z; —¢;) = 0.

2.6.3 Prirustek ucelové funkce v pristim kroku Jordanovy eliminace pfi volbé klicového
prvku a;; bude roven

DUKAZ:

POZNAMKA: Z tohoto tvrzeni lze velmi jednoduSe odvodit fadu dtlezitych tvrzeni. V tomto
smyslu jde o jakési ,zlaté pravidlo linedrniho programovani*.

2.6.4 Simplexova metoda. Pro vychozi tabulku vypoctéte relativni ceny. Dokud existuje
zaporna relativni cena opakujte nasledujici:

Vyber klicovy sloupec [, aby 2z; — ¢; < 0.

Vyber klicovy fadek k podle pravidla 2.5.9 pro vybér klicového prvku ve sloupci.
Jordanovou eliminaci spoc¢ti novou tabulku.

Vypocti nové relativni ceny.

2.6.5 Simplexova tabulka. Ruéni vypocet se déla v tzv. simplexové tabulce tohoto tvaru:

c max
CB ti A b
(z—0o)T L

Zaklad simplexové tabulky tvoii rozsifend matice soustavy rovnic ( A [b). Nad matici A je faddek
cenovych koeficientti ¢*. Tento fddek se (jako jediny) béhem vypocétu neméni, proto jej do dalsich
tabulek zpravidla neopisujeme.

Vlevo od matice A jsou dva sloupce. Blize k matici A je sloupec indexu t;, které ukazuji na
sloupce tvorici kanonickou bazi. Vlevo od néj je vektor bazickych cenovych koeficientt c¢p. Jeho
i-t4 slozka je cenovy koeficient c,.

Pod matici A je fadek relativnich cen (z — ¢). Vpravo od néj, pod sloupcem pravych stran, je
hodnota ti¢elové funkce feseni, které je reprezentovano touto tabulkou. Je to skaldrni souéin cLb.
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2.6.6 Piiklad vypocétu simplexovou metodou. Resme piiklad 2.2.2, str. 14. Pfevod na
kanonicky tvar viz 2.4.8

3 0 0 0 | max

0] 3. 1 -2 1 0 0 2
0|4 | -2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
-2 -3 0 0 0 0

0[3 ] -3 0 1 2 0 6
312 | -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 3
-8 0 0 3 0 6

013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 L ¥ 4
211 1 0 0 —% e 1
0 0 0 s 2% 14

Prvy tadek, ktery obsahuje cenovy vektor, se béhem vypocétu neméni, proto se v tabulce
neopisuje.

Posledni (tfeti) simplexova tabulka reprezentuje feseni (1,4,9,0,0)T. Diky nezdpornym rela-
tivnim cenam v této tabulce je toto feseni optiméalni

2.6.7 Jak volit klicovy sloupec. Predevsim je tfeba zdiiraznit, ze jako klicovy sloupec miizete
volit libovolny nebézicky sloupec. Jen musite byt pfipraveni na to, ze nevhodnou volbou muzete
ucelovou funkci zhorsit. Obvykle vSak chceme tcelovou funkci zlepsovat, k tomu je nutné volit
kli¢ovy sloupec se zépornou relativni cenou. Casto viak mame nékolik moznosti.

Zakladni pravidla pro volbu klicového sloupce jsou:

1. volit sloupec s nejvice zapornou relativni cenou,
2. volit sloupec tak, aby byl prirtustek tcelové funkce nejvétsi,
3. volit zleva prvy sloupec se zapornou relativni cenou.

Vybér podle pravidla 3 je nejméné pracny, ale prirustky tucelové funkce jsou v priaméru horsi
nez u ostatnich pravidel. Toto pravidlo ma vyznam zejména jako ochrana pred zacyklenim vypoctu
v pripadé tzv. degenerace, viz dale v 2.6.8.

Pravidlo 2 naopak poskytuje v primeéru nejlepsi (tj. nejvétsi) prirtstky tcelové funkce a tedy
vypocet s nejmensim prumérnym poctem iteraci. Bohuzel ndmaha (objem vypoétd) nutnd pro
vybér klicového prvku neni zanedbatelna a zpravidla prevazi. Navic, toto pravidlo nic nezarucuje,
uspora v poctu iteraci je nevyrazna a existuji tlohy, kdy chamtivd snaha o co nejvétsi okamzity
zisk vede k situaci (tabulce), ze které cesta k optimu vede pres velky podet simplexovych tabulek,
viz ptiklad na obrazku 2.7

Jako dobry kompromis se tedy jevi pravidlo 1, tedy vybér sloupce s nejzapornéjsi relativni
cenou. Vybér minima z relativnich cen je pomérné snadny a prirtstky ucelové funkce jsou v praméru
lepsi nez u pravidla 3.

2.6.8 Degenerované treseni je takové bazické feSeni, v némz je nékterda bazickd souradnice
rovna nule. V simplexové tabulce je néktera prava strana nulova.

Pro¢ to vadi: I kdyz zvolime klicovy sloupec se zdpornou relativni cenou, pokud vyjde klicovy
prvek do Ffadku 4 s nulovou pravou stranou b;, bude prirustek uc¢elové funkce nulovy. Pravdépodob-
nost, Ze se to stane, je pomérné vysokd, nebot staci, aby bylo a;; > 0 a pravidlo 2.5.9 nemilosrdné
vybere v j-tém fadku jako kli€ovy prvek zrovna a;;.

Moznost nulového prirastku tcelové funkce vzbuzuje obavu, zda vypocet simplexovou metodou
viibec nékdy skonéi. Co kdyz se nulovy prirtistek bude opakovat v kazdém kroku simplexové
metody?
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>

Obrézek 2.7: Piiklad, Ze chamtivd snaha o co nejvétsf okamzity prirtistek tiéelové funkce miize vést
k velmi dlouhému vypocétu (viz 2.6.7).

Ukazuje se, Ze tato moznost nekoneéného vypoctu je redlnd. Existuje (uméle vymysleny) piiklad
tlohy, kde simplexovd metoda s volbou kli¢ového sloupce podle pravidla 2.6.7(1) opravdu nikdy
neskonci, neustéle se opakuje taz posloupnost nékolika simplexovych tabulek, vypocet se zacykli.

V literatufe se uvadi, ze v praktickych tlohach zacykleni nebylo zaznamenano, iidajné ,,diky*
zaokrouhlovacim chybam, které vypocet z cyklu vyvedou. Je ovSem lepsi mit jistotu. Nastésti
existuje velmi jednoduchd pomoc. Je dokézano, ze pri volbé klicového sloupce podle pravidla
2.6.7(3) se vypocet nemuze zacyklit. Praktickd rada tedy je tato:

Za normélnich okolnost{ volte klicovy sloupec podle pravidla 1 (tedy nejzapornéjsi
relativni cenu), ale pokud se vyskytne nulovy pfirtstek ucelové funkce, pak, dokud je
feseni degenerované, pouzivejte pravidlo 3 (prvy sloupec se zapornou relativni cenou).

Dalsi komplikace s degenerovanym feSenim je ta, ze ne vzdy hned pozname optimélni feSeni.
Degenerované feseni totiz je bazickym fesenim pro nékolik riuznych bazi. Muze se tedy stat, ze reseni
reprezentované tabulkou jiz je de facto optimalni, ale ne vSechny relativni ceny jsou nezaporné.
Ve vypoctu tedy je nutno pokracovat, pricemz nasledujici simplexové tabulky reprezentuji ¢iselné
totéz feseni, ale vyjadiené v jiné bazi. Viz priklad 2.6.9.

PozNAMKA: Je-li volba kli¢ového prvku ve sloupci nejednoznacnd, tj. pokud se miniméalni podil
b;/a;; nabyva pro dva nebo vice Fadka ¢, neni to nic zdvadného, klidné zvolte kterykoli z nich.
V nésledujici simplexové tabulce pak vyjde na pravé strané aspon jedna nula a to v fadku, ktery
nenf kli¢ovy, ale tykal se jej onen minimalni podil. ReSeni reprezentované touto nasledujici tabulkou
bude tedy degenerované.

2.6.9 Priklad — degenerace.

4.’51 + o + 4.%3 + 3134 — max
xr1 + a9 + 2394 § 2
2r1 + 12 +4x3 <5
1 +4x0 + 203 +4x4 S 2
X1,...,04 =2 0
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4 1 4 3 0 0 0 | max

015 1 1 0 2 1 0 0 2
0| 6. 2 1 4 0 0 1 0 5
017 1 4 2 4 0 0 1 2
-4 -1 -4 =3 0 0 0 0

4 |1 1 1 0 2 1 0 0 2
016 0 -1 4 —4 —2 1 0 1
017 0 3 2 2 -1 0 1 0
0 3 —4 5 4 0 0 8

411 1 1 0 2 1 0 0 2
016 0o -7 0o -8 0 1 -2 1
413 0 1% 1 1 - 0 Y 0
0 9 0 9 2 0 2 8

V prvni tabulce volime prvy sloupec jako klicovy, nebot je zde nejzapornéjsi relativni cena.
Volba klicového prvku v tomto sloupci je nejednoznacné. Tedy jesté pred provedenim Jordanovy
eliminace vime, ze pifst{ tabulka bude obsahovat degenerované feseni. Resen{ reprezentované touto
(prvni) tabulkou ovsem degenerované neni.

Reseni reprezentované druhou tabulkou je degenerované (jak jsme jiz difve predpovédéli).
Pozdéji se ukaze, ze toto feseni jiz de facto je optimalni, ale podle relativnich cen to tak nevypada.
Chceme-li optiméalni feseni, musime pokracovat volbou klicového prvku ve tretim sloupci. Vsimnéte
si, ze diky nule na pravé strané volime klicovy prvek ass. Dusledkem je, ze tcelova funkce nevzroste.

V dalsi (tfet) tabulce jiz vime, Ze mame optimdlni feSeni. Je to ovSem stejné FeSeni jako
v predchozi tabulce, pouze je vyjadreno v jiné bazi.

2.6.10 Shora neomezena ucelova funkce. Jde o pripad zndzornény na obrazku 2.4, str. 16.
Uloha mé pi{pustné fedeni, dokonce jich mé mnoho, ale 7a4dné z nich neni optimélni, nebot ke
kazdému z nich existuje pripustné feseni s lepsi ucelovou funkei.

Tuto situaci lze pri vypoctu simplexovou metodou poznat pomérné snadno:

e nebazicky sloupec a; mé vsechny prvky nekladné, tj. a;; =< 0,
e piislusna relativni cena je zdpornd, tj. (z; —¢;) <O0.

V takovém pripadé, vezmeme-li polopfimku zminénou v 2.5.12, str. 23, pak vSechny body této
polopfimky jsou pripustnymi feSenimi, nebot pro rostouci A vsechny rovnice zistdvaji zachoviny
a zéddna souradnice neklesa. Hodnota tucelové funkce je pro kazdy bod této poloprfimky rovna
L(z) — (2; — ¢j) - A. To znamend, ze zvolime-li dostatecné velké A, mizeme na této polopfimce
dostat pripustné feSeni s libovolné vysokou hodnotou tucelové funkce.

V takovém pripadé tedy optimum neexistuje. Je-li cilem ulohy nalezeni optima, nemé smysl
pocitat dal, a to ani kdyby to slo, tj. i kdyby bylo mozno zvolit klicovy prvek v néjakém dalsim
sloupci se zapornou relativni cenou. Sice bychom nasli bazické pfipustné feSeni s lepsi tcelovou
funkci, na faktu neomezenosti to ovsem nic zménit nemuze, pouze bychom se zbyte¢né naméahali.

PozNAMKA: Pokud pii feSeni praktické tilohy zjistite, Ze tidelovd funkce je shora neomezens,
zpravidla to znamenad, Ze v zadani tlohy chybi néjakd docela podstatnad omezujici podminka.

2.6.11 Piiklad — neomezena téelova funkce. Resme tlohu 2.2.5, str. 16. Pro pohodli
¢tenare zde zopakujeme jeji zadani i obrazek 2.8:

2x1 +3x2 — max
1 — 229 <02
—2r1+mx9 S 2
1 = 0
o =2 0
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3 0 0 | max

0] 3. 1 -2 1 0 2
0| 4. —2 1 0 1 2
—2 -3 0 0 0

0] 3. -3 0 1 2 6
3|2 -2 1 0 1 2
—8 0 0 3 6

Druhé tabulka reprezentuje feseni (0,2,6,0)T. Diky relativni cené (z; — ¢1) = —8 toto Feseni

nelze pokladat za optimalni, ale ve vypoctu simplexovou metodou pokracovat nelze, protoze
v prvém sloupci neni prvek, ktery by mohl byt pouzit jako klicovy.

Relativni cena (21 — ¢;) = —8 naznaduje, Ze by bylo vhodné zvySovat prvou souradnici.
Vyjdéme tedy z bodu (0,2, 6,0)T a pohybujme se po hrané podle 2.5.12. V&echny body polopiimky
(0,2,6,0)T + A(1,2,3,0)T jsou ptipustnymi feSenimi. Pro bod poloptimky dany parametrem A je
podle 2.6.1 hodnota ticelové funkce rovna —(z; —¢1) - A = —(—8)A = 8A. Uéelové funkce miize
nabyvat libovolné vysokych hodnot, staci zvolit vhodné A > 0.

Z4dné feseni tedy neni optimélni, ke kazdému pifpustnému fesenf existuje (na nasf polopifmee)
bod s lepsi hodnotou ucelové funkce.

—2x1 + 29 <2
/\\<2x1 + 3x2 — max
Tr1 — 2332 < 2
1

Obrazek 2.8: Neomezend tcelovd funkce, loha nem4 optimdlni FeSeni.

Jako cviceni ovérte, ze i kdybychom v prvé simplexové tabulce zvolili klicovy prvek v prvnim
sloupci, dostali bychom sice jiny bod a jinou polopfimku, ale zavér, ze ticelova funkce je shora
neomezend, by byl stejny. Najdéte obé polopfimky na obrazku 2.8.

2.6.12 (Ne)jednoznacénost optimalniho feSeni. Jsou-li relativni ceny vSech nebézickych
sloupctu kladné, pak Feseni reprezentované touto simplexovou tabulkou je jedinym optimalnim
fesenim. Je totiz nejen optimalni, ale navic vSechny sméry k sousednim bazickym pfipustnym
fesenim vedou ve sméru k ostfe horsim resenim.

V ostatnich pripadech optimalniho feseni, tj. kdyz

e Teseni reprezentované tabulkou je optimélni,
e existuje nebazicky sloupec s nulovou relativni cenou,

pak (aZ na vyjimku degenerovaného piipadu) existuje dalsi optimalni{ feseni. Toto FeSeni zpravidla
dostaneme jako sousedni bazické pripustné reseni, které ma stejnou hodnotu ucelové funkce a je
tedy také optimalni.

Muze se také stat, ze v patficném sméru sousedni feseni neexistuje, z bodu reprezentovaného
tabulkou vychazi polopfimka zminénd v 2.5.12 a ponévadz (z; — ¢;) = 0, maji vSechny body
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polopfimky stejnou icelovou funkci. A ponévadz pocateéni bod poloprimky je optimalnim reSenim,
jsou optimélnimi feSenimi vSechny body poloprimky.

Pripomenme, Ze mnozina optiméalnich feseni je vzdy konvexni. Mame-li tedy dvé riuzna opti-
malni Feseni, pak vSechny body tsecky, ktera tato dvé feseni spojuje, jsou optimélnimi feSenimi.

Chceme-li ziskat vSechna optimalni feseni, je tfeba nejprve najit vsechny krajni body, které jsou
optimélnimi FeSenimi (déld se to podobné jako hledani vSech BPR). Dale je tfeba najit viechny
pripadné krajni sméry, které z téchto bodiu vychéazeji. Mnozina vsech optimélnich feseni pak je
konvexnim obalem vsSech téchto bodi.

2.6.13 Ptiklad — vice optimalnich FeSeni. Resme tlohu z piikladu 2.2.3, str. 15. Tato tiloha
se od prikladu 2.6.6 lisi pouze v ucelové funkci. Pro pohodli ¢tenére zde zopakujeme celé zadani i
obrazek 2.9:

2rx1 4+ 222 — max
1 — 2290 <02
—2r1+x9 S 2
z1+x2 =<5
z1,70 =2 0

Po prevodu na kanonicky tvar dostaneme tyto simplexvé tabulky:

2 2 0 0 0 | max

0| 3. 1 -2 1 0 0 2
0|4 | -2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
-2 =2 0 0 0 0

0[3 ] -3 0 1 2 0 6
212 | -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 (O 1 3
—6 0 0 2 0 4

013 0 0 1 1 1 9
2|2 0 1 0 Ys ¥ 4
211 1 0 0 —Y Ly 1
0 0 0 0 2 10

Vsimnéte si, ze tyto simplexové tabulky obsahuji stejné rozsifené matice soustavy rovnic, jako
v prikladu 2.6.6, str. 26. Lisi se pouze cenovy vektor, vektory béazickych cenovych koeficientd a
radky relativnich cen.

Tteti simplexova tabulka reprezentuje optimélni feseni (1,4,9,0,0)™. Nulovd relativni cena
(24—c4) v nebazickém sloupci oviem signalizuje, 7e sousedni BPR bude mit stejnou hodnotu téelové
funkce a bude tedy také optimalni. Vskutku, zvolime-li klicovy prvek ve 4. sloupci, dostaneme dalsi
simplexovou tabulku

2 2 0 0 0 | max
0|4 0 0 1 1 1 9
212 0 1 -1 0 e 1
211 1 0 1/3 0 2/3 4
0 0 0 0 2 10

kterd reprezentuje dalsi optimalni feseni (4,1,0,9,0)T. Na obrdzku 2.9 je mnozina optimalnich
feSeni nakreslena tlusté.
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T2 721’1 + X2 § 2

\<2x1 + 2x9 — max

:L‘1—2{,E2§2

T

>x1—|—x2§5

Obrazek 2.9: Vice optimdlnich Feseni (piiklad 2.2.3).

2.6.14 Piiklad — neomezena mnozina optimalnich FeSeni. Resme tlohu 2.2.6, str. 16.
Pro pohodli ¢tenare opét zopakujeme jeji zadani i obrazek 2.10:

—2r1 4+ 1o — max

1 — 217 <2

—2z1 422 S 2

i) Z 0

) z 0
-2 1 0 0 | max
0] 3. 1 -2 1 0 2
0] 4. —2 1 0 1 2
2 -1 0 0 0
0] 3. -3 0 1 2 6
1|2 -2 1 0 1 2
0 0 0 1 2

Druh4 tabulka reprezentuje feSenf (0,2,6,0)T. Viechny relativni ceny jsou nezdporné, toto
FeSeni je tedy optimalni. Relativn{ cena (21 — ¢1) = 0 signalizuje, Ze by tloha mohla mit dalsf
optimalni feseni. Tentokrat vsak v prvém sloupci nelze volit klicovy prvek. Co ted?

Nulov4 relativni cena naznacuje, ze pii pohybu po hrané podle 2.5.12 z bodu (0,2,6,0)T se
hodnota tcelové funkce nebude ménit. Vskutku, vezméme polopiimku tvofenou body (0,2,6,0) +
+A(1,2,3,0) pro A = 0. VSechny body této polopfimky jsou pfipustnymi fesenimi (podobné jako
v piikladu 2.6.11), ale navic zde vsechny body polopfimky maji stejnou hodnotu tucéelové funkce
jako jeji pocatek, vSechny body poloprimky jsou tedy také optimalnimi fesenimi.

2.7 Umélé proménné

2.7.1 Existence pripustného reseni. Mame-li ilohu LP v kanonickém tvaru a jeji simplexova
tabulka obsahuje tuplnou kanonickou bazi, pak tato iloha ma&a pripustné feseni. Konkrétné totiz
napr. feseni reprezentované touto simplexovou tabulkou je bazickym pfipustnym feSenim.

Pokud tplnou kanonickou bazi v simplexové tabulce nemame, pripustné reseni dané tlohy miize
a nemusi existovat. A pravé o tom pojednéava tato sekce.
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)
—2!1,'1 —+ X2 S 2
‘7/ —2x1 + 2 — max
T, — 209 < 2
x1

Obrazek 2.10: Neomezenad mnoZina optimdlnich TeSeni (pfiklad ?7).

2.7.2 Umélé proménné a M-uloha. Jestlize vychozi simplexova tabulka neobsahuje tplnou
kanonickou béazi, ivahy uvedené v predchozim oddile 2.6 neplati, nebot tyto uvahy zavisely na
predpokladu, ze tiplnou kanonickou bazi v tabulce mame. Lze si v8ak snadno pomoci:

Chybéjici bazické sloupce zcela formalné do simplexové tabulky priddme. Proménné odpovi-
dajici témto sloupcim nazyvame umélymi proménnymi. Aby vyslednd dloha byla v kanonickém
tvaru, pozadujeme i pro umélé proménné jejich nezapornost.

Trik je zalozen na této ivaze: Pokud se pti vypoctu podari vSechny umélé proménné vynulovat,
bude je mozno ze simplexové tabulky odstranit, a to, co zbude, bude pripustnym Fesenim puvodni
ulohy. K vynulovani umélych proménnych pouzijeme jiz znamou simplexovou metodu a vhodnou
,cenovou politiku“.

Cenové koeficienty umélych proménnych proto volime rovny —M, kde M > 0. Zaporné
ceny volime proto, aby maximalizace ucelové funkce méla za nasledek zmenseni hodnot umélych
proménnych, hodnoty umeélych proménnych jsou zapornymi cenami ,tlaceny k nule“. Zaroven tyto
ceny potfebujeme ,velmi zdporné“ (a tedy hodnotu M > 0), aby vliv téchto cenovych koeficienta
—M zarucené prevazil nad cenami puvodnich, tj. ne-umélych proménnych.

Takto vzniklou rozsifenou tlohu LP nazyvame M-tlohou.

Umélé proménné byly do M-tlohy pridény ze zcela formélnich duvodu, readlny vyznam od nich
nebyl pozadovan (jsou umélé), lze je vSak chépat i tak, Ze vyjadiuji miru nesplnéni omezujicich
podminek. Pokud umélé proménné vynulujete, mate pripustné reseni.

2.7.3 Konstanta M. Konstantu M je tieba volit tak, aby jeji vliv v cenovych koeficientech
prevazil nad vlivem jinych cenovych koeficientti. Hodnota M nemusi byt nekoneéné (s tou by se
Spatné pocitalo). Staci, aby M > m - (max|c;|) - (max |z;|)/(min |z;]), kde max|z;|) a (min|z;|)
jsou maximaln{ a minimaln{ absolutni hodnota nenulové soufadnice nékterého BPR a (max |¢;|) je
maximum absolutnich hodnot vsech cenovych koeficienti puvodni tlohy.

Samoziejmeé lze zvolit i konstantu vétsi, predem se vSak obtizné odhaduje jak velkou. Navic
vypocet s tak velkymi ¢isly by byl zatizen zna¢nymi zaokrouhlovacimi chybami.

Proto se konstanta M pouziva jen v teoretickych uvahach. Pri praktickém vypoctu konstantu
M pouzivame jen formalné: Vsechny relativni ceny a vSechny vybrané cenové koeficienty cp
chapeme jako vyrazy tvaru p + gM, kde p, g jsou redlna cisla. Vyraz p + ¢M lze zaznamenat jako
usporddanou dvojici ¢isel (p,q). Tyto dvojice 1ze po slozkich seéitat, lze je po slozkéch nédsobit
¢islem. Potrebujeme-li tyto vyrazy porovnavat, ridime se nejprve podle koeficientti u M a teprve
kdyz ty nerozhodnou, porovname absolutni ¢leny vyrazu. Tedy

p+agM <p' +q¢M = (¢<q) nebo [(g=¢')a(p<p)]
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Pokud chcete mit v simplexové tabulce jen obycejna ¢isla a ne vyrazy typu p+qM, lze to vyresit
tak, ze radek relativnich cen nahradite dvéma radky, z nichz jeden bude obsahovat koeficienty u M
a druhy bude obsahovat absolutni ¢leny. Dobra zprava je, ze Jordanovu eliminaci lze délat s obéma
témito radkami samostatné.

2.7.4 M-dloha méa vzdy pripustné feSeni, nebot je to tloha v kanonickém tvaru a ma tplnou
kanonickou bazi. Tim nic nefikdme o existenci pripustného reseni pivodni tulohy.

2.7.5 Neexistence pripustného reseni. Pokud optimalni feseni M-tlohy mé alespon jednu
umélou proménnou nenulovou (tedy kladnou), tj. pokud dcelova funkce tohoto feSeni je p — gM
pro néjaké nenulové ¢ > 0, pak ptivodni tloha nema zddné pripustné feseni.

DUKAzZ: Kdyby totiz néjaké piipustné Feseni méla, pak by toto feseni, doplnéné o nulové umélé
proménné, bylo lepsim fesenim M-tlohy, nez nalezené optimdlni feseni, nebof hodnota ucelové
funkce by méla nulovou slozku ¢. To je ovSem spor, protoze zadné feSeni memuze byt lepsi nez
optimalni. Ptvodni tloha tedy nema zadné pripustné reseni.

2.7.6 [Existence pripustného reseni. Kdyz néjaké pripustné feseni M-tlohy ma vSechny
umeélé proménné nulové, pak vynechanim umélych proménnych dostaneme pripustné reseni ptvodni
ulohy.

2.7.7 Optimalni Ffeseni M-dlohy. Je-li feseni M-tlohy optimalni a m&a vsechny umélé pro-
ménné rovny nule, pak vynechdnim umeélych proménnych dostaneme feseni, které je nejen pripust-

nym, ale dokonce optimalnim resenim puvodni tlohy.

2.7.8 Ptiklad — neexistence pripustného Feseni. Resme tuto tlohu (viz obr. 2.11):

2x1 +3x2 — max
201 —x9 = 2
—x1+2x9 = 2
z1+xs <3
1,9 = 0

Po prevodu na kanonicky tvar dostaneme tlohu s touto simplexovou tabulkou:

2 3 0 0 0 | max
2 -1 -1 0 0 2

. -1 2 0 -1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 3

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bazi, proto ani nemé smysl pocitat relativni ceny z; — c;.
Po doplnéni dvou umélych proménnych dostaneme simplexovou tabulku:

2 3 0 0 o —-M -—-M max

—M | 6. 2 -1 -1 0 0 1 0 2
—M | 7. -1 2 0 -1 0 0 1 2
0| 5. 1 1 0 0 1 0 0 3
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-M —-M M M 0 0 0| —4M

Rédek relativnich cen zj — ¢; je zde rozdélen na dvé ¢asti. V horni je slozka ,bez M“ a v dolni
poloviné radky je slozka ,s nasobky M “. Tedy napt. pro prvy sloupec je z;y —c; = —2 — M.
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2 3 0 0 0 —M —M max

M |6 2 -1 -1 0 0 1 0 2
~M |7 —1 2 0 —1 0 0 1 2
015 1 1 0 0 1 0 0 3
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-M -M M M 0 0 0| —4M

—M | 6. 1+1/2 0 -1 -1 0 1 Y 3
32 —-1/2 1 0 % 0 0 Yo 1

0| 5. 1+1/2 0 0 Yy 1 0 — 1 2
-3-1/2 0 0 1% 0 0 1% 3

~M —1/2M 0 M M 0 0 %M | -3M

M |6 0 0 -1 -1 -1 1 1 1
3 0 1 0 Y Y 0 s 1%
2|1 1 0 0 73 & 0 — 3 13

0 0 0 - 2% 0 Ll 7%

0 0 M M M 0 0| —M

M-tiloha mé optimaln{ feseni (1Y%,1%,0,0,0,1,0)T. V tomto fefeni je nenulovd uméla pro-
ménna zg = 1. Ze je nékterd uméla proménna nenulova, je na prvni pohled vidét z hodnoty tacelové

funkce L = —M +7 %5, konkrétné z nenulové slozky — M. Piivodni tiloha tedy nem4 7adné p¥ipustné
Teseni.
T2
2!1,'1 — X9 2 2
—x1 + 229 > 2
X
T

>1’1+1’2§3

Obrazek 2.11: Piiklad k M-iloze — nem4 pFipustné fesen{ (viz 2.7.8).

2.7.9 Pi¥iklad — optimalni FeSeni. Resme tilohu (viz obr. 2.12), ktera se od tilohy 2.7.8 jen
nepatrné lisi na pravé strané treti strukturni podminky:

2rx1 4+ 32 — max
201 —x9 = 2
—x1+ 210 = 2
z1+x9 <5
r1,T2 = 0

Podobné jako v tloze 2.7.8 je tieba pridat dvé umélé proménné.
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2 3 0 0 0 —M —M max

~M |6 2 -1 —1 0 0 1 0 2
-M |7 —1 2 0 —1 0 0 1 2
015 1 1 0 0 1 0 0 5
-2 -3 0 0 0 0 0 0

-M —-M M M 0 0 0| —4M

—M | 6. 1+1/2 0 —1 - 0 1 % 3
3|2 -1/2 1 0 - 0 0 Yy 1

0| 5. 1+1/2 0 0 Yy 1 0 — 1 4
—3-1/2 0 0 1% 0 0 1% 3

~M —1/2M 0 M %M 0 0 %M | -3M

21 1 0 -% A 0 7 s 2
312 0 I — % 0 73 e 2
0|5 0 0 1 1 1 —1 —1 1

0 0 —2% 2% 0 2% 2% 10

0 0 0 0 0 M M 0

2|1 1 0 - 0 A 7 0] 2}
312 0 1 Yy 0 % -1 0] 2%
014 0 0 1 1 1 -1 -1 1

0 0 A 0 2% -1 0] 12%

0 0 0 0 0 M M 0

Zde optimdlni feSeni M-tilohy je (2Y5,2%,0,1,0,0,0)T. Ob& umélé proménné jsou zde nulové,
tedy vektor (215,2%,0,1,0)T je optimalnim (a pfipustnym) Fesenim tlohy v kanonickém tvaru a
vektor (2Y3,2%)7 je optimalnim feSenim ptivodni tlohy.

T2

201 —x9 > 2

—x1 + 229 > 2

\<2$1 + 3z9 — max

1

O
> :E1+£L'2§5

Obrazek 2.12: Piiklad k M-tloze — m4 optimalni feseni (viz 2.7.9).

PozZNAMKA: Vsimnéte si, Ze jiz ve 3. simplexové tabulce bylo jasné, Ze pivodni tloha m4
pifpustné feSeni, nebot vSechny (obé) umélé proménné byly nulové. Vsimnéte si také, ze kdyz
se umélé proménné dostaly ven z baze, jejich kladné a velmi vysoké relativni ceny brani tomu, aby
se do baze znovu dostaly.

2.7.10 Vylucovat umélé proménné? Pokud je uméld proménnd vyloucena z baze, pak se diky
relativnim cendm nemuze znovu do baze vratit. Je tedy mozné cely sloupec této proménné odstranit
ze simplexové tabulky a dale pocitat bez néj. Jde-li nAm pouze o optimalni feseni a nechceme délat
dalsi vypocty, muzeme si vynechdvanim umélych proménnych trochu usnadnit vypocet.
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vvvvvv

jak vypada sloupec, ktery byl ¢lenem puvodni baze. Pak samoziejmé musime sloupce vsech umélych
proménnych v simplexové tabulce ponechat a provadét vypocet i s nimi.

2.7.11 Dvoufazova simplexova metoda.

1. faze: Cilem prvé faze je transformovat ptivodni tlohu tak, aby simplexova tabulka obsahovala
tiplnou kanonickou bazi.

Do tlohy zavedeme umélé proménné a jejich ceny zvolime —1, ceny ostatnich proménnych
volime v 1. fazi nulové. Tuto pomocnou tlohu fesime béznou simplexovou metodou a najdeme
jeji optimalni feseni (zarucené existuje).

Pokud optimélni fesen{ prvé fdze ma nenulovou umélou proménnou (a tedy i nenulovou
hodnotu ucelové funkce), pak puvodni dloha nemé Zadné piipustné feseni (z podobnych
divodd jako v 2.7.5). Vypocet v tomto pripadé kondi.

2. faze: Pokud vypocet neskonéil v 1. fazi, odstranime vSechny umélé proménné (jsou totiz
nulové), vratime se k cenovym koeficientim z ptvodni tlohy a tlohu vyfesime béZznou
simplexovou metodou.

Dvoufazova simplexova metoda ma proti M-tloze jednu vyhodu a dvé nevyhody.

Vyhodou dvoufazové metody je, ze se v ni pouziva zcela standardni simplexovd metoda, kde
vSechny cenové koeficienty i relativni ceny jsou obycejnd realna cisla a ne vyrazy typu p + qM.

Dvoufazova metoda je vsak jednodussi pouze zdanlive, je totiz komplikovana néasledujici moz-
nosti: vysledkem prvé faze muze byt degenerované reseni, ve kterém uméld proménnd sice ma
nulovou hodnotu, ale je soucasti kanonické baze. Pokud k tomu dojde, nelze vsechny umélé pro-
ménné jednoduse odstranit, protoze bychom tak prisli o kanonickou béazi. Zptsob, jak postupovat
v takové situaci sice existuje, ale neni zcela trividlni (zvolime zaporny klicovy prvek podle 2.9.7,
bod 2.).

Hlavni nevyhodou dvoufdzové metody je nizsi efektivnost. V prvé fazi se totiz hledd jakékoli
pripustné reseni bez ohledu na tcelovou funkci pavodni dlohy. PFitom pomocné tloha fesena v prvé
fazi typicky mé viceznacné optimum. Je tedy zcela nahodné, které reseni se stane vychodiskem pro
druhou fazi vypoctu. Kdybychom v prvé fazi v pripadé nejednoznacnosti mohli vzit v itvahu i cenové
koeficienty puvodni ic¢elové funkce, mohla by druhé fize vypoctu zacinat z lepsiho vychoziho Feseni
a mohla by tedy byt (v prumeéru) rychlejsi. Pravé na této myslence je zaloZena M-iloha a proto
se v ni pouzivaji tak divné cenové koeficienty.

2.7.12 Dvé faze reseni M-ulohy. Pri feseni M-tlohy lze také rozliSovat dvé faze feseni. Prva
faze trva, dokud ma alespon jedna uméld proménnd nenulovou hodnotu. Pak nasleduje druha faze.
Ve druhé fazi jiz hodnoty umélych proménnych zstavaji nulové. (Tim nic neffkdme o tom, zda
umélé proménné jsou nebo nejsou v bézi. V piipadé degenerace v bazi ztistat mohou.)

2.8 Soucinovy tvar matice soustavy

2.8.1 Radkové upravy a nasobeni matic. Méme libovolnou matici, ozna¢me ji treba A.
Radkovymi upravami matice A zde rozumime

e nisobeni fadku matice A néjakym (nenulovym) ¢islem,
e pricteni ndsobku fadku matice A k jinému fadku téZe matice,
e zaménu dvou fadkt matice A.

Stejného efektu jako témito fadkovymi upravami lze dosdhnout také tak, ze matici A vyndsobime
zleva vhodnou ¢tvercovou matici B.

Jiri Demel: Operacni vyzkum 25. rijna 2022, 11:00



2.9. Zmény ve vypoctené tloze 37

Kde matici B vezmeme? Vezméte jednotkovou matici £ fddu m a provedte s ni zamyslenou
fadkovou tpravu. Vyslednd ¢tvercovd matice (oznacme ji B) mé tu vlastnost, ze kdyz touto matici
B vynésobime zleva jakoukoli matici A o m Tadcich, vysledek bude stejny jako kdybychom tu
rfadkovou tpravu provedli pfimo s matici A. VyzkousSejte si to na nékolika piikladech, opravdu to
funguje.

Pozor, tou ¢tvercovou matici B je tieba nasobit zleva. Nasobeni zprava by délalo sloupcové
upravy a ty zde ted nepotfebujeme.

Provadime-li sérii nékolika radkovych tprav, mazeme se na to divat tak, ze jsme matici postupné
vynésobili zleva nékolika Ctvercovymi maticemi. A ponévadZz ndsobeni matic je asociativni (tj.
nezéalezi na uzdvorkovani), i série mnoha Fddkovych dprav je totéz jako vyndsobeni vhodnou
¢tvercovou matici zleva.

2.8.2 Soudinovy tvar matice soustavy. UvaZujme dvé simplexové tabulky: prvni (vychozi),
ze které byl zahdjen vypocet a posledni, kterd je vysledkem dosavadniho (mozné i netiplného)
vypoctu. Ozna¢me B Ctvercovou matici tvorenou témi sloupci vychozi tabulky, které jsou v posledni
tabulce ¢leny kanonické baze. Poradi sloupct v matici B je dulezité a je odvozeno od poradi sloupct
v posledni kanonické bazi.

Rozsifenou matici soustavy rovnic v posledni tabulce jsme dostali posloupnosti radkovych
uprav. Téhoz vysledku jsme mohli dosdhnout také tim, Ze bychom vychozi matici soustavy
vynésobili zleva maticf B~!, tj. inverzni matici k matici B.

2.8.3 Priklad. V tloze 2.7.9 je vychozi kanonickd béze tvorena sloupci 6, 7 a 5 v tomto poradi.
Pozor, poradi je dulezité.

Vezméme posledni simplexovou tabulku a z ni tytéz sloupce 6, 7 a 5 ve stejném poradi, v jakém
byly ve vychozi tabulce. Dostaneme matici

Vs 0 Y
Bl=| =% 0 %
-1 -1 1

Kdybychom tuto matici znali pfedem, mohli bychom posledni simplexovou tabulku (pfesnéji,
jejl podstatnou ¢ést, totiz rozsifenou matici soustavy rovnic) ziskat tak, Ze bychom matici soustavy
z vychozi tabulky vynésobili zleva touto matici B~!. Ovéite.

Mimochodem, toto plati nejen pro posledni tabulku, ale pro kazdou, ktera se vyskyla béhem
vypoctu. Kazda mé ovSem ,svou“ matici.

2.8.4 Revidovana simplexova metoda se od bézné simplexové metody lisi tim, ze vychozi
rozsifenou matici soustavy ponechava v puvodnim stavu. Namisto, aby se Jordanovou eliminaci
upravovala celd matice soustavy, upravuje se pouze mensi matice B~!. Relativni ceny z; — ¢; se
pocitaji podle vzorce z; — ¢; = B’laj —¢; kde a; je j-ty sloupec plivodni matice soustavy.

Pro¢ tak slozité? Vyhoda se projevi u tloh, jejichZz matice soustavy je hodné velkd a Fidka (m4
hodné malé procento nenulovych prvkii). Ridké matice lze v paméti pocitace ukladat tispornéji a
Ize s nimi efektivné pracovat, ale Jordanovou eliminaci by ridkost matice velmi rychle vzala za své.

Pocitacové programy pro feseni rozsahlych tuloh LP jsou zpravidla zaloZzeny na revidované
simplexové metodé (ale vyuzivaji jesté dalsi triky).

2.9 Zmény ve vypoctené tloze
Muze se stat, ze mate vypocteno optimalni reseni a dodatecné dojde ke zméné zadani. Ukazeme,

ze neni tfeba opakovat cely vypocet. Pfredpokladem je, Ze ke stavajicimu optimélnimu reseni je
k dispozici i odpovidajici simplexova tabulka.
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2.9.1 Rozbor stability reSeni se zabyva otazkou, jak moc se mize zménit zadani tlohy, aby
to nemélo vliv na optimalni feSeni.

Ménit se mohou cenové koeficieny (coZ je v praxi velmi ¢asté), pravé strany (napf. disponibiln{
mnoZstvi materidlu), nebo strukturn{ koeficienty (nap¥. vlivem zmény technologie vyroby).

2.9.2 Jednorazova zména cen. Je tieba si uvédomit, ze mnozina ptipustnych feSeni se
nezménila. V simplexové tabulce se tedy zméni pouze horni fadek ¢! a tato zména méa vliv na
sloupec bazickych cenovych koeficientli cg a na radek relativnich cen z; — ¢;. Zbytek tabulky, t;.
zejména rozsirend matice soustavy rovnic, zistava beze zmény.

Staci tedy spocitat nové relativni ceny. Vyjdou-li vSechny nezaporné, pak reseni reprezentované
tabulkou je optimalnim fesenim i po zméné cen. Vyjde-li nékterd relativni cena zaporna, lze
jednoduse pokracovat ve vypoctu simplexovou metodou a najit nové optimalni feSeni nové lohy.

2.9.3 Piiklad. V piikladé 2.6.6 zménime ptivodni cenovy vektor (2,3) na (3,4). Pfipomerime,
ze simplexova tabulka s optimalnim fesenim byla

] 2 3 0 0 0 \ max \
013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 s e 4
211 1 0 0 —% 1
0 0 0 ¥ 2% | 14

Zméni-li se cenovy vektor napf. na (3,4), zméni se tabulka takto:

] 3 4 0 0 0 \ max \
03 0 0 1 1 1 9
412 0 1 0 s e 4
311 1 0 0 -1 e 1
0 0 0 3% 19

Relativni ceny se sice zménily, ale ziistaly nezaporné. Reseni (1,4,9,0,0) tedy zfistalo optimalni.

Uvazujme nyni jinou zménu cen, feknéme na (4,3). V tomto piipadé se simplexova tabulka
zméni na

] 4 3 0 0 0 \ max ‘
013 0 0 1 1 1 9
3 0 1 0o Yo % 4
411 1 0 0 —% Y 1
0 0 0 —% 3% 16

Tentokrat relativn{ ceny nepotvrzuji, ze feseni (1,4, 9,0, 0) je optimdlni. Chceme-li optiméln{ feseni
zménéné tlohy, je tfeba pokracovat ve vypoctu. Podstatné ovSem je, Ze neni tfeba opakovat cely
predchazejici vypocet od zacatku, lze si usettit spoustu price tim, ze budeme pokracovat od
posledni simplexové tabulky, samoziejmé po provedeni vyse popsané zmény.

2.9.4 Zmeéna cen linearné zavisla na parametru. Ceny se v praxi neustale méni. Uvazujme
zménu cen linedrné zavislou na Case t a to takovou, Ze puvodni ceny (pro které méame vypocteno
optimalni fesen{) odpovidaji ¢asu ¢ = 0. Cenovy vektor ¢ + td tedy je linedrni funkei ¢asu.

Otéazka je, v jakém rozsahu parametru t zustane stavajici feseni optimalni. Vysledkem bude
interval hodnot parametru ¢.

Reseni je opét snadné, stadl v simplexové tabulce poéitat s cenami zavislymi na parametru t.
Z predchoziho vime, Ze zména se tykd pouze bézickych cenovych koeficientti a (hlavné) relativnich
cen. Relativni ceny ovSem vyjdou zavislé na parametru t.
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Aby feSeni reprezentované tabulkou bylo mozno pokladat za optiméalni, musi byt vsechny
relativni ceny nezdporné. Pro kazdou nebdzickou relativni cenu tedy mame nerovnost (kterd rikd, ze
tato relativn{ cena je nezdpornd). Resenim takto vzniklé soustavy linedrnich nerovnosti je interval
a nebo prazdnd mnozina.

2.9.5 Priklad linearni zmény cen. V prikladé 2.6.6 uvazujme zménu puvodniho cenového
vektoru (2,3) na vektor (2 + 2t,3 + t), kde ¢ je parametr. Simplexova tabulka se (podobné jako
v 2.9.3) zméni na

[2+2t 3+t 0 0 0] max |
0 3. 0 0 1 1 1 9
3+t | 2. 0 1 0 A 3 4
242t | 1. 1 0 0 — Y A 1
0 0 0 —Tst 2% +1Y%t | 14+6t

Resenf (1,4,9,0, 0) reprezentované tabulkou bude optimédlnim Fesenim, budou-li relativni ceny
nezaporné, tedy bude-li platit

s — Yat

2% + 15t

v v

tedy bude-li —2 <t < 1.

Pro t > 1 jiz stévajici feSeni neni optimalni, nebot relativni cena z4 — ¢4 je zdporna. Chceme-li
znat optimalni Teseni pro t > 1, zvolime klicovy prvek ve 4. sloupci a provedeme dalsi krok
simplexové metody. Dostaneme tabulku

[2+2t 3+t 0 0 0] max |
04 0 0 1 1 1 9
3+t 2 0 1 — Y 0 A 1
2+2t | 1. 1 0 Yy 0 3 4
0 0 -5+ %t 0 23+ 1%t | 11+ 9¢

Tato tabulka reprezentuje feseni (4, 1,0, 9, 0) a toto feseni je optimdlnim FeSenim pro vSechna t = 1.
Vsimnéte si, ze pro t = 1 zde mame dvé simplexové tabulky, které reprezentuji dvé ruzna
optiméaln{ feseni (1,4,9,0,0) a (4,1,0,9,0). Mnozina optimdlnich FeSeni je v tomto pripadé tsecka
mezi témito dvéma body.
Podobné, chceme-li znat optimum pro ¢ < —2, zvolime klicovy prvek v 5. sloupci a po provedeni
jednoho kroku simplexové metody dostaneme tabulku

’ 242t 3+t 0 0 0\ max‘

0| 3. -3 0 1 2 0 6
3+t | 2. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 3 0 0 -1 1 3
—8 — 4t 0 0 3+t 0| 6+2t

ktera reprezentuje feseni (0,2,6,0,3). Toto Feseni je optimalnim Fesenim pro hodnoty parametru
-3<t< -2,

Pro hodnoty parametru ¢t < —3 zvolime klicovy prvek ve 4. sloupci a po provedeni eliminace
dostaneme simplexovou tabulku

242t 3+t 0 0 0 | max

0| 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. -2 1 0 1 0 2
0| 5. 1 1 0 0 1 5
—2—-2t —-3-—t 0 0 0 0
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Reseni (0,0,2,2,5) reprezentované touto tabulkou je optimalnim feSenim pro viechna t < —3.
Zavislost optimalniho feseni na hodnoté parametru t lze shrnout takto:

parametr optimalni feSeni
t< -3 (0,0,2,2,5)
t=-3 usecka (0,0,2,2,5)(0,2,6,0,3)
—3<t< -2 (0,2,6,0,3)
t=-2 usecka (0,2,6,0,3)(1,4,9,0,0)
—2<t<1 (1,4,9,0,0)
t=1 usecka (1,4,9,0,0)(4,1,0,9,0)
t>1 (4,1,0,9,0)

2.9.6 Zména pravych stran muze v praxi znamenat napi. zménu disponibilniho mnozstvi
néjakého zdroje. Materidl mohla vzit velka voda, dodavatel mohl vypovédét smlouvu nebo naopak
uvazujeme o koupi dalstho materidlu. Ve vSech téchto piipadech je tfeba zjistit vliv zmény
omezujicich podminek na optimalni feseni a na jeho tcelovou funkci.

Na rozdil od ménicich se cen, které maji za nasledek skokové zmény optimalniho feseni, ménici
se pravé strany maji za nasledek zmény spojité. Rovnéz zde neni tfeba opakovat cely vypocet. Je-li
k dispozici simplexova tabulka s optimalnim fesenim, a vime-li jak na to, lze ¢inek zmény pravych
stran pomérné snadno vyhodnotit.

Je-li v tloze puvodni vektor pravych stran b nahrazen vektorem &', pak v simplexové tabulce,
kterd reprezentuje optimalni feseni, se zméni pouze vektor pravych stran. Vyplyva to z poznatka
2.8.2 0 soucinovém tvaru matice soustavy rovnic. Zatimco v ptivodn{ tloze to bylo B~'b, ve zménéné
tiloze to bude B~1Y'.

Mame-li tedy simplexovou tabulku, kterd reprezentuje optimélni feSeni (tj. relativni ceny jsou
nezdporné), a zname-li polohu pivodni kanonické béze ve vychozi simplexové tabulce, snadno ze
simplexové tabulky optimalniho FeSeni zjistime matici B~! a vypoéteme zménénou pravou stranu
B~ 1v.

Pokud ve zménéné tabulce vyjdou vSechny pravé strany nezaporné, pak feseni reprezentované
touto tabukou je optimalnim resenim zménéné tlohy.

Vyjde-li nékterd prava strana zapornd, pak feSeni reprezentované tabulkou neni pripustné.
V takovém pripadé si lze pomoci takzvanou dualné simplexovou metodou.

2.9.7 Dudlné simplexova metoda se od normalni simplexové metody lisi vychozimi predpo-
klady a jinou volbou klicovho prvku. Predpokladdame, Ze relativni ceny jsou nezaporné.

1. Zvolime klicovy radek i, ve kterém b; < 0.

2. V i-tém tadku zvolime klicovy prvek a;; < 0 takovy, ze podil (z; — ¢;)/a;; je nejvétsi (ovsem
zdporny, tedy nejbliZze nule).

3. Pak provedeme Jordanovu eliminaci jako v bézné simplexové metodeé.

Tyto kroky opakujeme, dokud nejsou vSechny pravé strany nezaporné.
Duélné simplexova metoda zachovava nezdpornost relativnich cen a snazi se dosdhnout neza-
pornosti pravych stran.

2.9.8 Priklad zmény pravych stran. V prikladé 2.6.6, str. 26 uvazujme zménu puvodniho
vektoru pravych stran (2,2,5) na novy vektor (2,3,4).

Pfipomenme, ze ve vychozi simplexové tabulce tvorily kanonickou bézi sloupce 3., 4. a 5.
(v tomto poradi) a simplexovéd tabulka s optimé&lnim feSenim byla
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| 2 3 0 0 0 [ max |
013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 Yoo % 4
201 1 0 0 - Y 1
0 0 0 I 2% 14
Nova prava strana v tabulce s optimélnim FeSenim je
2 1 1 1 2 9
B' I3 ]=10 % %K |-|3]=]|23%
4 0 - 4 /s
a nova simplexova tabulka vypada takto:
| 2 3 0 0 0 | max |
013 0 0 1 1 1 9
312 0 1 0 s | 3%
2|1 10 0 -V Y
0 0 0 h 2% |11%

Optimaln{ fesen se tedy zméni na ( ¥3,3%,9,0,0).

2.9.9 Zména pravych stran zavisla na parametru. Jsou-li pravé strany strukturnich pod-
minek linedrné zavislé na parametry ¢, miizeme pomoci ndsobeni matici B! zleva zménu promit-
nout do simplexové tabulky, ktera representuje optimalni feseni. Vysledna prava strana, tj. vlastné
soutfadnice optimélniho feseni budou samoziejmé také linedrné zaviset na parametru t.

Vysledné optimalni feseni ovSsem musi byt pripustné, tj. vSechny hodnoty pravych stran musi
byt nezdporné. To vede na soustavu linedrnich nerovnosti, jejimz rfeSenim bude interval, ve kterém
je dané bézické feseni pripustné a je tedy optimalnim fesenim tlohy s parametrem.

Poznamenejme, ze zavislost optimélniho feseni na parametru zde neni skokova, ale spojita.

2.9.10 Priklad linearni zmény pravych stran. V piikladé 2.6.6, str. 26 uvazujme zménu
puvodniho vektoru pravych stran (2,2,5) na novy vektor (2,2 4 ¢,5).

Pfipomenme, ze ve vychozi simplexové tabulce tvofily kanonickou bézi sloupce 3., 4. a 5.
(v tomto poradi) a simplexovéd tabulka s optimélnim feSenim byla

] 2 3 0 0 O\max\

0| 3. 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 b e 4
2| 1. 1 0 0 -1 e 1
0 0 0 s 2% 14
Nova prava strana v tabulce s optimalnim fesenim je
2 1 1 1 2 9+t
Bl |l 24t =0 Y% K |-| 2+t |=| 4+ Y%t
5 0 —% 5 1— st

Optimaln{ Feseni zavislé na parametru ¢ tedy bude (1 — Y3t,4 + Y5t,9 +¢,0,0), toto vSak plati
pouze pro takové hodnoty parametru, pii kterych jsou splnény nerovnosti

9+t = 0
A+t =2 0
1—Y%t =2 0
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tedy v rozsahu —9 < t < 3. Ucelova funkce také zavisi na parametru ¢ a to tak, Ze je rovna
2 (1— Y%t)+3- (4+ Yst) = 14+ Yat.

Pokud parametr ¢t bude mimo vySe uvedeny interval (—9,3), bude mit optimdlni Feseni jinou
béazi (pokud bude existovat).

2.9.11 Pridani nové omezujici podminky je klicovou soucasti nékterych vypocetnich me-
tod, napt. metody vétvi a mezi 4.3, metody secnych nadrovin nebo metody generovani omezujicich
podminek 2.9.13. Samozrejmé lze zde popsany postup pouzit i v situaci, kdy jsme na né&jakou
podstatnou omezujici podminku zapomnéli.

Méme-li vypocteno optimalni feSeni a pridame-li k tloze omezujici podminku, jsou dvé moz-
nosti. Bud stavajici optimélni feseni novou podminku spliuje nebo nikoli. Pokud splnuje, je vlastné
pridani takové podminky zbytecné: iiloha ma stejné optimalni feseni, at uz podminku priddme nebo
nikoli.

Déle se tedy zabyvejme pripadem, kdy optimélni reseni novou omezujici podminku nespliuje
a budeme predpokladat, ze zname nejen optimélni feseni, ale i prislusnou simplexovou tabulku,
ktera toto feSeni reprezentuje.

Vypocet pii pridani nové omezujici podminky spociva ve tirech krocich:

e pridani nového rfadku a sloupce do simplexové tabulky,
e lprava tabulky s cilem ziskat opét kanonickou bazi a
e nalezeni pripustného feseni.

Nyni tyto t¥i kroky popiSeme podrobnéji:

1. Do simplexové tabulky pridame fadek a sloupec. Provedeni se lisi podle typu priddvané
podminky:

Podminku typu £ prevedeme na rovnici zavedenim nové doplitkové proménné. V simple-
xové tabulce jednoduse priddme Fadek a sloupec. Sloupec nové doplikové proménné
bude ¢lenem baze.

Podminku typu = pridame jako novy radek a pro tento radek pridame sloupec nové umélé
proménné (s cenovym koeficientem —M). Sloupec umélé proménné bude élenem béze.

Podminku typu 2 vynéasobime koeficientem —1, ¢imZ ji pfevedeme na podminku typu <,
tedy na pfipad popsany vyse. (Zaporné pravé strana ndm nevadi.)

2. Obnovime kanonickou béazi. Dosavadni béazické sloupce mohou v pridané radce obsahovat
(a typicky obsahuji) nenulové koeficienty. Proto k nové fadce pficteme vhodné ndsobky
ostatnich radkt tak, aby byla kanonickd baze obnovena. Poznamenejme, ze dosavadni bazické
sloupce v bazi zustévaji (proto je nutné jejich tvar obnovit) a k nim pfibyvd nové pridany
sloupec (se kterym neni nutno nic délat).

3. Vypocteme relativni ceny.

4. Je-li ve vysledné tabulce zapornd nékterd pravd strana (typicky je), pouzijeme dudlné
simplexovou metodu 2.9.7, str. 40.

2.9.12 Priklad — pridani omezujici podminky. K tloze 2.2.2; str. 14 vyfesené v 2.6.6,
str. 26 pfiddme novou omezujic{ podminku x1 + 2z9 < 7.
Simplexova tabulka, reprezentujici optimalni feSeni je

2 3 0 0 0 | max
013 0 0 1 1 1 9
3|2 0 1 0 s ¥ 4
21 1 0 0 —% 1
0 0 0 Y5 2% | 14
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Ve shodé s 2.9.11 pridame fadek nové podminky a jednu doplitkovou proménnou. Dostaneme
tabulku

2 3 0 0 0 0 | max
03 0 0 1 1 1 0 9
32 0 1 0 Voo % 0 4
2|1 1 0 0 Y% 1 0 1
0|6 1 2 0 0 0 1 7

Tato tabulka neobsahuje kanonickou bazi — jeji prvé dva sloupce jsou poskozeny novym radkem.
Abychom obnovili kanonickou béazi, od nového fadku odec¢teme tieti fadek a dvojnasobek druhého
radku. Tim dostaneme tabulku, kterd jiz obsahuje kanonickou bazi:

2 3 0 0 0 0 | max
03 0 0 1 1 1 0 9
3|2 0 1 0 Yy ¥ 0 4
2|1 1 0 0 —Y Ys 0 1
0|6 0 0 0 Y —17% 1| -2
0 0 0 Iy 2% 0 14

Reseni reprezentované touto tabulkou neni pifpustné. Pokrac¢ujeme tedy dudlné simplexovou
metodou 2.9.7, str. 40.

2 3 0 0 0 0 | max
013 0 0 1 0 -4 3 3
312 0 1 0 0 -1 1 2
2|1 1 0 0 0 2 -1 3
014 0 0 0 1 5 =3 6
0 0 0 0 1 1 12

a vyslednd tabulka jiz obsahuje optimélni feSeni zménéné tlohy (3,2, 3,6,0,0).

2.9.13 Generovani omezujicich podminek. Je-li vSech omezujicich podminek p¥ilis mnoho,
muzeme postupovat takto:

Piedpokldddme, Ze mezi omezujicimi podminkami dlohy je mnoZina podminek (oznac¢me ji Q)
takova, ze podminek v mnoziné ) je mnoho, ale pro jakékoli konkrétni feseni je relativné snadné
zkontrolovat platnost vSech omezujicich podminek z mnoziny Q).

1. Ulohu fesime bez omezujicich podminek z mnoziny Q.

2. Zkontrolujeme, zda nalezené optimalni feseni x splnuje vSechny podminky z mnoziny Q.
Pokud spliuje, vypocet konci, feSeni x je optimalnim feSenim i ilohy se vSemi podminkami
z mnoziny Q.

3. 7Z mnoziny ) vybereme nékterou omezujici podminku, kterd neni stavajicim optimalnim
feSenim splnéna, a tuto podminku k tloze pridame.

4. Vypocteme optimalni feseni rozsitené tlohy a pokracujeme krokem 2.
Casto sta¢i pfidat jen nepatrny zlomek z celkového poétu viech podminek z mnoziny Q. To miize

predstavovat velikou tsporu ndmahy pii vypoctu. Samoziejmé pfi tom velmi zéalezi na zplsobu
vybéru nesplnéné omezujici podminky v kroku 3.
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2.10 Dualita

2.10.1 Standardni tvar tlohy LP. Uloha linedrniho programovani je ve standardnim tvaru,
jestlize

e tcelova funkce se maximalizuje,
e na vsSechny proménné se klade podminka nezapornosti a
e vSechny strukturni podminky jsou typu ,,<“.

Jinymi slovy, tloha ma tvar
'z — max
Az <)
20

Kazdou tlohu LP lze prevést na standardni tvar.

2.10.2 Symetrické dualni tlohy je dvojice tiloh LP tohoto tvaru:

P: T — max D: bTy — min
Az < b ATy > ¢
x20 y=20

Tedy s nadsazkou ,,obrat co mazes*. Ale pozor, vektory x a y typicky maji rizné pocCty sourad-
nic. Slozky vektoru y odpovidaji (poc¢tem i vyznamem) strukturnim podminkdm dlohy P a naopak
slozky vektoru x odpovidaji strukturnim podminkam tlohy D.

Symetrii je tfeba chépat takto: K tloze A, kterd je ve standardnim tvaru, sestrojime duélni
tlohu B. Ulohu B pievedeme na standardni tvar, dostaneme tlohu C. K tloze C sestrojime duélni
tlohu D. Kdyz pak tlohu D prevedeme na standardni tvar, dostaneme puvodni tlohu A.

2.10.3 Priklad — problém vyzivy a vyrobce pilulek. Problém vyzivy spociva v urceni,
kolik kterého jidla mame snist, abychom se stravovali co nejlevnéji. Jiz bylo zminéno v 2.1.7, str. 13,
ze jde o specialni ptipad tlohy o smési. Predpoklddejme nésledujici oznaceni:

x;  kolik jidla j méme snist za rok,

¢;  cena jednotkového mnozstvi jidla j,

b;  rocni potreba ziviny i,

a;; mnozstvi Ziviny ¢ v jednotkovém mnozstvi jidla j.

Problém vyzivy pak ma tvar

T

c'r — min
Az = b
z =2 0,

jde tedy o tlohu, ktera svou strukturou je shodna s tlohou D z 2.10.2, jen vektor proménnych y je
zde oznacen x.

Predstavme si nyni ponékud sci-fi situaci, kdy existuje vyrobce cistych zivin v podobé pilulek a
tento vyrobce chce pilulky prodavat a cenové konkurovat ptirozené stravé. Predpokladejme déle, ze
spotrebitelé jsou jiz tak degenerovani, ze se ridi pouze cenou, nikoli tim, co jim chutné. Pfirozenou
snahou vyrobce pilulek je maximalizace trzeb za pilulky, ale nesmi to s cenami pilulek prehnat.
Aby pilulky byly konkurenceschopné, je nutné, aby zadné jidlo nebylo levnéjsi, nez jeho ,pilulkovy
ekvivalent“. Vyrobce také nechce zadné pilulky dotovat, tj. platit lidem za to, ze je ji. Spatné by
se mu to kontrolovalo.
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Oznacime-li y; prodejni cenu jednotkového mnozstvi pilulek obsahujicich zivinu i, 1ze problém
vyrobce pilulek formulovat jako

by — max
ATy <
y 2 0,

coz je tvar dlohy P z 2.10.2, kde opét mame y namisto x.

Cile stravniki a vyrobce pilulek jsou protichidné. Stravnici se snazi utratit co nejméné, zatimco
vyrobce pilulek se snazi, aby mu stravnici zaplatili co nejvic. Matematicky vztah duality mezi
obéma tlohami je matematickym obrazem tohoto antagonismu. Podle véty o dualité 2.10.9 M&-li
jedna z tloh optimalni feSeni, ma je i druha a obé pritom dosdhnou stejné hodnoty tcelové funkce.

2.10.4 Dualni tloha k obecné uloze LP. Vztah duality lze rozsirit na obecné ilohy LP.
Pocet proménnych v jedné tloze je roven poctu strukturnich podminek ve druhé tloze. Matice
strukturnich podminek se transponuje, cenové koeficienty a koeficienty pravych stran si navzdjem
vymeéni roli. Zbyva urcit orientaci nerovnosti u strukturnich podminek a omezujici podminky pro
jednotlivé proménné. Ty jsou vzajemné provazany podle této tabulky

P D
cTx = max bTy — min
Air S b; ¥i =20
Ajz 2 by i =0
Az =1b; 1J; Neomezeno
z; 20 a;fy 2 ¢
z; =0 a;ry <S¢
Zj neomezeno aJTy =cj

kde znaceni A,c,b,x se vztahuje k tloze P a y je vektor proménnych tdlohy D. Symbolem A;
znacime i-ty fadek a symbolem a; znacime j-ty sloupec matice A.

Pozor, vS§imnéte si, Ze ne vSechny nerovnosti se obraci.

Tabulku si neni treba pamatovat. Kterd nerovnost se obraci lze snadno odvodit z lehce
zapamatovatelného vztahu mezi symetrickymi dualnimi tilohami. Protéjskem strukturni podminky
typu rovnice je neomezend proménna v protéjsi tloze.

2.10.5 Dudalni tloha k dudlni tdloze je ekvivalentni s ptvodni tlohou. Ovérte to na
prikladé.

2.10.6 Véta. Je-li x piipustné v tloze P a y piipustné v tloze D, pak plati ¢Tz < bTy.
DUkAz: Plat
cle S (ATy) "o =yt Az S yTb=0"y

Zde prva nerovnost vyplyva z podminky ATy 2 ¢, druhd z podminky Az < b. O
2.10.7 Dauasledky.

1. Ma-li tloha P shora neomezenou ticelovou funkci, pak D nemé pripustné reseni.
2. Ma-li dloha D zdola neomezenou ucelovou funkci, pak P nemé pripustné reseni.
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2.10.8 Véta. Jsou-li z a y pifpustnd feseni (kazdé ve své tloze) a plati-li ¢’ = bTy, pak x a
y jsou optimalnimi Fesenimi (kazdé ve své tloze).

Tato véta je trividlnim, ale pozoruhodnym, disledkem tvrzeni 2.10.6, nebof plati nezavisle na
zpusobu, jak jsme ziskali FfeSeni x a y, kterd splnuji predpoklady. Mohli jsme je i uhodnout.

2.10.9 Véta o dualité. M4-li tloha P optimélni feseni, oznacme je z, pak i k ni dudlni tloha
D ma4 optimaln{ feseni (oznacme je y) a obé optimaln{ feseni maji stejnou hodnotu tcéelové funkce,
tedy plati cTax = bTy.

DUKAZ: vyplyne z nésledujictho:

2.10.10 Jak najit dualni reseni v simplexové tabulce primarni tlohy. Vyjdéme z tlohy
P ve standardnim tvaru. Vychozi simplexova tabulka ma tvar:

T 0 max
0 A FE b
— 0 0

Vysledna simplexova tabulka s optimalnim resenim pak mé tvar:

cB B71A B! B~

cEB71A-cT | LB | LB

Tvrzeni: vektor y = (c5B~1)T je optimalnim feSenim dudln{ tlohy.

A vskutku. Reseni y je pfipustnym feSenim, nebot ve vysledné tabulce jsou viechny relativni
ceny nezaporné. A éelovd funkce dudlnfho feseni L(y) = y*b = ¢c5B~1b je rovna ticelové funkei
L(z). Tedy podle 2.10.8 je vektor y optimalnim FeSenim dudlni tlohy.

2.10.11 Véta o rovnovaze. Necht z a y jsou pfipustnd feseni (kazdé ve své tloze). Pak z a y
jsou optimdln{ feseni (kazdé ve své tloze) pravé tehdy kdyz

Vi Axz<b, = y; =0
Vi ajy>c; = x;=0

PozNAMKA: Na zdkladé véty o rovnovaze bylo vymysleno nékolik efektivnich algoritmti pro feSeni
iloh zalozZenych na linedrnim programovani. Tyto algoritmy hledaji soucasné feSeni obou tloh,
primarni i dudlni, a to tak, ze se rtuznymi triky snazi splnit podminky véty o rovnovaze. Jakmile
toho dosdhnou, podle véty o rovnovize mame optimélni reseni obou uloh. Piikladem takového
algoritmu je metoda MODI pro Teseni dopravni tlohy, viz 3.3, str. 53.

DUKAZ: Plat{

= 3 =0 Vi yi(Aix—b;)=0
Vi ajy>c; = ;=0 Vi wj(ajy—cj) =0

a
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2.10.12 Vypocty s pomoci duality. Nékteré tlohy (kde by bylo mnoho umélych proménnych)
muze byt vyhodnéjsi fesit oklikou pres dualni tlohu takto: Danou tlohu ozna¢me A. Zformulujeme
k ni dudlni dlohu B, vyfesime ji (najdeme optimum) a v posledn{ simplexové tabulce najedeme
optimélni feseni nejen dlohy B, ale i optimdlni feSeni ulohy C, kterd je dudlni k B a tudiz je
ekvivalentni k tloze A.

2.10.13 Dualni ceny. Slozky y; optimélniho feseni dudlni dlohy jsou casto nazyvany dudlnimi
cenami. Nazev je inspirovan faktem, Ze jde vlastné o ocenéni pravych stran strukturnich omezujicich
podminek v nésledujicim smyslu: kdyz (v primarni tloze) zvysime pravou stranu b; o malou
hodnotu A, zvysi se tcelova funkce o hodnotu A - y;.

Napriklad v klasické aplikaci LP na planovani vyroby pri omezenych zdrojich dudlni cena y;
vyjadiuje, jak dovedeme omezujici i-ty zdroj premeénit na zisk. To je velmi dtilezity idaj. Chceme-li
zvysit zisk, vidime hned, za jaké ceny mé nebo nemé smysl omezujici zdroje nakupovat.

Podrobnéjsi vyklad tykajici se zmén pravych stran, napt. jak velké smi byt to A, aby dudlni
cena y; méla popsany vyznam, viz 2.9.6.

Poznamenejme, Ze omezujici zdroj, ktery nejsme schopni plné vyuzit (jeho doplitkovd proménnd
je kladnd), ma dudlni cenu nulovou. Ostatné to tvrd{ i véta o rovnovaze.

Vsimnéte si, ze i v ptikladé 2.10.3 ceny pilulek odpovidaji tomu jak se méni hodnota tcelové
funkce problému vyzivy. Kdyby potieba ziviny ¢ klesla o A, hodnota uicelové funkce by klesla o 1; A.

A také naopak, ceny jidel jsou dudlnimi cenami pro problém vyrobce pilulek. Kdyby se snizila
cena jidla j o hodnotu A, vyrobce pilulek by reagoval zménou cen pilulek a jeho maximalni mozna
trzba by se snizila o x;A.
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Kapitola 3

Dopravni tloha

Dopravni tilohu jsme definovali jiz v 2.1.8, str. 13 a ukéazali jsme, Ze jde o specidlni pripad tlohy
linedrntho programovani. V této kapitole (kromé aplikaci a nékolika zdkladnich fakt) uvedeme
podstatné vyhodnéjsi algoritmy.

3.1 Zakladni fakta a aplikace

Pro pohodli ¢tenare zopakujme definici dopravni tlohy.

3.1.1 Dopravni aloha. Mame m dodavatelt, ktefi dodavaji stejny druh zboZi a n spotiebiteli,
ktefi je spotiebovavaji. Zname ceny za dopravu mezi vsemi dodavateli a vSemi spotiebiteli. Ukolem
je zorganizovat dopravu co nejlevnéji. Oznacme

a;  kapacita i-tého dodavatele (kolik je schopen dodat),
b;  pozadavek j-tého spotfebitele (kolik chce spotfebovat),
cij  cena za dopravu jednotkového mnozstvi od i-tého dodavatele
k j-tému spotiebiteli,
x;; mnozstvi dopravované od i-tého dodavatele k j-tému spotiebiteli.
Pak tloha LP pak mé& tvar

m

n
E E CijTij — min

i=1j=1

n
E Tij = a;
j=1
m
Yz = b
=1

0 pro vSechna i, j

1\

mij

Vsimnéte si, ze zde mame mn proménnych, které jsme pro lepsi srozumitelnost indexovali
dvéma indexy, jednim pro dodavatele a jednim pro sotiebitele, lze se tedy na né divat jako na
matici. Pfesto lze proménné sefadit do jedné posloupnosti (napf. po Fadcich) a celou tilohu prepsat
do obvyklého tvaru ulohy linearniho programovani.

Fakt, ze dopravni tloha je specidlnim ptripadem tulohy linedrniho programovani nepouzijeme
primo k vypoctu. Pomoci dulaity odvodime vyhodnéjsi algoritmus.

Zadéani dopravni tlohy i jeji feseni budeme zapisovat do tabulky typu ,dodavatelé x spotiebi-
telé*. Pro stru¢nost budeme tuto tabulku nazyvat dopravni tabulkou.
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10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 20

Radky odpovidaji dodavateliim, sloupce spotiebiteliim. Vlevo pied kazdym fadkem je uvedena
kapacita dodavatele, nad kazdym sloupcem je pozadavek spotiebitele. Ceny za prepravu jsou
uvedeny v kazdém policku tabulky drobnym pismem v pravém hornim rohu policka. Vlevo dole
jsou normdlnim pismem uvedeny nenulové velikosti pfepravy x;;. Neni-li z;; uvedeno, znamend to,
ze Tij = 0.

Poznamenejme, ze v dopravni tabulce mame dvé matice typu m xn. Matice cenovych koeficientti
c je soucasti zadani a béhem vypoctu se neméni. Druhou matici je matice x, ktera je vysledkem
vypoctu a béhem vypoctu se méni. Pro ruéni vypocet je vyhodné mit obé matice pohromadé
v téze tabulce. Je tfeba upozornit, ze nékteri autofi, snad kvili typografickym obtizim, zapisuji
obé matice zvlast, coz je méné prehledné.

Déle poznamenejme, Ze dopravni tabulka ma podstatné mensi rozméry (a mensi pamétové
néroky v pocitaci) nez simplexové tabulka pro tutéz dopravni tlohu.

3.1.2 VyvazZzena dopravni tloha je takova, kde nabidka dodavateli je v souctu rovna poptavce
spotiebiteld, tj. kde > 1", a; = Z;.Lzl b;. Poznamenejme, Ze tato rovnost neni soucasti omezujicich
podminek tlohy, to je vlastnost instance dopravni 1ilohy.

Dopravni tloha, tak jak byla definovana vyse, ma pripustné feseni pouze je-li vyvazena.

3.1.3 Nevyvazena dopravni tloha. V praxi se ¢asto setkdvame s tlohami, které vyvazené
nejsou. V takovém pripadé je nutno slevit z omezujicich podminek, nahradit rovnice nerovnostmi
a smirit se s tim, ze néjaké zbozi nebude dodano nebo nékted poptavka nebude uspokojena.
Nevyvazena tiloha se fesi pomoci pfevodu na tlohu vyvazenou a to tak, ze k tloze pridame fiktivniho
dodavatele nebo fiktivniho spotiebitele.

Je-li nabidka dodavateltt mensi nez poptavka, tj. 3" a; < Y7, bj, pfiddme formalné jednoho
tzv. fiktivntho dodavatele, ktery chybéjici zbozi (fiktivné) doda. Kapacita fiktivntho dodavatele se
stanovuje tak, aby se tloha stala vyvazenou, tj. jako Z?:l bj — > ", a;. Proto vzdy stacf priddvat
jen jednoho fiktivniho dodavatele. V dopravni tabulce tedy pribude jeden fadek. Je samoziejmé,
7e spotrebitel, ktery dostane fiktivni zbozi, ma smiulu, nebot de facto nedostane nic nebo jen ¢ast
toho, co chtél.

Ceny za dopravu fiktivniho zbozi od fiktivniho dodavatele ke vSem spotiebitelim se obvykle
voli nulové. Pokud tyto ceny budou tieba i nenulové, ale pro vsechny spotiebitele stejné, pak témito
cenami zadny spotiebitel neni zvyhodnén ani znevyhodnén. Ktefi spotiebitelé dostanou fiktivni
zbozi, zalezi na vysledku celkové optimalizace, ale zjednodusené lze fici, ze vzdaleni spottebitelé
jsou v nevyhodé. Pokud to vadi, je tfeba pouzit priority, viz 3.1.5

Podobné se fesi piipad, kdy nabidka pfevySuje poptivku, tj. > i a; > E?zl bj. V tomto
pripadé pridavame fiktivniho spottebitele, ktery fiktivné odebere zbozi, které na strané dodavatela
prebyva. V dopravni tabulce pfibude jeden sloupec. Dodavatel, ktery pak ma dodavat fiktivni zbozi
fiktivnimu spotfebiteli, ma smulu, toto zbozi mu de facto zustane.

3.1.4 Prohibitivni ceny. Nékdy je tifeba zajistit, aby néktery dodavatel ¢ nemohl dodavat
nékterému spottebiteli j. Muze to byt napr. proto, ze zbozi od dodavatele 7 nespliuje naroky na
kvalitu ze strany spottebitele j.
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Tento pozadavek lze v dopravni dloze snadno zajistit tim, Ze cenu za dopravu c¢;; stanovime
velmi vysokou. Bude-li cena dostatecné vysokd, pak, pokud to je vubec mozné, bude doprava
realizovdna jinudy. Vysoka cena tedy ma zakazujici (prohibitivni) Géinek.

Podobny trik (pouziti velmi nevyhodné ceny) jsme pouzili v tzv. M-tiloze linedrniho progra-
movani, viz 2.7.2. Onu velmi vysokou prohibitivni cenu budeme v dalsim textu znacit M.

3.1.5 Priority v nevyvazené uloze. Nékdy se v nevyvazené uloze chce, aby pozadavek
néjakych privilegovanych spotiebitelt byl uspokojen prednostné, tj. aby tito spotiebitelé zarucené
dostali skutecné zbozi (pokud to je mozné) a aby fiktivni zbozi dostal nékdo jiny, neprivilegovany.
Takovy pozadavek lze v dopravni tloze snadno zafidit pomoci prohibitivnich cen za dopravu
fiktivniho zbozi od fiktivniho dodavatele k privilegovanym spotiebiteltim.

Pokud by soucet kapacit dodavatelt nestacil pro vSechny privilegované spotiebitele, a chceme-li
i v takové situaci mit kontrolu nad tim, kdo dostane zbozi skuteéné a kdo fiktivni, Ize to Tesit
zavedenim dvou nebo i vice stupnt priorit. Prohibitivni ceny by pak byly M, 2M, 3M, atd.

3.1.6 Prirazovaci uloha je definovana takto: Mame n pracovnikii a n pracovnich tkoli. Pro
kazdou dvojici pracovnik-tkol zndme néklady c;; na provedeni j-tého tikolu i-tym pracovnikem.
Mame priradit kazdému pracovnikovi presné jeden tkol a to tak, aby soucet ndkladu byl nejnizsi.

Prirazovaci tlohu lze snadno prevést na tlohu dopravni. Pracovniky budeme pokladat za doda-
vatele, pracovni tikoly za spotrebitele. Kapacity vsech dodavateli i spotrebiteltt budou jednotkové.
Ceny za dopravu budou rovny nékladim c;;.

Vysledek dopravni tlohy budeme interpretovat tak, ze kdyz vyjde x;; = 1, pfifadime i-tému
pracovnikovi j-ty pracovni tikol.

3.2 Heuristiky pro dopravni tlohu

Cilem heuristickych algoritmi je najit pripustné reseni, pokud mozno co nejlepsi, ale aby to nedalo
prilis mnoho prace. Jde tedy o kompromis mezi kvalitou vysledku a rychlosti vypoctu.

Heuristické algoritmy (zkracené heuristiky maji dvoji pouziti: Pokud nebylo pozadovéno na-
lezeni presného optima, a je-li hodnota ucelové funkce prijatelnd, lze vysledek heuristiky pfimo
prakticky aplikovat. Druhé pouziti spociva v tom, ze vysledek heuristiky muze slouzit jako zaklad
pro dalsi zlepSovani.

Pripomenme, Ze v této sekci se zabyvame pouze vyvazenymi dopravnimi ilohami. Heuristikami
pro obecnéjsi typy tloh se budeme zabyvat v sekci 4.5, str. 74.

3.2.1 Obecné schéma heuristik pro dopravni dlohu je toto

1. Zvolime dvojici ,j takovou, ze kapacita dodavatele i neni zcela vycCerpana a zaroven
pozadavek spottebitele j neni zcela uspokojen.

2. Hodnotu z;; zvolime nejvétsi piipustnou vzhledem ke diivéjsim volbam.

3. Kroky 1 a 2 opakujeme, dokud zbyva néjaka kapacita dodavatelt.

Jednotlivé heuristické algoritmy se lisi pouze v metodé vybéru dvojice i, j v kroku 1. Krok 2 je
vsem metodam spolecny.

Kazdym provedenim kroku 2 bud zcela vycCerpame zbyvajici kapacitu dodavatele ¢ nebo zcela
nasytime spottebitele j, pripadné oboji. Takto vycerpany dodavatel nebo spotiebitel pak jiz nemuze
byt vybran v nasledujicich provedenich kroku 1. Moznosti volby v kroku 1 se tedy stdle zmensuji.
Podobné se zmensuji zbyvajici kapacity dodavatelt a pozadavky spotrebitelti, kteri dosud nebyli
vylouceni.

Je zfejmé, Ze po nejvyse m +n — 1 opakovanich vypocet skonéi. Pri poslednim provedeni kroku
1 totiz zbyva jen jediny dodavatel a jediny spotfebitel a diky vyvazenosti tlohy budou v poslednim
provedeni kroku 2 oba vycCerpani soucasné. Dalsim dusledkem je, Ze vysledné feseni bude mit
nejvyse m + n — 1 nenulovych slozek. To se ndm bude hodit pii nasledné optimalizaci.
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3.2.2 Metoda severozapadniho rohu vybira v kroku 1 vzdy dvojici s nejmensim 7 a s nejmen-
$im j, tedy prvek, ktery je v tabulce v levém hornim rohu, to je tam, kde je na mapé severozapad.
Odtud velmi popularni nazev metody.

Tuto metodu zde uvadime spise z terminologické povinnosti, nebot je uvadéna ve vsech
ucebnicich. Z hlediska kvality vysledku je to ta nejhloupéjsi metoda, kterou si lze predstavit.
Nebere totiz viibec v tvahu cenové koeficienty, proto vysledkem muze byt zrovna tak reseni nejlepsi
jako nejhorsi.

3.2.3 Indexova metoda je asi nejjednodussi prakticky pouzitelnou heuristikou pro dopravni
tlohu. Ze vsech dosud nevyrazenych dodavateli a spotiebitelt v indexové metodé vzdy vybirame
takovou dvojici ¢, 7, kterd mé nejnizsi cenu c;;.

Priklad:
10 20 20 10

6 3 7 8
20 | 10 10

2 7 1 8
20 20

3 1 4 2
20 20

Vypocet indexovou metodou zde probihal takto:

Vybrano czs =1, tj. i = 3,7 = 2, tedy x32 = 20, vycCerpan 3. dodavatel i 2. spotiebitel.
Vybréano co3 = 1, tedy w23 = 20, vycCerpan 2. dodavatel i 3. spotiebitel.

Vybréano c1; = 6, tedy x17 = 10, vycerpan 1. spotfebitel.

Vybrano c14 = 8, tedy z14 = 10, vycerpan 1. dodavatel a 4. spotTebitel.

Kvalita feseni ziskaného indexovou metodou zpravidla neni Spatnd, muze se vSak pomérné
snadno stat ze vysledek neni nejlepsi, mtze byt dokonce i nejhorsi mozny. Zde je priklad:

10 10

10 | 10

5 1000
10 10

Zde jsme nejprve chamtivé vybrali ¢;; = 4 a pak nezbyla jind moznost nez vyuzit velmi drahou
trasu (2,2) s cenou a2 = 1000. Snadno ovéfite, Ze horsi FeSeni neexistuje.

3.2.4 Vogelova metoda se snazi prekonat vyse zminény nedostek indexové metody.

Pro kazdy radek vypocteme rozdil mezi nejmensi a druhou nejmensi cenou v ramci radky.
Vybereme tadek s nejvétsim rozdilem a v tomto fadku vybereme prvek s nejmensi cenou.

Pouzijeme-li Vogelovu metodu na priklad uvedeny ve 3.2.3, dostaneme pro jednotlivé radky
tyto rozdily mezi nejmensi a druhou nejmensi cenou: 3, 1, 1. Nejvétsi rozdil je v prvém radku,
vybereme tedy v tomto faddku nejlevnéjsi cenu c¢19 = 3, tj. prvek (1,2) a stanovime x15 = 20. Tim
je vycerpan prvni dodavatel a soucasné i druhy spotiebitel.

Prvy tadek a druhy sloupec vypadly ze hry, coz méa vliv na rozdily mezi nejnizsi a druhou
nejnizsi cenou ve zbyvajicich fadcich. V nasem pfipadé ovsem oba rozdily ndhodou ztstaly rovny
jedné. Vybereme si tedy celkové nizsi cenu co3 = 1 a stanovime x93 = 20.

Tim ze hry vypadl druhy réadek a tfeti sloupec. Ve hie tedy zustavaji uz jen prvky (3,1) a (3,4),
kde uz neni z ¢eho vybirat a nezbyva nez zvolit x3; = 10 a x34 = 10. Jak uvidime dale v 3.3.16,
dostali jsme jako vysledek optimalni feSeni, ale pozor, to jsme jen méli stésti, byla to nahoda.

Je treba zduraznit, ze Vogelova metoda je pouze heuristikou, je bézné, ze reseni, které
touto metodou ziskdme, neni optimalni. Ve srovnani s indexovou metodou je Vogelova metoda
pracnéjsi, ale dava zpravidla lepsi vysledky.
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Déle poznamenejme, ze alternativné lze Vogelovu metodu délat se sloupci namisto s radkami,
popripadé s fadkami i se sloupci najednou. Existuje také mnoho variant, jak si poc¢inat v neroz-
hodnych ptipadech.

3.2.5 Transformace cen. Kdyz v néjakém radku i dopravni tabulky zménime (napf. snizime)
vSechny ceny c;; o stejnou hodnotu A, dostaneme novou dopravni tlohu, kterd bude mit stejné
optimalni FeSeni (se stejnymi z;;), jako ptvodni tloha.

Pro¢? Obé tlohy maji stejnou mnozinu p¥ipustnych feseni (nebot omezujici podminky ztistaly
nezmeénény ) a pro vSechna pripustnd Feseni plati, Ze hodnota i¢elové funkce se zméni (napf. zmensi)
o stejnou hodnotu a; - A. Tedy FeSeni, které bylo optimélni pfed zménou cen, bude optimélni i po
zmeéné cen, jen bude mit jinou hodnoru tucelové funkce.

Totéz plati i o zméné cen v libovolném sloupci a tyto transformace cen v fadcich i ve sloupcich
1ze libovolné kombinovat. Pokud transformaci dostaneme nékteré ceny zaporné, vibec to nevadi,
vyslednd tloha totiz také mé stejné optimalni feSeni (tj. stejnd prepravovand mnozstvi z;;) jako
tloha ptvodni.

Nékteré heuristiky vyuzivaji transformaci cen jako sviij prvni krok. Prikladem je tzv. frekvencni
metoda.

3.2.6 Frekvencni metoda nejprve provede transformaci cen a to tak, ze od kazdého cenového

koeficientu odecte prumér cen v radku a prumér cen ve sloupci. Na vyslednou transformovanou
tlohu se pak pouzije indexova metoda.

3.3 Metoda MODI

Trochu divny nazev metody méa pripominat, ze jde vlastné o modifikovanou simplexovou metodu.

3.3.1 Priméarni a dudlni tloha. Pripomenme tvar primarni dlohy:

m n
E E CijTij — min

i=1 j=1

n
E Lij = @
=1
m
> xi; = b
i=1

0 pro vsechna ¢, j

v

xij

Napriklad pro 3 dodavatele a 4 spotiebitele vypada vychozi simplexova tabulka takto:

1 1 1 1 a
11 1 1 as
1 1 1 1]as
1 1 1 by
1 1 1 by

1 1 1 bs

1 1 1| ba

Soustava rovnic je z&visld, nebot soucet fadkt pro dodavatele (zde prvni 3) je roven souétu fadku
pro spotiebitele (zde posledni 4). Jednu z rovnic bychom tedy mohli vynechat. Kvili zjednodusen{
vykladu nebudeme nic vynechavat, ale vezmeme na védomi, ze dimenze sloupcového prostoru je
m+n—1.
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spotrebitelt. Duélni dloha pak m& tvar

1

C11

V dudlni dloze rozlisime proménné u;, které se tykaji dodavateli a proménné v;, které se tykaji

m n
Z a;u; + Z bjv; — max
i=1 j=1
ui+v; < ¢j pro vsechna i, j
ui, U; neomezeny

Matice a vektor pravych stran v simplexové tabulce dualni tlohy v nasem prikladé je tato:

1 C13

1 C14

1 Co1
C22
1 C23
1 Co4

1 C31
1 C32

1 C33

1 C34

1
1 1 C12
1
1

—
—_

—_ = = =

K dudlni tloze lze najit tuto interpretaci: Prepravce nabizi, Ze zbozi za uplatu dopravi,
pochopitelné chce maximalizovat své trzby. Cenu za prepravu jednotkového mmnoZstvi zbozi chce
stanovit jako soucet ceny wu;, kterou bude chtit od dodavatele a ceny v;, kterou bude chtit od
spotiebitele. Tyto ceny mohou byt i zdporné (tj. pfepravce je ochoten i priplacet), ale mus{ dodrzet
podminku u; + v; £ ¢4, jinak by se dodavatelé a spotfebitelé domluvili a dopravili by si to sami
levnéji, totiz za cenu c;; .

Preformulovanim véty o rovnovaze 2.10.11, str. 46 podle pravé zavedeného znaceni dostaneme
toto tvrzeni:

3.3.2 Kritérium optimality. ReSeni z a u,v jsou optimalnimi feSenimi (kazdé ve své tiloze)
prave tehdy, kdyz splinuji tyto podminky:

1. z je pripustnym Tesenim priméarni tlohy,
2. w,v je piipustnym FeSenim dudlni tlohy, tj. u; + v; < ¢;; pro vSechna 4, j,
3. pro vSechna i, j plati z;; >0 = u; +v; = ¢jj.

3.3.3 Dukaz kritéria optimality bez pouziti duality. Predpokldadejme, Zze = a u,v splnuji
kritérium optimality 3.3.2. Hodnoty w,v pouzijme k transformaci cen podle 3.2.5, tj. kazdy
cenovy koeficient nahradme cenou c;j = ¢;; — u; — v;. Vyslednd tdloha mé podle 3.2.5 stejné
optimalni feSeni jako tloha ptvodni. Dale, ponévadz u, v je pripustnym fesenim dualni Glohy, plati
c;j := ¢;;—u;—v; 2 0. Navic plati, Ze feSeni « je nejen piipustné (podminka 1), ale v transformované
tiloze mé nulovou hodnotu tiéelové funkce (podminka 3). Reseni z je tedy piipustné a vzhledem
ke transformovanym cendm c;; je zadarmo. Pfitom zidné pripustné feseni nemtize mit icelovou
funkci zdpornou, nebot transformované ceny jsou viechny nezdporné. Reseni x je tedy optimalnim
feSenim transformované tlohy, a tedy podle 3.2.5 je také optimélnim feSenim puvodni tlohy.

3.3.4 Upravené kritérium optimality. Vypocet optimalniho feSeni bude zaloZen na kritériu
optimality 3.3.2, str. 54. Abychom nemuseli délat vyjimky kvuli degenerovanym reSenim, kterd
maji mensi pocet nenulovych hodnot z;;, budeme podminku 3 pozadovat v ponékud silnéjsi forme:
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Budeme pozadovat, aby feSeni x bylo bézické a platnost rovnic u; + v; = ¢;; budeme pozadovat
pro vSechny dvojice (4, 7), které jsou v bazi.

Upravené kritérium optimality formulujeme takto: Jestlize

1. z je bézickym pFipustnym FeSenim (primdrn{) dopravni lohy,
2. w,v je piipustnym FeSenim dualni ulohy, tj. u; + v; < ¢;; pro vsechna ¢, j,
3. pro vSechny dvojice 7, j v bazi plati u; +v; = ¢y,

pak TeSeni = a u,v jsou optimédlnimi fesenimi (kazdé ve své tloze).

Abychom mohli toto kritérium pouzit pro vypocet, musime védét, jak vypadaji baze v dopravni
tabulce. K tomu budeme potfebovat definici dvou pomocnych pojmii.

3.3.5 Cesty a kruznice v dopravni tabulce. Posloupnost prvku dopravni tabulky nazveme
cestou, jestlize prvky, které jsou v této posloupnosti sousedni, lezi v dopravni tabulce ve spole¢ném
sloupci nebo ve spolecném radku a jestlize navic zadné tti po sobé jdouci prvky posloupnosti nelezi
ve spole¢ném radku ani sloupci.

Prakticky to znamend, ze pokud prvy a druhy prvek posloupnosti lezi ve spole¢ném radku, pak
druhy a treti prvek lezi ve spole¢ném sloupci, tfeti a ¢tvrty prvek zase ve spole¢ném radku, atd.

Uzavrenou cestu, tj. cestu, kterd zac¢ina a konéi ve stejném prvku, budeme nazyvat kruznice.

Pokud vite, jak se v Sachu taha figurkami, tak vyse definovany pojem cesty odpovida tahtiim
vézi, pricemz véz po kazdém tahu méni smér pohybu o 90 stupnu.

3.3.6 Zavislost a nezavislost. Pripomenme, Ze sloupce simplexové tabulky odpovidaji prvkam
dopravni tabulky. Diky velmi specidlnimu tvaru matice soustavy v simplexové tabulce (viz 3.3.1)
plati, Ze mnozina sloupcu v simplexové tabulce je linedrné zavisla praveé tehdy, kdyz odpovidajici
mnoZina prvkia dopravni tabulky obsahuje kruznici (tj. uzavienou cestu).

3.3.7 Baze. Mnozina B prvka dopravni tabulky tvori bazi, jestlize splinuje tyto podminky:

1. Souvislost: Pro kazdy radek ¢ a kazdy sloupec j dopravni tabulky existuje cesta tvorena
(nékterymi) prvky mnoziny B, kterd zacind v fadku ¢ a kondi ve soupci j.

2. Absence kruznic: Neexistuje kruznice (tj. uzaviena cesta) tvofend prvky mnoziny B. Jinak
feCeno, mnozina B je nezavisla.

3. Pocet prvkl mnoziny B je roven m +n — 1.

Pomoci teorie grafu (viz 8.5.2) je dokdzéno, Ze jsou-li splnény kterékoli dvé z téchto podminek,
je splnéna i podminka tieti. Také je dokazéno, ze pocet prvka m +n — 1 je nejmensi, aby mnozina
B mohla byt souvisld a zaroven je nejvétsi, aby mnozina B jesté nemusela obsahovat kruznici.

Pri praktickém vypoctu se nejsnaze ovéruje pocet prvki a souvislost. K ovéreni souvislosti staci
naprt. prokéazat, ze z nékterého radku vede cesta do vSech sloupct a ze také z nékterého sloupce
existuje cesta do vsech radku.

3.3.8 Bazické pripustné reseni. Pripustné feseni, které ziskdme nékterym heuristickym po-
stupem popsanym v 3.2, je vzdy takové, Ze mnozina prvku (i,j) s nenulovym z;; > 0 zarucené
neobsahuje kruznici a pocet téchto prvka zarucené neni vétsi nez m +n — 1.
Je-li pocet nenulovych prvka presné roven m + n — 1, pak tyto nenulové prvky tvori bézi.
Je-li pocet nenulovych prvkia mensi nez m 4+ n — 1, pak tyto prvky bazi netvori (je jich maélo).
Proto formalné do baze doplnime nékteré nulové prvky. Musime je ovsem doplnit tak, aby skute¢né
vznikla baze, tedy souvisld mnozina bez kruznic a o spravném poctu prvku.
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Zde je priklad spravné doplnéné baze:

10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 0 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 0 20

A zde je odstrasujici priklad, jak baze vypadat nema:

10 20 20 10
6 3 7 8
20 | 10 10
2 7 1 8
20 20
3 1 4 2
20 0 20 0

Pocet prvku je sice spravny, ale je zde kruznice tvorend rohovymi prvky a navic druhy radek a
tfet{ sloupec (tj. prvek (2,3)) nen{ propojen se zbytkem tabulky.

3.3.9 Metoda MODI.
1. Najdeme béazické pripustné reseni x.

2. Vypocteme dudlni proménné u, v tak, aby pro vsechny bazické prvky (i, j) platilo u;+v; = ¢;;.
Postup vypoctu viz 3.3.10.

3. Zkontrolujeme, zda pro vSechny dvojice (¢, j) plati u; +v; < ¢;;. Pokud ano, vypocet konéi, «
je podle 3.3.4 optimalnim feSenim dopravni tlohy a u, v je optimalnim fesenim dualni ilohy.
Pokud ne, pokrac¢ujeme ve vypoctu.

4. Vybereme néktery prvek (i,j), pro ktery neplati podminka w; + v; < ¢;;, tj. plati opak:
u; +v; > ci5. Tento prvek zavedeme do baze, tj. provedeme zménu feSeni x podle 3.3.12 a
pokracujeme krokem 2.

3.3.10 Vypocet dudlnich proménnych u; a v; spociva v feseni soustavy rovnic. Pro kazdy
prvek baze (i, j) mame rovnici u; +v; = ¢;5, kde ¢;; je konstanta. Mame m +n — 1 rovnic pro m+n
neznamych, tedy zdanlivé o jednu rovnici méné, nez je tieba. Je zfejmé, Ze soustava ma nekonecné
mnoho TeSeni.

Nastésti maji rovnice velmi specialni tvar, vzdy je to ,nékteré u* plus ,nékteré v“ rovna se
konstanté. Kdyz o néjakou hodnotu zvétsime vSechna wu; a o stejnou hodnotu zmensime vsechna
v;, rovhice zlistanou zachovany. Navic plati, Ze v metodé MODI potiebujeme proménné u; a v; vzdy
jen v souctu u; +v;. Proto ndm nejednoznacnost feSeni nevadi. Klidné tedy mizeme zcela libovolné
zvolit jednu (kteroukoli) z dudlnich proménnych a ostatni proménné dopoditat.

Soustavu rovnic u; + v; = ¢;; pro bazické dvojice (7, j) neni tfeba explicite zapisovat. Vypocet
lze provést piimo v dopravni tabulce. Staci, kdyz si uvédomime, ze kazdy bazicky prvek predstavuje
rovnici. Hodnoty proménnych u; a v; zapisujeme na pravém a dolnim okraji tabulky.
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Naptriklad v tabulce uvedené v 3.3.7 mohou duélni proménné vyjit takto:

10 20 20 10

6 3 7 8| 6
20 | 10 0 10

2 7 1 gl o
20 20

3 1 4 2| 3
20| O 20

0 -2 1 2

Postup vypoctu byl tento:

Zvolili jsme v1 = 0.

(1,1) je v bdzi, z rovnice u; + v1 = 6 tedy dopodteme uy = 6.
(1,3) je v bazi, z rovnice u; + v3 = 7 tedy dopoéteme vz = 1.
(1,4) je v bazi, z rovnice u; + v4 = 8 tedy dopoéteme vy = 2.
(2,3) je v bazi, z rovnice ug + vs = 1 tedy dopoéteme us = 0.
(3,1) je v bazi, z rovnice uz + v1 = 3 tedy dopoteme uz = 3.
(3,2) je v bdzi, z rovnice ug + vy = 1 tedy dopoéteme vy = —2.

)

Ponévadz baze je souvisld a neobsahuje kruznici, Ize kazdou dualni proménnou dopocitat presné
jednim zptsobem.

Pokud se nékterou dualni proménnou nedaii dopocitat, nebo pokud lze nékterou proménnou
dopocitat dvéma ruznymi zpusoby, znamena to, ze domnéla baze ve skute¢nosti neni bazi, protoze
nespliuje podminky uvedené v definici baze 3.3.7. Prakticky to znamend, Ze nékde v predchozim
vypoctu je chyba.

Pripomenme, ze zaporné hodnoty dualnich proménnych nevadi a obecné se jim nelze vyhnout.

3.3.11 Kontrola pripustnosti dualniho reSeni je snadnd. Stac¢i vzit vSechny nebazické prvky
dopravni tabulky a zkontrolovat, zda plati u; + v; < ¢;;. Pro béazické prvky diky predchozimu
vypoctu musi platit rovnost (ovSsem neni na skodu to zkontrolovat).

Mnemotechnickd pomiticka: je-li ¢;; < u; + v;, je pfeprava po trase ¢ — j za cenu c;; lacind
vzhledem k ostatnim cendm (jejichz vliv se zde uplatiiuje pfes u; a v;) a tedy se vyplati na této
trase zvysit prepravu, tedy zvétsit z;; na nenulovou hodnotu.

Vsimnéte si, ze je opravdu lhostejné, jak byla zvolena vychozi hodnota pri vypoc¢tu dudlniho
feSeni. Na soucty u; + v; to nemé vliv.

Upozornéni: pocet prvki, které porusuji pripustnost dudlniho feseni nemé zadny vztah k délce
vypoctu, ktery nas jesté cekd, nez dojdeme k optimalnimu reseni.

3.3.12 Zména Feseni. Pokud k béazi v dopravni tabulce pridame jakykoli dalsi prvek, zvétsena
mnozina prvku vzdy obsahuje kruznici, kterd prochazi pridanym prvkem. Tento fakt vyuzijeme pri
vypoctu.

K bézi pfidame prvek (¢, j) dopravni tabulky takovy, ze ¢;; < u; + v;. (Doporucuje se vybirat
prvek s nejvétsim rozdilem.) Tento prvek ozna¢me znaménkem +, coz bude znamenat, ze v tomto
prvku tabulky chceme prepravu zvysovat. Ostatni prvky kruznice ozna¢me stiidavé znaménky — a
+ tak, aby prvky, které jsou v kruznici sousedni, mély opac¢na znaménka. Kruznice ma vzdy sudy
pocet prvkia. V prveich oznacenych + budeme prepravu z;; o néjakou (vSude stejnou) hodnotu
A zvySovat a v prvcich oznacenych — ji budeme o stejnou hodnotu snizovat. Velikost zmény A
uré¢ime jako minimum z hodnot x;; oznacenych znaménkem —.

Radkové a sloupcové soucty hodnot x;j se vySe popsanou operaci nezméni. Navic vsechny
proménné x;; zustanou nezaporné (zadna neklesne pod nulu). Provedenim zmény tedy dostaneme
opét pripustné reseni.

Nejméné jedna hodnota x;; pfitom klesne pfesné na nulu. Pokud takovy prvek, kde se hodnota
x4; vynulovala, je jen jeden, jednoduse jej z bdze vyfaddme, ¢imz ziskdme opét korektni bazi.
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Pokud by kleslo na nulu nékolik hodnot x;; v nékolika prvcich, vyfadime z baze jen jedenu
z téchto prvkid, ostatni v bazi ponechdme, takze i v tomto pripadé dostaneme korektni béazi.
Poznamenejme, ze v tomto pripadé jde o degenerované reseni, ¢lenem béze je prvek s nulovou
hodnotou z;;.

3.3.13 Pokracovani prikladu. Pokracujme v nasem prikladu a vyberme k zavedeni do béaze
prvek (1,2).

10 20 20 10
- 6]+ 3 7 8] 6
20 | 10 0 10
2 7 1 8] o
20 20
+ 3 - 1 4 2| 3
20 0O 20
0 -2 1 2
Velikost zmény zde vychdzi A = 10. Po provedeni zmény dostaneme nasledujici tabulku.

Vsimnéte si, ze zde mame jinou bazi, tedy jinou soustavu rovnic pro dudlni proménné, tedy i
hodnoty dudlnich proménnych vysly jiné.

10 20 20 10

6]+ 3 7| - 8| 3
20 10 0 10

2 7 1 8| -3
20 20

31— 1 4]+ 2] 1
20 | 10 10

2 0 4 5

Kritérium optimality stéle neni splnéno a to v prveich (3,3) a (3,4). Vybereme si prvek (3,4),
nebot ma veétsi rozdil u; + v; — ¢;;. Opét vychdzi A = 10 a po provedeni zmény dostaneme tuto
tabulku:

10 20 20 10

6]+ 3] - 7 s| 5
20 20 0

2 7 1 8| -1
20 20

3] - 1|+ 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 ) 2 -1

Ani zde jesté neni kritérium optimality splnéno a to kvuli prvku (3,3). Ponévadz zde vychézi
A = 0, odlozime tento zapeklity pripad na 3.3.16.

3.3.14 O kolik se zlepsi Gcelova funkce. Zavedenim prvku (i,7) do bédze se tcelovd funkce
zlepsi (zmensi) o hodnotu (u; + v; — ¢;;) - A.

Toto tvrzeni lze odvodit z platnosti soustavy rovnic pro dualni proménné a z toho, ze prepravu
ménime v souladu s 3.3.12 pouze v prvcich baze a v prvku, ktery do baze zaviadime. Nejste-li tak
hloubavi, ovérte alespon, ze to plati na prikladé zmén uvedenych v 3.3.13.

Toto tvrzeni je pfimou analogii zlatého pravidla simplexové metody 2.6.3. Vyrazy (u; +v; —c¢;;)
jsou analogii relativnich cen.

Je-li n€kolik prvkad, které se nabizeji k zavedeni do baze (tj. plati pro né u; +v; > ¢;;), nabizeji
se tyto moznosti:
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1. Vybirat prvek, ktery da nejvétsi zlepseni tcelové funkce.

2. Vybirat prvek s nejvétsim rozdilem (u; + vj — ¢;5).

3. Vybirat prvek s nejnizsim ¢islem radku a v rdmci takto vybraného rfadku vybrat sloupec
s nejnizsim c¢islem sloupce.

Podobné jako u linedrnfho programovani (viz 2.6.7), i zde méa kazdé pravidlo své klady a
zapory. Prvni pravidlo dé vic prace pri vypoc¢tu hodnot A, ale rychleji zlepsuje tc¢elovou funkci.
Treti pravidlo poskytuje jistotu, Ze se vypocet nezacykli kvili degenerovanym resenim, ale zlepsuje
ucelovou funkci nejpomaleji. Druhé pravidlo predstavuje rozumny kompromis.

3.3.15 Cesty byvaji klikaté. Je tieba upozornit, Ze kruznice (tedy uzaviend cesta v tabulce)
nemusi vzdy vypadat jako tihledny obdélnicek. Mize byt delsi, klikatéjsi a mtze vypadat docela
propletené. Nenechte se tim odradit.

Pokud se klikaté cesty zaleknete a rozhodnete se ménit feseni jinak nez podle 3.3.12, nic vam
v tom nezabrani, ale uz nebudete mit zaruku, ze provedenim zmény feSeni nezhorsite. Predpovéd
zmény ucelové funkce popsana v 3.3.14 plati pouze za predpokladu, Ze zména reseni x je provadéna
v souladu s 3.3.12.

3.3.16 Degenerované feSeni. Reseni dopravni tlohy nazyviame degenerovanym, mé-li méné
nez m + n — 1 nenulovych slozek (srovnejte s 2.6.8, str. 26). Degenerovanych feseni se tykaji ¢tyfi
druhy problému.

Prvni problém se tyka situace, kdy pti provedeni zmény podle 3.3.12 klesne na nulu vice nez
jedna hodnota x;;. V takovém piipadé vyradte z baze jednu z vynulovanych hodnot a ostatni v bazi
ponechejte. Tim zarucené zachovate korektni bazi. Na otazku, kterou z nové vynulovanych hodnot
vyradit a kterou v bazi nechat, neni jednoducha odpovéd, ale muze to byt kterdkoli.

Druhy problém se tyka situace, kdy vyjde nulova velikost zmény A. I v takovém piipadé zménu
forméalné provedte. Hodnoty x se tim sice nezméni, ale zméni se baze. Prvek, ktery mél byt do baze
zaveden skutecné do baze zavedte a z béze vyradte néktery z prvka, diky kterym vyslo A = 0,
tedy prvek, kde x;; = 0 a ktery je oznacen znaménkem — (na znameni, ze zde chceme hodnotu z;;
snizovat.

Vyzbrojeni témito radami muzeme pokracovat v nasem prikladé. Pro pohodli ¢tenafe zopakujme
posledni tabulku:

10 20 20 10

6]+ 3] - 7 8| 5
20 20 0

2 7 1 8| -1
20 20

3] - 1|+ 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -2 2 -1

Zde vychazi A = 0 dokonce diky dvéma nulovym prvkim baze. Ponechame-li v bazi prvek
(1,3), dostaneme tuto tabulku:

10 20 20 10

6 3 7 8] 6
20 20 0

2 7 1 8| o
20 20

3 1 4 2| 3
20 | 10 0 10

0 -3 1 1
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Konecné je jsme dosahli stavu, kdy je splnéno kritérium optimality 3.3.4, mame tedy optimalni
feSeni. VSimnéte si, ze stejné feSeni x jsme méli jiz v predchozi tabulce, ale ponévadz jsme méli
jinou bazi, nevédéli jsme, ze je optimalni.

Treti problém s degenerovanym fesenim se tyka pravé popsané situace, kdy feseni z jiz bylo
de facto optimalni, ale hodnoty dualniho feSeni to jesté nepotvrzovaly. Teprve po zméné baze se
ukéazalo, Ze feSeni jiz bylo optimélni. Nékdy muze byt zapotiebi i nékolika zmén baze, nez se ukaze,
ze jiz chvili méame optimalni feseni.

Konecné ¢tvrty problém s degenerovanym resenim je ten, ze muze vzniknout falesny dojem, Ze
tuloha ma vice optimalnich reseni.

3.3.17 Vicenasobné optimum. Pokud v dopravni tabulce, kterd obsahuje optiméalni feseni
x, pro néktery nebézicky prvek (i,j) plati ¢;; = u; + v;, pak zavedenim tohoto prvku do béze
dostaneme Teseni, které méa stejnou hodnotu tucelové funkce a je tedy také optimalni.

Je zde mald zdludnost — feseni, které takto dostaneme, sice je urcité také optimalni, ale nemusi
byt razné od puvodniho optimalniho Teseni, muze se liSit pouze jinou bazi. Vsimnéte si, ze tento
pripad nastal v posledni tabulce naseho piikladu v 3.3.16. Zavedeme-li do baze prvek (1,1), bude
A = 0 a proto provedenim zmény dostaneme stejné reseni. O vicendsobné optimum se tedy nejedné.

3.3.18 Stabilita feseni. Rozbor stability optimélniho Feseni vzhledem ke zménam jednotlivych
cen je pomérné snadny.

Jde-li o zménu ceny ¢;; nebazického prvku (i, j), pak, dokud cena ¢;; neklesne pod soucet
u; + vj, zstdva stavajici feseni optimélni. V nasem prikladé napt. snadno vidime, Ze pokud cena
c14 neklesne pod hodnotu 5 = 6 — 1, stavajici feSeni ztstane optimalnim. Jiz méné snadno, totiz
zménou baze, lze zjistit, ze totéz Teseni zlistane optimalnim dokonce i kdyz ci4 neklesne pod
hodnotu 4.

vvvvv

zkontrolovat jeho pripustnost.

3.3.19 Poznamka o celociselnosti. Jsou-li kapacity dodavateli a pozadavky spottebitelt ce-
loc¢iselné, pak dopravni tiloha mé celociselné optimalni feseni. Je to proto, ze v celém vysSe popsaném
postupu vypoctu se vyskytuji jen operace sec¢itani a odcitani. VSimnéte si, ze celociselnost nebo
necelocCiselnost cenovych koeficientht nemé na celociselnost reseni = vliv.

Jiri Demel: Operacni vyzkum 25. rijna 2022, 11:00



61

Kapitola 4

Celociselné linearni programovani

Celociselné linearni programovani se od obecného linedrniho programovani lisi ,pouze® tim, Ze
(nékteré) proménné sméji nabyvat pouze celoéiselnych hodnot. Tato zdénlivd malickost dokaze
tlohu poradné zkomplikovat. Ulohy celociselného LP jsou obecné velmi obtizné.

Celociselné linedrni programovani byva oznacovano zkratkou ILP (Integer Linear Program-
ming).

4.1 Typy tuloh a aplikace

4.1.1 Typy proménnych v celoéiselnych tlohach. Obvykle se rozlisuji tii zédkladni typy
proménnych:

Spojité, které mohou nabyvat vsech redlnych hodnot z néjakého intervalu. Mnozina hodnot
proménné je omezena pomoci bézné podminky pro jednotlivou proménnou, zpravidla jde
o podminku nezapornosti.

Celociselné, které mohou nabyvat pouze celoc¢iselnych hodnot.

Bindrni (téz nula-jednickové), které mohou nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1. Striktné vzato, jde
o kombinaci podminky celo¢iselnosti a podminky omezeni na interval (0, 1), tedy o zvlastni
pripad vyse popsaného, ale jde o pripad velmi dulezity jak z hlediska praxe, tak i z hlediska
metod vypoctu.

V kapitole 2 jsme se zabyvali pouze pripadem, kdy vSechny proménné byly spojitého typu.

4.1.2 Priklady aplikaci jsou casté a nesmirné rozmanité.

Nejjednodussi priklady se tykaji vyroby kusového zbozi pfi omezenych zdrojich. Samoziejmé
zalezi na charakteru praktické tlohy. Napft. velkopekarna, kterda denné chrli statisice rohlikt, muze
celoc¢iselnou povahu tlohy s klidnym svédomim zanedbat, protoze zaokrouhlenim vyroby na cela
¢isla vznikne nepatrna chyba, srovnatelna s jinymi chybami, které model oproti realité ma. Pokud
pocty vyrabénych vyrobki budou malé a jejich cena velikd, pak jiz je tfeba celociselnost vzit
v tvahu.

Dalsi priklady se tykaji rozhodovani o investicich. Zde obvykle pracujeme s bindrnimi promén-
nymi a omezujici podminky vyjadiuji jednak naroky na zdroje, jednak pripadné vztahy logické
podminénosti. Napiiklad k tovarné na vyrobu hliniku je tfeba postavit elektrarnu. Nebo k jaderné
elektrarné je vhodné mit elektrarnu precerpavaci.

Zejména je vSak tieba zminit kombinatorické tlohy.

25. ¥{jna 2022, 11:00



62 Kapitola 4. Celociselné linearni programovani

4.1.3 Problém batohu. Lupic¢ nasel v trezoru n predméta, které vazi wq,...,w, a maji ceny
c1,...,Cn. Lup chece odnést v batohu, ktery ma nosnost K. Lupic vi, ze nesmi batoh pretizit, jinak
mu praskne a bude chycen. Jeho snahou je odnést lup s co nejvétsi hodnotou.

4.1.4 Optimalni nezavislA mnozina. Lupi¢ nasel v trezoru n pfedméti o cenach cy,...,c,.
Na rozdil od problému batohu vsak tentokrat neni omezen vahou predméti, ale tim, které dvojice
predmétt lze nést spolu ve stejném batohu.

Ulohu Ize modelovat jako tlohu ILP. Pro kazdou dvojici vylu¢ujicich se pfedméti i, j zavedeme
strukturni podminku x; + 2; < 1.

Poznamenejme, Ze totéz lze modelovat pomoci teorie grafi. Predméty jsou vrcholy grafu, hrany
grafu jsou dvojice vylucujicich se predmétu. Hleddame tzv. nezavislou mnozinu vrcholt — jeji vrcholy
nesmi byt spojeny hranou — a to takovou, aby soucet cen byl maximalni.

4.1.5 Uloha o Feznych plianech je také zndma jako tloha o déleni tycovitého materidlu a
v angli¢tiné pod nazvem bin packing.

Ze zasoby ty¢i o délce D mame za kol nafezat p; kusu o délce d; pro i = 1,..., P a to tak,
abychom vychozich ty¢i o délce D spotiebovali co nejméné.

Existuje jen koneéné mnoho zptsobi, tzv. feznych planu, jak z tyce o délce D nafezat nékolik
kusti o délkdch z mnoziny {d,...,dp}. VSechny tyto zplsoby oéislujme éisly j = 1,...,n a
zavedeme n celo¢iselnych proménnych z;, které vyjadruji, kolikrat méa byt j-ty fezny plan pouzit.
Ucelovou funkef je pocet spotiebovanych tyéi, tj. prosty soucet viech proménnych >, xj, atento
pocet minimalizujeme. Linedrni omezujici podminky pak vyjadiuji, ze pouzitim feznych plant
dostaneme pozadované pocty vyslednych tyci. Tedy koeficient a;; je roven poctu tyci o délce d;
v fezném planu j. VSechny strukturni omezujici podminky jsou typu tivvétsi nebo rovno a pravé
strany jsou d;.

Pozor! Vyse popsané feseni problému déleni tycovitého materidlu prevodem na celociselné
linedrni programovani je velmi neefektivni, ale zarucené poskytuje presné optimum. Existuji
jednoduché (az trividlni) heuristické postupy, které poskytuji skoro vzdy optimélni feSeni a vzdy
feSeni, které se od optimalniho lisi jen malo, viz 4.5.6, str. 75.

4.1.6 Diskrétni proménné Ulohu, v niz proménna z nabyva diskrétnich hodnot z konecéné
mnoziny {ki, ks, ...,k.} o r prvcich, lze pfevést na tlohu s r bindrnimi proménnymi 1, ..., ;.

7$+]€1I1+k21‘2+...+krl‘7« = 0
r1+x0+... 4+, =

Tyto dvé rovnice spolu s podminkami, ze proménné x1, ..., x, jsou bindrni, zarucuji, ze proménna
2 mize nabyt kterékoli hodnoty z mnoziny {k1, k2, ..., k,} a Zddné jiné hodnoty nabyt nemuze.

4.1.7 Modelovani logickych podminek. Bindrni proménné obvykle modeluji rozhodnuti
typu ano—ne, popf. pravda—nepravda. Zpravidla se dodrzuje konvence, ze hodnota 1 znamena
“ano”, “pravda” a hodnota 0 znamend “ne”, “nepravda’.

Bindrni proménné jsou casto svazany podminkami logického charakteru.

Vezméme napr. situaci, kdy rozhodujeme o nékolika investicich a z povahy véci vyplyva omezeni,
ze investice 1 ma smysl pouze pokud je soucasné provedena i investice 2. Mezi omezujicimi
podminkami tdlohy tedy je podminka, kterou lze vyjadrit logickou vyrokovou formuli x; = xo,
my vsak potfebujeme tuto podminku vyjadrit ve tvaru linearni nerovnosti nebo rovnice. V nasem
pripadé lze pouZit nerovnost x; < xg. Vskutku, jestlize 1 = 0, pak proménnd xo muze byt jakakoli
(tedy 0 nebo 1), ale pokud z; = 1, pak nerovnost &1 < xo zpusobi, Ze také xo = 1. A to je pfesné
to, co vyjadfovala logickd podminka z; = xs.
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Zde je nékolik dalsich prikladi jednoduchych formuli:

To <& 1 1 +x0 =1

T1 = X2 T S T2
1’1:>(£L'2\/.’E3) £L’1§ZL'2+ZL'3
(xaVa3) =21 22+ a3 S 22
3?1{:}(1)2\/.%3) 2.’17123?2-1—1)32331

Pro jednoduché formule se obvykle podari jejich vyjadreni uhodnout a ovérit, ze to funguje.
Ovéteni spociva v tom, ze vezmeme vsechny kombinace logickych hodnot vsech proménnych, které
se ve formuli vyskytuji, a zkontrolujeme, zda ve vSech pripadech formule i soustava linearnich
podminek vyjadiuji totéz. Pokud kontrola vyjde, médme vyhrano. Pokud nevyjde, mizeme zkusit
linedrni podminky néjak “vyspravit” a samoziejmé znovu zkontrolovat.

Pokud vdm metoda “uhodni a ovér” nevyhovuje, existuje metoda silnéjsiho kalibru, ovsem
vyzaduje trochu znalosti z matematické logiky. Kazdou vyrokovou formuli (jakkoli sloZitou) totiz lze
prepsat do tzv. konjunktivni normdini formy, tj. do tvaru konjunkce nékolika takzvanych klauzuli,
pricemz kazda klauzule je disjunkci takzvanych literalu a literal je bud logickd proménna nebo
negace proménné. Pi{kladem klauzule je tieba (x5 V —x4 V x6), kde x3, -4 a xg jsou literdly.
Vtip je v tom, ze kazdou klauzuli Ize snadno vyjadrit jako linedrni nerovnost, kde kazdou negaci
—z; nahradime vyrazem (1 — z;). Klauzuli z naseho piikladu lze tedy vyjadrit jako nerovnost
z3+ (1 —24) + 26 = 1, tedy po zjednoduseni x3 — x4 + x¢ = 0.

Napriklad vyrokovou formuli

T = (ZL’Q V (SE3 A 5L’4))

lze ekvivalentné vyjadrit v konjunktivni normélni formé
(_‘331 V xg V 323) N (—\.’131 V xgy V l‘4)
a tu jiz lze snadno prevést na soustavu nerovnosti

(1—z)+xo+a3 2
(1—z1)+z2+ 24 > 1

4.1.8 Pocet nenulovych proménnych. Mgjme tlohu, kde proménné x,...,zs jsou spojité
a omezené na interval (0, K), ale z téchto s proménnych jich nesmi byt kladnych vice nez r < s.
Napriklad obalovna muze kvuli technologickjym omezenim z celkového sortimentu s druht smeési
vyrabét v jednom dni pouze r z nich. Kolik budeme vyrabét jednotlivych druhii vyjadiime

hodnotami (spojitych) proménnych x4, ..., x, ale pouze r z téchto proménnych smi nabyvat kladné
hodnoty.
Zavedeme s pomocnych bindrnich proménnych «f,...,z.. Proménnd z; bude vyjadfovat, Ze

odpovidajici proménna x; smi nabyvat kladné hodnoty. Zafidime to pomoci podminek ve tvaru
x; £ Kz Plati tedy x; > 0 = z} = 1. A nyn{ jiz staci pfidat podminku 2} + 25 +... + 2} < r.

Poznamenejme, ze s konstantou K v praktickych tlohach nebyva problém. V nasem piipadé
lze jako K pouzit napiiklad denni kapacitu obalovny.

4.1.9 Metody fFeSeni celociselnych tloh. Prvni ndpad obvykle je tento: Zanedbdme (tzv.
relazujeme) podminky celoéiselnosti, tlohu vyfesime bez nich a pak vysledek zaokrouhlime na celd
¢isla. Je tfeba upozornit, ze zaokrouhlenim casto dostaneme nepiipustné feseni, ostatné ani neni
jasné, zda se mé zaokrouhlovat nahoru nebo dolt. Dalsi potiZ je v tom, Ze feSeni relaxované tlohy
muze byt i velmi vzdaleno od celociselného optima. A konecné, vibec neni jisté, Ze celociselna
tloha ma vibec néjaké celociselné feseni.

Dodejme ovSem, ze v praxi se zaokrouhleni pouziva a to v situaci, kdy vime, ze chyba, které se
tim dopustime, je prijatelna.
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Metoda hrubé sily (téZ enumerativni metoda) spocivd ve vyzkouSeni vsech moznosti. Lze ji
pouzit, pokud mnozina pripustnych feseni relaxované tilohy je omezena, tj. je celd obsazena
v néjakém konefném (mnohorozmérném) kvddru. K tomu stadi pro kazdou proménnou z;
najit interval takovy, Ze pro vsechna pripustna feseni proménnd x; urcité lezi v tomto
intervalu. Nyni postupné vyzkousime vsSechny body kvadru s celociselnymi souradnicemi,
pro kazdy z nich ovéfime platnost omezujicich podminek a pokud tento bod je pripustnym
feSenim, vypocteme hodnotu ucelové funkce a porovname ji s nejlepsim dosud nalezenym
feSenim.

Zavaznou nevyhodou této metody je (zpravidla) obrovskd vypocetni ndro¢nost. Ulohu s deseti
bindrnimi proménnymi takto resit lze, poc¢et moznosti je “jen” 1024. Ovsem ulohu se stovkou
bindrnich proménnych by vsechny pocitace svéta resily tisice let.

Metoda se¢nych nadrovin je popsana v nasledujici sekci 4.2

Metoda vétvi a mezi je popsana dale v sekci 4.3, str. 66.

4.2 Metoda secnych nadrovin

4.2.1 Metoda seénych nadrovin vychazi z optimalniho feseni relaxované tlohy. Je-li opti-
malni feseni relaxované tlohy celociselné, pak jsme hotovi, protoze toto feseni je zaroven optimal-
nim Fesenim ptivodni celociselné tlohy.

Je-li Teseni relaxované tlohy necelociselné, pridava se k tloze dalsi omezujici podminka a to
takova, ktera

e nevyloudi zadné celociselné pripustné reseni, ale
e vyloudi optimum relaxované dlohy (u¢ini ho neptipustnym).

Geometricky vzato, pridand omezujici podminka urcuje poloprostor ohrani¢eny nadrovinou a
tato nadrovina ,usekne“ z mnoziny pripustnych reseni relaxované tlohy néjaka necelociselnd reseni.
Proto mluvime o metodé se¢nych nadrovin (anglicky cutting plane method).

Ulohu s pfidanou omezujici podminkou fesime zcela stejnou metodou jako tlohu pivodni:
relaxujeme podminky celociselnosti, najdeme optimum relaxované tlohy a opét testujeme, zda
jsme dostali celociselné feseni. To se opakuje, dokud nejsou vSechny soutradnice feseni celociselné.

vvvvv

vykladu budeme potiebovat nasledujici pojem:

4.2.2 Dolni cela ¢ast realného ¢isla x je nejvetsi celé ¢islo, které neni vétsi nez x. Dolni celou
¢ast ¢isla x znaéime |z|. Tedy napiiklad

12.5] =2 |-2.5] = -3
Kazdé redlné ¢islo x lze zapsat ve tvaru « = |z] 4 r, kde neceloéiselnd éast r splituje 0 < r < 1.

4.2.3 Gomoryho metoda je pouzitelnd na tzv. celoc¢iselné celociselné tlohy, tj. na tlohy, kde
vSechny promeénné jsou celoc¢iselné a vSechny konstanty v omezujicich podminkach (tj. vSechny a;;
a b;) jsou celd ¢isla. Z toho mj. plyne, Ze celo¢iselné feseni bude mit i vSechny dopliikové proménné
celd c¢isla a tedy i po prevodu tlohy na kanonicky tvar dostaneme celociselné celociselnou tlohu.

Gomoryho algoritmus odvozuje se¢nou nadrovinu ze simlpexové tabulky, kterda representuje
optimalni feSeni relaxované tlohy, a to z takového jejiho i-tého radku, ktery ma na pravé strané
neceloc¢iselnou hodnotu b;. Tento i-ty fadek reprezentuje rovnici

(41) @i 121 + ;22 —+ ... AinTn = bl .
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Konstanty a; ; a b;, které se vyskytuji v této rovnici rozlozime na dolni celou ¢ést a zbytek
(4.2) a;; = la; ;| +r; a by = b+,

k tloze priddme omezujici podminku

(4.3) T+ Troxo . Ty 2T

Jak uvidime déle v 4.2.4, pridand podminka mé dvé dilezité vlastnosti:

1. pfiddnim této podminky nepfijdeme o zddné piipustné celociselné feseni (tj. vSechna pii-
pustné celodiselnd FeSeni spliiuji i tuto nové pfidnou podminku),

2. dosavadni relaxované optimum, které ma necelociselnou soutadnci z;, = b;, pfidanou pod-
minku nespliuje.

Pfidand podminka tedy z mnoziny (spojitych) pfipustnych feSeni ,odsekne“ dosavadni rela-
xované optimum, ale odsekne ho ,Setrnym zpusobem®, totiz tak, Ze neodsekne zadny pripustny
celo¢iselny bod. Toto ,odsekdvani“ (odtud ndzev metody) se opakuje, az nakonec je odsekdvanim
»,obnazen“ celoc¢iselny bod, ktery je optimélnim celo¢iselnym resenim puvodni tlohy.

Pfipomenme, ze pridani omezujici podminky k simplexové tabulce je popsano v 2.9.11, str. 42.

4.2.4 Zduvodnéni Gomoryho metody. V rovnici (4.1), kterd plati proto, Ze ndm vysla
v simplexové tabulce, rozepiSeme vSechny konstanty a; ; a b; podle (4.2) a rovnici upravime tak, Ze
na levou stranu prevedeme vsechny cleny s neceloc¢iselnymi koeficienty a na pravou stranu vSechny
cleny s koeficienty celoc¢iselnymi. Dostaneme tak rovnici:

(4.4) i@y +rata ..+ Ty — = b)) — |aii]rr — |ai2]ze — .o lain ]2,

Ponévadz jsou vSechna z; nezdpornd a ponévadz r < 1, o levé strané rovnice 4.4 vime, ze

(4.5) rMxy+roxo + ...+ rpxy, —1r > —1,

Zaroven ovSem vime, Ze pravd strana rovnice 4.4 je celociselnd, nebot vSechna x; maji byt celd

¢isla. Proto musi i leva strana byt celé ¢islo a to celé ¢islo ostie vétsi mez —1. Je-li tedy = pripustné
a celociselné, musi platit

(4.6) XL +roxo + ... Frpxy, —1r 20,
Odtud jiz snadno plyne podminka (4.3)
4.2.5 Piiklad. Re$me celociselné celo¢iselnou tilohu (porovnejte s 2.2.2, str. 14):

2xq + 3o

T, — 2.’11‘2

max

—2x1 + 22
xr1 + 2o

1

IV IV A A TIA L
O O NN

L2

Nejprve najdeme optiméalni fesSeni relaxované tlohy
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3 0 0 0 | max

0] 3. 1 -2 1 0 0 2
0| 4. —2 1 0 1 0 2
0] 5. 1 1 0 0 1 4
-2 =3 0 0 0 0

0] 3. -3 0 1 2 0 6
3| 2. -2 1 0 1 0 2
01 5. 3 0 0 -1 1 2
-8 0 0 3 0 6

013 0 0 1 1 1 8
312 0 1 0 Y ¥ 3%
211 1 0 0 —Y Y e
0 0 0 h 2% |11

Optim4ln{ fesenf relaxované tlohy (%53 %5 8, 0,0) nenf celo¢iselné. Gomoryho se¢nou nadrovinu
vygenerujeme podle prvni necelo¢iselné soutadnice z; = %5. P¥iddvame omezujici podminku

Fra + s 2 1/3,

coz se v simplexové tabulce projevi jako ¢tvrty radek a Sesty sloupec.

2 3 0 0 0 0| max
0|3 0 0 1 1 1 0 8
312 0 1 0 Y5 % 0] 3%
211 1 0 0 —% 1 0 %
0|6 0 0 0 —% -1 1| =%
0 0 0 I 2% 011%

Ponévadz mame zaporné ¢islo na pravé strané, pokracujeme dualné simplexovou metodou. Klicovy
prvek bude na misté (4,4). Po provedeni Jordanovy eliminace dostaneme:

2 3 0 0 0 0 | max
013 0 0 1 0 1/2 —1 7
312 0 1 0 0 2/3 0 1/2 3
21 1 0 0 0 1/2 — 1/2 1
016 0 0 0 1 Y —1%

0 0 0 0 2 1/2 1/2 11

Optimalni celo¢iselné feseni je (1,3,7,1,0,0).

4.2.6 Poznamky Gomoryho metoda se¢nych nadrovin zpravidla nepracuje moc efektivné, ob-
vykle potrebuje zna¢ny pocet iteraci.

Pro specidlni dlohy (napf pro problém obchodniho cestujiciho) jsou zndmy dokonalejsi metody
konstrukce secnych nadrovin, které ,odsekavaji“ nepotfebnd reseni ,po vétsich kusech® a tedy
vedou k feseni rychleji.

4.3 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi je zna¢né univerzalni metodou k feSeni optimalizacnich tiloh. Lze ji pouzit k Te-
seni tloh celoc¢iselného linearniho programovani, ale i pro tlohy, které s linearnim programovanim
nemaji skoro nic spole¢ného.

V této sekci poddme obecny vyklad metody vétvi a mezi a uvedeme dva priklady pouziti.
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4.3.1 Vétveni mnoziny pripustnych feseni. Mnozinu piipustnych feSeni tlohy U ozna¢me
symbolem P¥(U).

Méjme optimaliza¢ni tlohu U s t¢elovou funkei f. Ulohu U miZeme fesit (mimo jiné) tak, Ze
vytvofime dlohy Uy, ..., U, se stejnou ucelovou funkci (tzv. podilohy tlohy U) takové, ze

P¥(U) = P¥(U;) U...UPK(U,) .

Optimalni Teseni ulohy U pak lze ziskat tak, Zze vybereme nejlepsi ze vsech optiméalnich reseni
podiloh Uy, ..., U,. Samoziejmé se pii tom snazime (v tom je smysl vétveni), aby podilohy
Uy, ..., U, byly v néjakém smyslu snazsi nez ptivodni iloha U, tj. aby napt. byly mensi. Dodejme,
Ze pri tom je vyhodné, kdyz mnoziny Pi¥(U;),...,Pi(U,) jsou navzijem disjunktni, ale neni to
nutné.

Nalezeni optimélniho feseni tlohy U je snadné, pokud pro kazdou podulohu U;:

1. bud najdeme optimélni feseni tlohy U,

2. nebo prokézeme, ze iloha U; neméa zadné pripustné reseni,

3. nebo prokazeme, ze zaddné pripustné feseni tlohy U, neni lepsi nez néjaké v té dobé jiz znamé
pripustné feseni ulohy U.

Casto se oviem stéva, 7e pro nékterou podilohu (a Casto ne jen jednu) nejsme schopni piimo zjistit
ani jednu z vyse uvedenych t¥i moznosti. V tom pripadé pro kazdou takovou podulohu, ozna¢me
ji Ui, pouzijeme stejny postup jako pro ulohu U, tj. rozvétvime ji na podulohy U;,,...,U;, a pro
takto ziskané podulohy se opét snazime zjistit nékterou z vyse uvedenych moznosti. Nékteré z takto
ziskanych poduloh muze byt nutno déle vétvit.

4.3.2 Strom reseni. Jednotlivé podilohy mtzeme poklddat za vrcholy kofenového stromu,
ktery nazyvame stromem Feseni. Kofenem je vychozi tiloha U a z kazdé tlohy, kterd byla vétvena na
podilohy, vedou hrany ke vsem jejim podilohdm. Béhem vypoctu se strom feSeni méni (zvétsuje).

Pro vypocet jsou zajimavé pouze listy stromu feseni. Listy délime na tzv. Zivé a mrtvé. Za
mrtvé pokldddme ty listy (podilohy), u nichz se jiz podafilo prokdzat nékterou ze t¥i moznosti
uvedenych v 4.3.1. Témito podilohami se jiz neni tfeba déle zabyvat. Ostatni listy (podilohy) jsou
Ziveé.

Zivou podiilohu je tieba bud umrtvit (zjisténim nékteré ze tif moznosti z 4.3.1), anebo rozvétvit.
Rozvétvenim podilloha prestava byt listem, ve stromé feseni se vSak misto ni objevi nékolik novych
listi. Vypocet konc¢i v okamziku, kdy vSechny listy stromu feSeni jsou mrtvé.

4.3.3 Odhady a meze. Pokud pro nékterou podulohu U; zjistime, ze plati moznost 3, tj. pokud
prokézeme, ze zadné pripustné feseni tlohy U; neni lepsi nez néjaké v té dobé jiz znamé teseni
ulohy U, je to pri reseni dobra zprava, protoze tuto podulohu neni tieba vétvit. Nejlepsi dosud
znamé FeSeni dlohy U se vSak béhem vypodétu obvykle méni (zlepSuje), a tak se snadno stane, zZe
moznost 3 se o néjaké poduloze podafi prokazat, teprve az najdeme dostatecné dobré reseni celé
ulohy U.

Proto byva vypocet usporadan tak, ze jednak evidujeme nejlepsi dosud znamé feseni a hodnotu
jeho ucelové funkce, jednak pro kazdou podilohu U; vypocteme ¢islo Odh(U;) takové, ze zadné
pripustné feseni tlohy U; neni lepsi nez Odh(U;).

Cislo Odh(U;) byva v literatufe nazyvano u minimaliza¢nich tloh dolnim odhadem a u maxima-
liza¢nich tloh hornim odhadem. Cim je odhad blize skuteéné hodnoté optimalniho feseni podilohy,
tim je tento odhad uzitec¢néjsi, nebot tim snaze jeho pomoci prokédzeme, ze pro podilohu plati moz-
nost 3. Odhad je tedy tim lepsi, ¢im je méné optimisticky. Nékdy lze volit mezi nékolika metodami
vypoctu odhadu, které davaji ruzné kvalitni vysledky.

Zptsob vypoctu odhadu samoziejmé velice zavisi na fesené uloze a na zpusobu vytvareni
poduloh. Jako odhad pro podilohu U; se ¢asto pouziva hodnota optimalniho feseni tzv. relaxované
podilohy:
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4.3.4 Relaxace neprijemnych omezujicich podminek. Ponévadz mnozina pripustnych fe-
seni tdlohy je vzdy popsédna (zaddna) pomoci omezujicich podminek, provadi se i vétveni tulohy na
jeji podulohy pomoci dodateénych omezujicich podminek, které se k vétvené tloze pridavaji.

Obvykld situace je tato: Omezujici podminky vychozi tlohy U lze rozlozit na dvé skupiny,
nazvéme je prijemné a neprijemné. Vynechdme-li (takzvané relazujeme) nepiijemné omezujici
podminky, dostaneme tzv. relaxovanou tlohu, kterd ma jiz jenom piijemné omezujici podminky
a kterou dovedeme rychle resit. Jinak feceno, tlohu s prijemnymi podminkami umime rychle fesit,
neprijemné podminky tlohu komplikuji a ¢ini ji tézkou.

Najdeme-li optimélni feseni r tlohy, ktera vznikla relaxaci z U, jsou dvé moznosti: bud feSeni r
splnuje, nebo nespliuje nepiijemné omezujici podminky. Pokud spliiuje, pak mame stésti, protoze
feseni r je zaroven optimalnim fesenim i samotné tlohy U, a tlohu U tedy neni tieba vétvit.
Obvykle vsak stésti nemame a reseni r neprijemné omezujici podminky nespliiuje. V takové situaci
udélame dvé véci: za prvé, hodnotu optimélniho feSeni relaxované tlohy mutzeme pouzit jako
odhad, a za druhé, platnost onéch neptijemnych podminek si snazime vynutit pridavanim podminek
prijemnych, a to i za cenu toho, Ze se ndm uloha rozpadne (rozvétvi) na nékolik podiloh.

Podstatné je, ze pri vétveni tlohy pridavame vzdy jen prijemné omezujici podminky. Tim je
totiz zaruceno, ze takto vzniklé podilohy jsou stejného typu jako vétvena tloha, a mizeme tedy
opét pouzit onen trik s relaxaci a feSenim relaxované podilohy.

Které omezujici podminky muzeme pokladat za prijemné, je dano nasi schopnosti rozumné
rychle Tesit prislusné relaxované podilohy. Zpravidla pro danou tdlohu existuje nékolik moznosti,
jak zvolit prostor feseni a jak preformulovat omezujici podminky, pritom oboji mé znacny vliv na
pracnost feseni metodou vétvi a mezi.

4.3.5 Volba podulohy k vétveni by mohla byt zaloZena na prohledavani stromu feSeni napr.
do sitky nebo do hloubky. Castéji se viak pro kazdou podilohu vypoéte hodnota, nazvéme ji
prioritou, a mezi zivymi podilohami vybirame k vétveni tu, kterd mé prioritu nejlepsi. Bézné se
v roli priority pouzivd (dolni nebo horni) odhad. Vybirdme pak podulohu, kterd mé odhad nejlepsi
(nejnadéjngjsi), nebot u této podilohy lze ocekévat, Ze zlep$ime nejlepsi dosud nalezené FeSen{
a pomoci odhadt pak umrtvime nékteré dosud zivé podulohy.

4.3.6 Shrnuti metody vétvi a mezi. Pri vypoctu udrzujeme nejlepsi dosud nalezené pti-
pustné TeSeni 7 dané tlohy U a jeho hodnotu tcelové funkce L. Na zacatku 7 neni definovino
a jako hodnotu L pouzijeme nejhorsi moznou hodnotu (400 nebo —o0).

Doporucuje se vsak jesté pred zahijenim vypoctu metodou vétvi a mezi ziskat néjakym
heuristickym postupem (viz 4.5) co nejlepsi pfipustné feseni 7 a jeho hodnotu L, nebot to mize
nasledujici vypocet urychlit.

Déle pri vypoctu udrzujeme seznam zivych poduiloh.

Obvykle jesté pred zafazenim do seznamu pro kazdou podilohu vypocteme odhad, nejéastéji
feSenim relaxované verze prislusné podilohy. Pokud pritom dostaneme pripustné feseni, porovname
je s TeSenim 7 a déle uchovavame lepsi z nich. Pokud bylo Feseni 7 nahrazeno lepsim, tj. pokud se
zlepsila hodnota L, projdeme seznam zivych podiloh a vyradime ty, které jsou diky nové hodnoté
L umrtveny.

Pokud podiloha nemé zadné piipustné feSeni nebo pokud pro ni dostaneme odhad, ktery
je horsi nez L, pak tuto podulohu okamzité umrtvime a do seznamu zivych podtloh ji vibec
nezapisujeme.

Ze seznamu zivych podiloh vybirame zpravidla tu, kterda ma nejlepsi odhad. Tuto podiilohu
ze seznamu odstranime, rozvétvime ji na podulohy, pro kazdou z nich ihned vypocteme odhad
a pripadné ji zaradime do seznamu zivych poduloh, jak bylo popsano vyse.

Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu néjaké ziva podiloha. Vysledné feseni 7 pak je
optimalnim feSenim tlohy.
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4.3.7 Prtiklad feSeni tilohy ILP metodou vétvi a mezi Res$me tlohu’

r1+T9 — max
2r1+x9 = 5k
201 —x2 =
1
Ty 2 /2
X1,T2 Z 0
T1, X2 celociselné
Yy
(@] (0]

\<:r1 + x2 — max

T

Obrézek 4.1: Resen{ relaxované tilohy 4.3.7

MnoZina p¥fpustnych feseni relaxované tlohy je na obrazku 4.1. Optimalni feseni (1%,2 %)
relaxované tlohy ma necelociselné obé souradnice. K vétveni na podulohy si vybereme souradnici
x1, priddme tedy omezujici podminky z; £ 1 a x1 = 2. Vzniklé podilohy a optimdlni feSeni jejich
relaxovanych verzi jsou na obrazku 4.2.

¢islo pridand odhad komentar
podilohy  omezeni

1 — 4  vétveno na podulohy 2 a 3
2 T § 1 2 1/2 ZiV4
3 I z 2 3 1/2 Ziva,

Z obou zivyvch podiloh vezmeme k dalsimu vétveni podilohu 3, nebot m4 lepsi (nadé&jnéjsi) od-
had. Vétvime podle proménné x5. Po rozvétveni vznikne situace v nasledujici tabulce a znazornéna
obrazkem 4.3.

1Piklad prevzat z knihy Papadimitriou, Steiglitz: Cmbinatorial Optimization
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Y
(] o
— >
r1 <1 T > 2
xr1 + 9 — max
[}
(e}
O
x
Obrézek 4.2: Podtlohy tilohy 4.3.7 po prvém vétveni.
¢islo pridana feSeni odhad komentar
podilohy  omezeni
1 — (1%,2%) 4 vétveno na podulohy 2 a 3
2 <1 (1,1%) 2%  ziva
3 2122 (2,1%) 3% vétveno na podilohy 4 a 5
4 X1 z 2, xT9 é 1 (2 1/47 1) 31/4 ZiVa
5 1122, 1022 — — nem4 pripustné reseni
Y
(o) (0]
>
X Z 2
1 + T9 = max
(] Q [}
) Z 2
X9 S 1
O — (e}

T

Obréazek 4.3: Podtlohy tlohy 4.3.7 po druhém vétveni.

vvvvv

podilohu 4 a vétvime podle proménné z;.
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Podiloha 6 vznikne piiddnim podminky x; < 2. Mnozina piipustnych feSeni relaxované
podilohy se tim de facto redukuje na tsecku. Optimalni FeSeni této relaxované podilohy je (2,1),
tedy celoc¢iselné feseni. Hodnotu 3 dcelové funkce tohoto feseni nyni mizeme pouzit k umrtveni
zivych poduloh, které maji horsi hodnotu odhadu. V nasem pripadé takto umrtvime podilohu 2.

Podtloha 7 vznikne pfidénim podminky z; = 3 a tato poduloha nem4 zaddné piipustné Feseni.

¢islo pridana feSeni odhad komentar
podilohy  omezeni
1 — (1%,2%) 4 vétveno na podilohy 2 a 3
2 7 =1 (1,1%) 215 umrtveno diky odhadu
3 1 =2 (2,1%) 3 vétveno na podilohy 4 a 5
4 x122,1951 (2Y,1) 3V vétveno na podilohy 6 a 7
5 1122, 1022 — — nema pripustné reseni
6 x122,2051, 2152 (2,1) 3 celociselné optimum
7T 2122, 2251, 2,23 — — nemé piipustné reseni
Yy
(] o
>—
X1 Z 2
Tr1 + T9 = max
(] [}
o S 1
o O
—!
T S 2 1 Z 3
O
x

Obréazek 4.4: Podtlohy tdlohy 4.3.7 po tietim vétveni.

4.3.8 Problém batohu. Lupi¢ méd batoh, do kterého muze dat nejvyse K kilogramu kofisti
a ani o gram vice. Jeho lup se sklada z n predméti o hmotnosti wy, ws, . . . , w, kilogramu a cenach
c1,C2,...,c, K¢ Snahou lupice je odnést v batohu co nejdrazsi korist, ale nesmi batoh pretizit.
Tato tloha mé mnoho poctivéjsich podob, zejména pri sestavovani rozvrha a pii planovani
paralelné probihajicich procest, které spotrebovavaji néjaky materidl, energii nebo préaci. Vzdy se
snazime co nejuzitecnéji vytizit dany materidlovy, energeticky nebo lidsky zdroj.
Méjme batoh o kapacité 40 a pét predméti s témito vahami a cenami:

predmét i: ‘ A B C D E

cena ¢;: 50 107 31 31 69
vaha v;: 14 30 9 10 27
Jako prostor feSeni vezmeme R, jeho prvky jsou uspoifddané pétice éisel x1, . . ., 5, kterd uréuji,

kolikrat zabalime do batohu jednotlivé predméty. Omezujici podminky urcuji, ze 0 < z; < 1
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a Z?:l viz; < 40. Nepfijemnou omezujici podminkou zde je, Ze vSechna x; musi byt navic
celociselna.

Pro tcely snadného feseni relaxované tilohy si predméty seradime sestupné podle jejich ,mérné
ceny*“, tj. podle podilu cena/vaha. Ve vySe uvedeném zadani je toto sefazeni jiz provedeno.

Optimalni feseni relaxované ulohy pak ziskdme velmi jednoduse tak, ze do batohu budeme
ukladat celé predmeéty v poradi klesajici mérné ceny, pricemz posledni z takto zafazenych predmétt
mozné nebude zafazen cely. Pro nasi dlohu tak dostaneme feseni o hodnoté 142,73 tvorené celym
predmétem A a ¢ast{ 26/30 predmétu B. Jako horn{ odhad pouzijeme celou éast této hodnoty, tj.
zde 142, nebot vSechna pfipustnd feseni puvodni (nerelaxované) tilohy U maji hodnotu ucelové
funkce celociselnou, a ta tedy nemtze presahnout 142.

Vétveni budeme provadét vzdy na dvé podilohy, a to tak, Ze si vybereme néktery predmeét,
o némz v dané podiloze neni jesté rozhodnuto, a v jedné z podtloh jej pevné zaradime, zatimco
ve druhé jej zakdzeme. V obou podulohach se tedy rozhoduje o mensim poc¢tu predmétiu. Pridané
omezujici podminky, tj. piikazy a zdkazy, budeme zkriacené oznacovat symboly + a - tak, Ze napr.
-+-.. bude znamenat, ze 1. a 3. predmét jsou zakidzany, 2. predmét je prikdzan a o ostatnich
predmétech neni v podiloze rozhodnuto.

Pribéh feseni je zaznamenan v nasledujici tabulce. Podilohy jsou ocislovany poradovymi
¢isly v poradi, jak byly vytvoreny vétvenim. K vétveni byla vybirana vzdy podiloha s nejlepsim
odhadem, a to v poradi 1, 2, 3, 6, 8, 11.

¢islo pridanda  horni komentar
podulohy omezeni odhad

1 ... 142 vétveno podle A na podilohy 2 a 3
2 ... 142 vétveno podle B na podilohy 4 a 5
3 - 141  vétveno podle B na podilohy 6 a 7
4 ++.. . —  pretizeno
5 +- 129 umrtveno po zpracovani podulohy 9
6 -+... 141  vétveno podle C na podulohy 8 a 9
7 -—. .. 115 umrtveno po zpracovani podulohy 9
8 —++. . 141  vétveno podle D na podulohy 10 a 11
9 —-+-.. 138  (optimum) viz komentdf v textu
10 —+++, —  pretizeno
11 —++-, 140  vétveno podle E na podilohy 12 a 13
12 —++—+ —  pretizeno
13 —++—— 138  dalsi optimum

Strom feseni je na obrazku 4.5.

Podiiloha 9 vyZaduje podrobnéjsi komentaf: ResSenim relaxované verze podilohy 9 jsme zde
(ndhodou) dostali celociselné Teseni. Ziskali jsme tedy pifpustné FeSeni celé tlohy, aniz by bylo
nutno podulohu vétvit. V té dobé to bylo prvni pripustné reseni, které jsme nalezli. Pouzili jsme je
ihned k umrtveni poduloh 5 a 7, které v té dobé byly jesté zivé, ale mély ve srovnani s podilohou
9 horsi odhad.

Stoji za zminku, Ze v této chvili jsme jiz méli feSeni, o kterém se pozdéji ukazalo, ze je optimélni,
ale v té dobé jsme to jesté nevédéli, protoze stéle jesté zbyvala ziva podiloha 8 s odhadem, ktery
déval nadéji na zlepseni. Bylo tedy nutno ve vypoctu pokracovat a teprve po rozvétveni podiloh
8 a 11 se ukazalo, ze lepsi TeSeni neexistuje.
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1: 142
2: 142 \ 3: 141
4: pretizeno \5: 129 6: 14{ 7: 115
8: 14)1/ 9: 138 opt

10: pretizeno 11: 140

e

12: pretizeno 13: 138 (opt)

Obrazek 4.5: Strom feSeni k piikladu 4.3.8. U vrcholii jsou napsdna ¢isla podiloh a hodnoty
hornich odhadu.

4.4 Backtracking

4.4.1 Posloupnosti a strom reseni. Backtracking lze pouzit v téch situacich, kdy kazdé reseni
tlohy (tj. kazdy prvek prostoru fesen{) mtizeme povazovat za koneénou posloupnost, pfi¢emz kazdy
prvek posloupnosti musi byt vybran z néjaké predem dané konecné mnoziny. Pri trose fantazie se
na vétsinu kombinatorickych tloh muzeme divat timto zptisobem.

Kromé posloupnosti, které predstavuji (iplnd) feseni tlohy budeme uvazovat také vSechny
jejich pocéteéni tseky. Tyto pocateéni tiseky odpovidaji ¢dsteénym (netiplné uréenym) FeSenim.
VsSechny takovéto posloupnosti mizeme pokladat za vrcholy orientovaného grafu, v némz kazda
¢astecénd posloupnost ma jako své nasledniky vsechna sva prodlouzeni o jeden prvek. Tento graf je
kofenovym stromem (kofenem je prazdnd posloupnost) a nazyvdme jej stromem resend.

4.4.2 Backtracking. Nejjednodussi verze backtrackingu spociva v prohledavani stromu reseni
do hloubky. Vzdy, kdyz se pti prohledavani dostaneme k posloupnosti, kterd odpovida tplnému
feseni, provedeme test, zda toto feseni je pripustné. U optimalizacni ilohy navic evidujeme nejlepsi
dosud nalezené pripustné reseni.

Takto jednoduchy backtracking bez pouziti dalSich trikti ovSem neni v podstaté ni¢im jinym
nez systematicky provedenou metodou hrubé sily. Triky, kterymi lze vypocet mnohdy i znacné
urychlit, spoc¢ivaji v tom, ze vynechame prohledavani nékterych podstromii.

M4 smysl prodluzovat jen ty posloupnosti, u nichz je nadéje, Zze mohou byt prodlouzeny na
pripustné feseni. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, ze zadné prodlouzeni uz nemuze byt
pripustné, miizeme usetfit Cas tim, Ze prohledavan{ p¥islusného podstromu piesko¢ime (provedenim
navratu).

Resime-li optimaliza¢ni tlohu, miizeme dosdhnout dalsf tispory ¢asu, budeme-li schopni pro
kazdou posloupnost 1, ...,z; uréit ¢islo D, které nazveme dolnim, popt. hornim odhadem (pro
minimaliza¢n{, popf. maximaliza¢ni tlohu) a které m4 tu vlastnost, Ze prodluzovdnim posloupnosti
z1,...,x; nelze dosdhnout pripustného reseni lepsiho nez D. Bude-li tedy pro posloupnost z1, ..., z;
tento odhad horsi nez néjaké pripustné reseni, které uz v té chvili zname, nemé dalsi prodluzovani
posloupnosti x1, ..., z; smysl a prohledévani prislusného podstromu mizeme opét preskodit.

I pres uvedené moznosti uspor byva backtracking ¢asové hodné naroc¢ny.

4.4.3 Priklad — problém batohu. Predméty libovolné, ale pevné seradime do posloupnosti.
Muze to byt poradi podle mérné ceny jako v 4.3.8, ale neni to nutné. Do batohu budeme ve
zvoleném poradi pridavat predméty, dokud se vejdou. Kdyz se predmét, ktery je na radé nevejde,
vezmeme dalsi. Kdyz uz neni co pridavat, vyndame naposledy pridany predmét a zkusime pridavat
predméty, které nasleduji za nim.

Takto postupné vyzkousime vSechna pripustnd feseni, tj. vSechny mnoziny predméta, které
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batoh nepfetizi. Pokud pfitom budeme zaznamenévat nejvétsi dosazenou cenu predmétii v batohu,
najdeme timto zpusobem optim&lni feSeni.
Vyzkousejte to na prikladé 4.3.8 jako cviceni.

4.4.4 Backtracking versus vétve a meze. Obé metody maji nékteré rysy spolecné a u né-
kterych algoritmu je tézké Tici, o kterou z obou metod jde.

Backtracking pouzity k reseni optimalizac¢ni tlohy lze pokladat za specialni pripad metody vétvi
a mezi. Na posloupnost, kterd v backtrackingu tvori ¢astecné reSeni, se totiz miuzeme divat jako
na podilohu, v niz nékolik prvych ¢lent posloupnosti je pomoci pridanych omezujicich podminek
pevné urceno. Prodlouzeni posloupnosti pak znamena ptidani nové omezujici podminky.

Pii backtrackingu vsak prohleddavame strom feseni vzdy do hloubky (jinak by to nebyl backtrac-
king), zatimco v metodé vétvi a mezi lze dals{ postup Feseni volit svobodnéji, a tedy zpravidla
vyhodnéji (napf. pomoci priorit, viz 4.3.5). V backtrackingu lze k zamezeni zbyteéného vétveni
pouzit i jiné triky nez dolni, popf. horni odhady. A koneéné, backtracking lze pouzit také k feseni
tiloh, které nemaji optimalizac¢ni charakter.

4.5 Heuristické algoritmy

V praxi mnohdy vystac¢ime s feSenim, které neni nutné optimalni, ale je ,dostatecné dobré*, které
vsak ziskdme rychle. Algoritmy, které poskytuji takovito feseni, nazyvame heuristické. Funguji bez
zéruky, nebo (méné ¢asto) jen s omezenou zarukou. Tyto algoritmy byvaji zaloZeny na nejriznéjsich

vvvvvv

4.5.1 Heuristiky hladového typu. Mnohé heuristické algoritmy pracuji tzv. hladovym zpu-
sobem: FeSeni vytvari (konstruuji) postupné, pficemz v kazdém kroku se (chamtivé) snazi o co
nejveétsi zlepseni ucelové funkce, popf. o co nejvétsi dsporu.

Naptiklad pri feseni problému batohu 4.3.8 budeme davat do batohu vzdy predmét, ktery ma
nejlepsi mérnou cenu (tj. cenu za kilogram) a do batohu se cely vejde. Samoziejmé se muze stit,
7e se ,chamtivost nevyplati“ a vysledkem je feseni, které neni optimalni. Prikladem je instance
tlohy batohu feSend v 4.3.8 (vyzkousejte).

Dalsim prikladem heuristiky hladového typu je indexova metoda feseni dopravni tlohy 3.2.3,
str. 52.

Do tfetice je treba zminit tzv. hladovy algoritmus pro hleddni minimélni kostry grafu 8.5.9,
str. 102, ktery také funguje hladovym zpusobem, ale na rozdil od predchozich dvou priklada
poskytuje zarucené (dokazatelné) optimalni FeSeni. Ulohy, v nichz hladovy postup zarucené vede
k optimélnimu Teseni, jsou ovSem velmi vyjimecné.

4.5.2 Heuristiky vyuzivajici ndhodu. Nékteré heuristické algoritmy reseni mnohokrat opa-
kuji s vyuzitim ndhody a z takto ziskanych feseni vybiraji nejlepsi.

4.5.3 Lokalni prizkum. Dalsi heuristické algoritmy vyuzivaji tzv. lokdlni pruzkum: vezmou
néjaké stavajici feSeni (zpravidla ziskané néjakou jinou heuristikou) a systematicky se je pokousi
toto feseeni pozmeénit, tj. v jistém smyslu prozkoumaéavaji okoli stavajiciho reseni. Pokud nékteré
z pozménénych feSeni je lepsi nez Teseni stavajici, prohlasi toto lepsi feseni za stavajici a pokracuji
priuzkumem okoli tohoto nového feseni. Toto se opakuje, dokud se daii feseni zlepsovat. Samoziejmé
muzeme vypocet ukoncit i drive, pokud najdeme Teseni, jehoz kvalita ndm postacuje nebo pokud
uz neméame Cas na dalsi zlepSovani.

Metodu lokalniho priazkumu lze dédle zdokonalit s vyuzitim ndhody. Jednak muzeme s néjakou
pravdépodobnosti akceptovat i zhorseni tcelové funkce v nadéji, ze takto pozdéji objevime cel-
kové lepsi feSeni, jednak muzeme cely postup mnohokrat opakovat z jiného, ndhodné zvoleného
vychoziho Teseni.
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4.5.4 Genetické algoritmy jsou inspirovany prirozenym vybérem, ktery funguje v prirodeé.

Na rozdil od lokdlniho prizkumu genetické algoritmy sleduji nikoli jedno FeSeni, ale néjakou
jejich mnozinu, tzv. populaci. Z jedincu (tj. Feseni) obsazenych v populaci se opakované vytvareji
novi jedinci jednak kifZenim (tj. zkombinovdnim nékolika jedinct), jednak mutacemi (tj. pozméné-
nim jednoho feseni) a jedinci, ktet{ se jevi jako neperspektivni se z populace vytazuji. Opakovanim
tohoto postupu se kvalita populace (méfend tcelovou funkei) obvykle zlepsuje a po dostatecném
opakovani se nakonec z populace vybere jedinec s nejlepsi icelovou funkei.

4.5.5 Heuristiky se $iji na miru typu dlohy a ¢asto i typickym instancim, které maji byt
heuristikou feseny. Jejich tspésnost zavisi na tom, jak se podari vyuzit specifickych ryst daného
typu ulohy i specifickych rysu instanci, které chceme tesit. Pri jejich navrhu hodné zilezi i na
zkusSenosti a citu pro feseny problém.

4.5.6 Priklad — déleni tycového materialu. Pro tlohu déleni tycového materialu, kterou
jsme zminili v 4.1.5, str. 62, je zndma rada dobfe fungujicich heuristik.

Pro pripomenuti: Z ty¢i o délce D mame za kol narezat p; kust o délce d; proi=1,...,k a
to tak, abychom pouzili co nejmensi pocet celych tyci.

First Fit: Vezmeme pozadovanou délku d; a ufrizneme ji z prvni tyce, ze které tuto délku lze
uriznout. Poradi ufezavanych délek d; neni urceno.

First Fit Decreasing: Jako First Fit, ale pozadované délky d; fezeme v poradi od nejdelsi po
nejkratsi.

Best Fit Vezmeme pozadovanou délku d; a urizneme ji z tyce, ze které po urezani zbude nejmensi
zbytek. Poradi urezavanych délek d; neni urceno.

Best Fit Decreasing: Jako Best Fit, ale pozadované délky d; rezeme v poradi od nejdelsi po
nejkratsi.

Je dokézéno, 7Ze oznac¢ime-li M optimalni hodnotu ucelové funkce, tedy pocet rozfezanych
tyci, pak vysledky heuristiky First Fit nejsou horsi nez 1.7M a vysledky heuristiky First Fit
Decreasing nejsou horsi nez 11/9M +6/9, tedy ne vice nez o 22 % horsi nez optimum. To je docela
optimistické sdéleni: ani v nejhorsim myslitelném ptripadé nebudou vysledky téchto heuristik nijak
Spatné. V typickém pripadé tyto heuristiky funguji velmi dobfe, primérnd odchylka od optima
byvd mnohem mensi.
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Kapitola 5

Dynamické programovani

Dynamické programovani je pomérné obecnym a uc¢innym nastrojem k reseni nektergch optimali-
zacnich tloh.

5.1 Bellmanuv princip optimality

Dynamické programovani je zalozeno na myslence, ze ¢ast optimalniho feSeni by méla byt také
optimalnim feSenim (mensi tlohy). Napriklad ¢dst nejkratsi cesty by méla byt také nejkratsi cestou.

Vychazime pfitom z predpokladu, ze feSeni optimalizacni tlohy lze rozlozit na c¢asti, které lze
pokléddat za Teseni optimaliza¢nich tloh stejného typu, ale mensiho rozsahu. Pokud 1ze feseni dil¢ich
tloh spolu libovolné kombinovat, pak celkové reseni nemuze byt optimalni, budeme-li schopni
nékterou jeho ¢ast ,lokalné“ vylepsit.

Dynamické programovani se nejcastéji aplikuje na tlohy, jejichz TeSeni si lze predstavit jako
posloupnost rozhodnuti o dalsich a dalsich ¢astech feseni. Rozhodujeme se dynamicky vzdy podle
situace, do které jsme se dostali na zakladé pfedchozich rozhodnuti. Odtud ostatné pochazi nazev
metody.

5.1.1 Bellmantv princip optimality.

Optimalni strategie ma tuto vlastnost: at je vychozi stav a vychozi rozhodnuti jakékoli,
posloupnost néasledujicich rozhodnuti musi tvorit optimalni strategii vzhledem ke stavu,
ktery vyplyva z vychoziho rozhodnuti.

5.1.2 Podminky platnosti Bellmanova principu optimality. Pokud se pri rozhodovani
musime 7idit nejen soucasnym stavem, ale i zptusobem, jak jsme se do tohoto stavu dostali, pak
Bellmanuv princip optimality ve vySe zminéné jednoduché podobé nelze pouzit. Aby jej pouzit §lo,
je nutno zahrnout do pojmu ,stav* vSe, co ovlinuje moznosti dalsitho pokracovani.

5.2 Priklad: alokace investic

5.2.1 Uloha o alokaci investic. Mdme @ jednotek né&jakého ekonomického zdroje (tfeba
penéz) a nasim tkolem je rozdélit je mezi n investi¢nich programu. Pro kazdy investiéni program
i a pro kazdou celo¢iselnou velikost investice 0 £ z < @ zndme velikost vynosu g;(x). Celkovy
vynos je souétem vynosi ze viech n programi. Ukolem je najit velikosti investic x1,...,2, do
jednotlivych programi tak, aby celkovy vynos byl maximalni mozny.

Predpokladame, ze investice do jednotlivych programi jsou vzajemné nezavislé a také, ze vynosy
z jednotlivych programu nezavisi na investicich do ostatnich programnii.

25. ¥{jna 2022, 11:00



78 Kapitola 5. Dynamické programovani

5.2.2 Obecné FeSeni tlohy o alokaci investic. Oznac¢me
F;(q) = optimdlni (tj. nejvyssi mozny) vynos z programu 1, ..., j pfi celkové velikosti investic g.

d;(q) = velikost x; investice do j-tého programu, pii niz celkovy vynos z programu 1,.. ., j nabyva
maximdlni hodnoty Fj(q).

Plati
(5.1) Fi(g) = ai(q),
(5.2) Fi(q) = max {gj(z)+F;_1(q¢—2x)}
0=z=q
Podle vzorcu (5.1) a (5.2) lze pocitat postupné Fy, Fs, Fs, ..., F,. Je vhodné soucasné
zaznamendvat hodnoty d;, protozZe s jejich pomoci lze pak vypocitat hodnoty x1,...,z,.

5.2.3 Proc tak slozité? Neslo by jednoduse vyzkouset vSechny moznosti? Je jich prece konecné
mnoho.

Samoziejmé by to §lo. Bylo by to dokonce velmi jednoduché, ale pro tulohy vétsiho rozmeéru
také nesmirné pracné. Pocet vSech moznosti, kterymi lze investovat ¢ penéz do m programt, je
totiz roven'

n+Q -1\ (n+Q—-1)
( Q ) T Q1)

a pro kazdou z nich je tfeba provést (n — 1) secitani.

Napf. pro Q = 50 a n = 25 je podet vsech moznosti pfiblizné 1.75 - 10! a cely vypocet by
vyzadoval zhruba 8.6 - 10%° seéit4ani. P¥i rychlosti miliarda operaci za vtefinu by vypodet trval pies
7 let.

Vypocet pomoci dynamického programovani je sice komplikovanéjsi, ale mnohem méné pracny.
Pocitdme @Q(n — 1) hodnot Fj(g), vypocet kazdé z nich vyzaduje v priméru (/2 secitani a
porovnani dvou ¢&isel. Celkem tedy nejvyse Q%(n — 1)/2 secitani a porovnani.

Pro Q@ = 50 an = 25 potirebujeme pouze asi 30 tisic operaci seCitani a porovnani, coz srovnatelné
rychly pocitac¢ zvladne béhem zlomku vteriny.

5.2.4 Piiklad. Resme tilohu o alokaci investic, kde @ = 6 a vynosy jsou dany touto tabulkou:

g1 92 g3 g4
0 0 0 0
4 15 5 10
6 16 10 14
12 17 15 18

24 30 20 22
30 35 25 30
35 40 30 40

UL W~ OR

Podle vzorce (5.1) ziskdme nejprve Fy = g1 a pak podle vzorce (5.2) vypoéteme nejprve Fy,
pak z néj F3 a nakonec hodnotu Fy(6).

ITento vzorec lze odvodit nap¥. touto tivahou: Reseni si pFedstavime jako proces. Za¢neme u prvniho programu a
provedeme celkem (n + @Q — 1) diléich kroki, kdy bud zvétsime o jednotku investici do stdvajicitho programu a nebo
prejdeme na dalsi program. ZvétSeni o jednotku provedeme celkem Q-krat, prechod k dalsimu programu celkem
(n —1)-krat. Mnozinu @ operaci typu zvétsen{ investice o jednotku lze v celé posloupnosti vSech (n+ Q — 1) operaci
(3™

rozmistit celkem zpusoby.
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g1 92 93 ga| i Iy F; Fy
0 0 0 0 09 09 0o
4 15 5 10 4, 15 15p
16 10 14 6o 19; 201
12 17 15 18 || 123 214 259
24 30 20 22| 24, 30, 3005
30 35 25 30 | 305 39; 39
635 40 30 40 || 356 45, 459  49;

T W N~ O
D

Jako indexy jsou zde uvadény hodnoty d;(q), které pouzijeme pro zpétny vypocet hodnot x;:

Ponévadz dy(6) = 1, bude v optimalnim FeSen{ 24 = 1. Pro investice do programu 1,...,3 tedy
zbude 5 jednotek. Z prvych t¥{ programu tedy dostaneme vynos F3(5) = 39, pfi¢emz t¥eti program
dostane nulovou investici, nebot ds(5) = 0. Odtud x5 = 0. Pro investice do prvych dvou programu
tedy zbude 5 jednotek. Z prvych dvou programi tedy dostaneme vynos Fs(5) = 39, pficemz druhy
program dostane investici ve vysi da(5) = 1, tedy 2 = 1. Pro investici do prvého programu tedy
zbudou 4 jednotky, tedy z; = 4.

Vskutku, g1(4) + g2(1) + g3(0) + ga(1) = 49.

5.3 Optimalni doplnovani zasob

5.3.1 Optimalni doplnovani zasob. Predpoklddejme, Ze poptavka je predem presné znama
a to tak, ze v n okamzicich tq, ..., t, bude mit poptavka velikost ¢, ..., ¢,. Néaklady na skladovani
jsou C, za jednotku casu a mmnozstvi, ndklady spojené s pofizenim zasoby jsou C). Ukolem
je naplanovat optimalni dopliovani zasob tak, aby celkové naklady spojené s dopliovanim a
udrzovanim zasoby byly minimalni.

5.3.2 ReSeni tlohy o optimélnim dopliiovani zasob. Jesté nez zaéneme poéitat, provedeme
nékolik pripravnych tvah, kterymi zredukujeme pocet moznosti, kterymi ma smysl se zabyvat.

Predevsim omezime okamziky, kdy mé smysl porizovat zasoby. Zasobu nema smysl doplnovat
jindy nez v okamzicich z mnoziny T = {t1,...,t,}. Kdybychom totiz zdsobu doplnili v okamziku
t, ktery neni v této mnoziné, mohli bychom celé feseni zlevnit tim, Zze bychom doplnéni zasoby
odlozili na nejblizsi pristi okamzik z mnoziny T

Déle omezime ruznost mnozstvi, které budeme skladovat. Velikost zasoby by v kazdém oka-
mziku méla byt bud nulovéa a nebo rovna souctu jedné nebo nékolika nasledujicich poptavek. Kdyby
totiz velikost zasoby v néjakém okamziku byla jina, bylo by mozno zmensit velikost predchozi do-
dévky do skladu a tim zmensit nédklady na skladovani.

Je tedy zfejmé, Ze v optimdlnim Tfeseni musi byt prvni dodavka do skladu v case t; a dalsi
doddvky musi byt v nékterych (mozna Zddnych, moznd vsech) okamzicich to, .. ., ¢,. Vybérem této
mnoziny okamzika je pak jiz celé feseni jednoznacné urceno. Velikost kazdé dodavky totiz musi
byt pravé takova, aby stacila na kryti poptavky do nejblizsi dalsi dodavky popr. az do okamziku
posledni poptavky t,,.

Vsimnéte si, ze jsme velmi podstatné zredukovali pocet feseni, mezi kterymi hleddme optimum.
Pouzili jsme k tomu myslenky dynamického programovani, aniz jsme prozatim cokoli pocitali.

Pocet Teseni, ze kterych vybirdme optimum, je vSak i po této redukci roven poc¢tu podmnozin
(n — 1)-prvkové mnoziny, tedy 2"~V coz je pofad piilis mnoho. Dynamické programovani nam
opét pomiize, ale ted jiz budeme muset trochu pocitat.

Oznacme F; naklady na kryti poptavky v obdobi ¢y, ...,t; véetné. Ziejmé Iy = C,. A aby ndm
dalsi ivahy pékné vychézely, budeme brat F'(0) = 0.
Plati
(5.3) Fy =min{F 1 + N(i,j)}
i<j
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kde N(i,j) jsou naklady na jedno doplnéni zdsob v Case t; a udrzovani zasoby do okamziku t;
vcetné. Plati

(5.4) N(i,j) = Cp+Cs Y arlts — i)
k=i

Hodnoty N(i,7) proi < j je vhodné vypoéitat pfedem. Pfitom je vhodné postupovat po Fadcich,
nebot kazdou nésledujici hodnotu N (4, j+1) dostaneme snadno tak, zZe k pFedchozi hodnoté N (i, )
pficteme piirtstek Csqji1(tj41 —ti).

Obvykle neni tieba poéitat vSechny hodnoty N (i, ) pro ¢ < j. Je-li totiz piirustek vétsi nez
néklady C}, na porizeni nové zasoby, je zfejmé, ze vysledna hodnota N (4, j+1) nemuze byt soucdsti
optiméalniho TeSeni, nebot nové pofizeni zasoby by bylo levnéjsi nez onen prirtistek. V takovém
pripadé pak neméa smysl pocitat ani nasledujici hodnoty az do konce radky matice N.

V dalsi fazi vipoctu pak postupné podle vzorce (5.3) pocitdme hodnoty F; pro j =1,...,n.

Cilem vypoc¢tu ovSem neni jen hodnota tucelové funkce F),, ale zejména casy a velikosti
jednotlivych objednavek. Pro tento tcel je tieba pfi vypoctu hodnot F; podle vzorce (5.3)
zaznamendvat, pri kterém ¢ bylo dosazeno minima.

Ve treti fazi vypoctu tedy zjistujeme casy jednotlivych objednavek. Postupujeme ptitom
pozpatku, od posledni objednavky k prvni. Z cCasii objednavek pak jiz snadno zjistime jejich
velikosti.

5.3.3 Piiklad. Resme tlohu o optimalnim dopliiovani zasob s témito daty: Naklady na poiizeni
zésoby jsou Cp = 70, néklady na skladovani jsou Cs = 1. Poptévka je ddna touto tabulkou:

o~
S

qi
40
50
30
20
20
15
10

N O U W N
CO Ok WwN K~ O

Nejprve vypocteme hodnoty N (i, j).

1 2 3 4 5 6 7

1170 120 180 240 - - -
2 70 100 140 200 - -
3 70 90 130 190 250
4 70 90 135 185
5 70 100 140
6 70 90
7 70
Ve druhé fazi vypocteme hodnoty Fj:
FO) = 0
F(1) = 170
B . Fy + N(2,2) =704 70 = 140
F@) = mm{ Fo+N(1,2) =0+ 120 = 120
Fy+ N(3,3) =120+ 70 = 190
F(3) = min{¢ F;+ N(2,3) =70+ 100 =170
Fo+ N(1,3) = 0+ 180 = 180
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min

min

min

min

F3 + N(4,4) = 170 + 70 = 240
Fy + N(3,4) = 120 + 90 = 210
Fy + N(2,4) = 70 4 140 = 210
Fo+ N(1,4) = 0 4 240 = 240
Fy + N(5,5) = 210 4 70 = 280
F3 + N(4,5) = 170 4 90 = 260
Fy + N(3,5) = 100 4 130 = 250
Fy + N(2,5) = 70 4 200 = 270
Fs + N(6,6) = 250 4 70 = 320
Fy + N(5,6) = 210 + 100 = 310
Fs + N(4,6) = 170 + 135 = 305
Fy + N(3,6) = 120 4+ 190 = 310
Fs + N(7,7) = 305 4 70 = 375
Fy + N(6,7) = 250 4 90 = 340
Fy + N(5,7) = 210 + 140 = 350
Fs+ N(4,7) = 170 + 185 = 355
Fy + N(3,7) = 120 4 250 = 370

Abychom dosahli optiméalnich celkovych ndkladi Fr = 340, musi posledni dodavka do skladu
byt v case tg = 6. Predchazejici obdobi ¢; az t5 musi byt pokryto optimalnim zpisobem, tedy s
ndklady F(5) = 250 a s posledni dodévkou do skladu v ¢ase t3 = 2. Obdobi ¢; az t2 pak bude
optiméalné pokryto dodavkou v case t; = 0.

Z castu dodavek pak odvodime jejich velikosti:

cas ‘ velikost objednavky | na obdobi
t1 =0 90 t1 az t2
t3 = 2 70 t3 az ts
t6 =6 25 tg az t7

5.3.4 Poznamka o ¢asovém horizontu. Velikost pocatecni optimalni objednavky v case t;
zavisi na celé nasledujici poptavce, tj. na poptavce ve vsech nasledujicich okamzicich. Zména i
casové velmi vzdalené poptavky miize ovlivnit poc¢atecni rozhodnuti.

To znamend, %e kdybychom omerzili ¢asovy horizont a zanedbali (tj. ve vypoc¢tu neuvazovali)
casove vzdalenou poptavku, mohli bychom dostat neoptimélni, tedy drazsi reseni. Rozdil v acelové
funkci pak mizeme pokladat za cenu informace o budouci poptavce.

Napiiklad kdyby se v pfedchozim prikladé zmensila velikost posledni poptavky na g7 = 4,
zménil by se sice v matici IV jen posledni sloupec

1 3 4 5 6 7
1170 120 180 240 - - -
2 70 100 140 200 - -
3 70 90 130 190 214
4 70 90 135 155
5 70 100 116
6 70 78
7 70

Ve druhé fazi vypoctu se zméni pouze hodnota Fr:
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82 Kapitola 5. Dynamické programovani

Fs + N(7,7) = 305 + 70 = 375
Fs + N(6,7) = 250 + 78 = 328
F(7) = min{ F,+ N(5,7) =210+ 116 = 326
F3+ N(4,7) = 170 4 155 = 325
Fy+ N(3,7) = 120 + 214 = 334

Casy a velikosti objednavek se viak zméni velmi podstatné:

cas velikost objednavky ‘ na obdobi
t1 =0 40 tq
tg =1 80 t2 az tg
t5 =4 65 t4 az t7

Jiri Demel: Operacni vyzkum
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Kapitola 6

Teorie zasob

6.1 Zakladni pojmy

6.1.1 Zasoba je libovolny pohotovy ekonomicky zdroj, ktery je v néjakém case k disposici a
jehoz spotieba muze byt odlozena do budoucnosti.

Teorie zasob se zabyva otazkou, jak stanovit a ridit velikost zasoby, aby byly minimalizovany
naklady, které jsou disledkem zvolené strategie fizeni. O jednotlivych typech nakladd pojedname
dale v 6.1.4.

6.1.2 Poptavka se v teorii zasob chape jako proces zmensovani zésoby. Priklady: poptavka na
trhu, spotfeba materidlu pro vyrobu, spotieba nahradnich dil.
Poptavku zpravidla nemtzeme ovlivnit, ¢asto je ndhodna a predem neznama.

6.1.3 Doplnovani zasob je proces, ktery vede ke zvySovani zasoby. Zasoba se doplnuje zpra-
vidla skokové. Zpravidla rozliSujeme vystaveni objednavky a vlastni dodavku, protoze tyto dva
ikony zpravidla nenastavaji najednou.

Proces doplnovani zasoby je to, ¢im mtzeme ovliviiovat velikost zasoby a naklady se zasobami
spojené.

Zjednodusené lze tici, ze zakladni otazky teorie zasob jsou

e kdy objednévat,
e kolik objednavat.

6.1.4 Typy nakladt. Teorie zasob se nezabyva tim, kde a za kolik zadsobu nakoupime, ale pouze
tim, kdy a jak velkou zdsobu si opatfime. Pfitom rozliSujeme tyto typy nakladi:

Naklady na udrzZovani zasoby C; — jsou umeérné skladovanému mnozstvi a dobé skladovani.
Nejvétsi cast téchto nakladt tvori naklady z vazanosti penéz v zasobach. Tyto naklady zavisi
na moznostech alternativniho zhodnoceni penéz, které jsou jinak vazany v zasobach. Déle
sem patii ndkladu na samotné skladovani, napt. pronajem skladovych prostor, oSetfovani
zasob, znehodnoceni zédsob, manipulace se zdsobami, pojisténi.

Naklady na doplnéni zasoby C; — zpravidla konstantni naklady spojené s jednim doplnénim
zésoby. Jde o néklady na pripravu a vystaveni objednévky, na dopravu (je-li cena za dopravu
nezdvisla na velikosti objednéavky), ale tfeba i ndklady na sefizeni stroji na jinou vyrobni
Sarzi materidlu.

Naklady z nedostatku C,, — zbozi, které nename pohotové na skaldé jiz odbératel nebude chtit,
jde o ztrata prilezitosti, napr. prodeje. Tyto naklady jsou timérné chybéjicimu mnozstvi.
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84 Kapitola 6. Teorie zasob

Naéklady ze zpozdéni C, — zbozi, které nemame pohotové na skladé, dodame pozdéji a utrpime
naklady imérné chybéjicimu mnozstvi a délce zpozdéni. Piiklady: pendle, odlozeni vyroby.

6.2 Nahodné dynamické modely

U nahodnych modeli se poptavka poklada za ndhodny proces. Proces dopliovani je zpravidla
deterministicky (zbozi je dodédno vzdy v objednaném mnozZstvi a ¢ase), ale mize byt také ndhodny
jak v case tak i v mnozstvi.

U téchto modeli nejde o to stanovit cas a velikost jedné objednavky. Nelze ani predem napla-
novat sérii objedndvek. Cilem tedy je najit algoritmus (postup, strategii), jak pomoci objednédvek
ridit velikost zasoby.

V literature jsou popsdany dva vyznacné zpusoby rizeni zasob:

6.2.1 P-systém fizeni zasob spocivd v periodickém objednavani. Objednava se mnozstvi,
které v okamziku objedndvky ve skladu chybi do jeho pfedepsané kapacity. Objednané mnozstvi
zpravidla neni doddno okamzité, takze v okamziku dodavky velikost zasoby stoupne na hodnotu,
kterd je obvykle nizsi, nez kapacita skladu.

Parametry, které mohou byt predmétem optimalizace, jsou délka periody a kapacita skladu.

6.2.2 Q-systém Tizeni zasob odvozuje ¢as objednéni od velikosti zasoby. Objednéava se v oka-
mziku, kdy zasoba poklesne na tzv. signdlni droven (téz velikost pojistné zdsoby). Objednava se
mnozstvi, které v okamziku objednévky ve skladu chybi do jeho predepsané kapacity.

Parametry, které mohou byt predmétem optimalizace, jsou velikost signalni trovné a kapacita
skladu.

6.2.3 Srovnani P-systému a Q-systému Fizeni zasob. Oba systémy se do jisté miry
adaptuji na zmény ndhodného procesu poptavky, kazdy ovSem jinak.

Optimalizace parametru P-systému a Q-systému je zavisld na znalosti ndhodného procesu
poptavky. Casto se pouziva simulace.

6.3 Jednorazova nahodna poptavka

6.3.1 Zakladni model. Predpokladame, ze velikost budouci poptavky je ndhodné veli¢ina,
oznaéme ji X, s rozlozenim, které je dano pravdépodobnostmi p,, = P(X = k). Odtud lze odvodit
ditribuéni funkei F(k) = Y8, p;.

Velikost predem potizené zasoby oznacme gq.

Néklady spojené s prebytkem zdsob ozna¢me C}, na jednotku pfebytku. Podobné naklady
spojené s nedostatkem zasob oznacme C), na jednotku mnozstvi, které se nedostava. V obou téchto
ptripadech néklady uvazujeme vzhledem k optimélni varianté, tj. o kolik vice nés bude stat kazdy
kus zasoby, kterou poridime navic nebo ktera bude chybét.

Cilem je najit optimalni velikost pfedem porizené zasoby ¢ tak, aby stiedni hodnota nékladi
byla nejmensi.

6.3.2 ReSeni. Celkové naklady jsou ndhodnou veli¢inou, jeji stfedni hodnota N,(q) zavisi na
q a skladé se ze dvou slozek, ze strednich néklad z prebytku a stfednich nakladt z nedostatku:
Stredni naklady z prebytku jsou

Jiri Demel: Operacni vyzkum 25. rijna 2022, 11:00
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a stfedni naklady z nedostatku jsou

Nn(q) = Cy Z (= q)ps

x=q+1

Hleddme nezdporné celé ¢, pro které funkce N.(q) = Np(q) + N, (¢) nabyva minima.

PTi zméné velikosti zdsoby z ¢ = i na hodnotu ¢ =i+ 1 se Np(q) zvysi o C, Z;:o = CpF(3)
a Np(q) se snizi o C, 307 ) = Cn(l — F(i)), celkové stiedni ndklady Nc(q) tedy stoupnou
0 (Cp—Cy)F(i) — Cp.

Odtud plyne, Ze pro optimalni velikost zasoby g musi platit

Ch

Flg—1)< —"
(q )—Cp+cn

< F(q)

6.3.3 Jednorazovy prodej. Zbozi nakoupime za cenu C, budeme je prodéavat za cenu Cp a
prebytek zasob prodame ve vyprodeji za cenu Cy .

Ve vyse popsaném modelu jsou jednotkové naklady z prebytku C, = Cy —Cy (ztréta, se kterou
proddvdme ve vyprodeji) a ndklady z nedostatku jsou C,, = Cp — Cy (usly zisk).

Dodejme, ze vyprodejni cena Cy miize byt i zdporna, pokud za likvidaci prebyvajiciho zbozi
musime platit.

6.3.4 Zasoba nahradnich dili. Pri porizovani specidlniho stroje mame moznost si soucasné
objednat zasobu ndhradnich dild za cenu Cgy za kus. Dodatecnd vyroba téhoz jednotlivého
nahradniho dilu by stila C;. Typicky C; > Cy.

Ve vyse popsaném modelu jsou jednotkové ndklady z pfebytku C, = Cg (zbytecné vyrobeny
néhradni dil) a ndklady z nedostatku jsou C,, = C1 — Cy (kolik jednotlivé vyrobeny dil stoji navic).

6.4 Konstantni poptavka

6.4.1 Zakladni model. Predpokladame, ze poptavka je v ¢ase spojitd a ma konstantni inten-
zitu r. Doplnéni zasob je deterministické. Zasobu dopliujeme vzdy v okamziku, kdy jeji velikost
klesne na nulu. Nedostatek zasob nepripoustime. Jednotkové naklady na udrzovani zasoby jsou Cs,
néklady na pofizeni jsou C, na jednu objednavku. Ukolem je najit optimélni ¢asovy interval ¢ mezi
objednavkami a optimélni velikost dodavky g.

6.4.2 Reseni — Wilsonuv vzorec. Uvazujme model ve velmi dlouhém ¢asovém intervalu 7.
Celkové naklady zavisi na intervalu ¢ mezi objednavkami a jsou vyjadfeny vzorcem

N(t) = C,Trt/2 + C, T/t ,

kde prvni séitanec vyjadiuje ndklady na udrzovani zdsoby ((mérné priumeérné velikosti zasob rt/2

krat ¢as T') a druhy séitanec ndklady na objedndvani (imérné poc¢tu objednavek T'/t za dobu T)).
Z rozboru prubéhu této funkce plyne, Ze v intervalu (0,infty) mé vSude derivaci a mé zde

jediné minimum, které lze zjistit pomoci nulové derivace. Derivace je N'(t) = CsTr/2 — C,T/t? a

polozime-li ji rovnu nule, po jednoduchém vypoctu dostaneme, Ze optimalni ¢as mezi objedndvkami

je

2C,

rCs

t=

Optimalni velikost dodavky pak je ¢ = tr.
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6.4.3 Neékolik soucasné objednavanych materialti. Od zdkladniho modelu 6.4.1 se tento
model lisi pouze tim, Ze skladujeme n materidla ¢ = 1,...,n, poptavka po i-tém materidlu je
konstantni s intenzitou r; a jednotkové naklady spojené s udrzovanim zdsoby i-tého materidlu jsou
Cs;.

Celkové naklady jsou

o Cyrit
N(t) = Tz:l—lfr +C,T/t

a po velmi podobném vypoctu vyjde optimélni interval mezi objednavkami

2C,

t=\ | =——— -
Z?:l Ticsi

6.4.4 Necelociselna doba mezi objednavkami je zprvidla neprijatelnd. Z prubéhu funkce
N(t) plyne, Ze optimdlnim FeSenim je nejblizs{ vys$$i nebo nejblizsi nizsi celé ¢islo k optimdlni
hodnoté t. Které z nich to bude, je tfeba zjistit dosazenim do funkce N (¢).

6.5 Deterministicka diskrétni poptavka
Predpokldddme, ze poptavka se bude realizovat v diskrétnich Casovych okamzicich (tj. nikoli

spojité) a Ze Casy a velikost poptdvky pfesné zndme. Pak lze pfedem vypocitat jak optimélné
doplnovat zasobu. Resenim se budeme zabyvat v kapitole 5
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Kapitola 7

Strukturni model

Strukturn model (nékdy nazyvany po svém tvurci Leontéviv strukturni model) je ve své zakladni
podobé jednim z nejjednodussich modeli opera¢niho vyzkumu.

7.0.1 Predpoklady, z nichz vychazi Leontévuv strukturni model, jsou pomérné silné.

Hospodarstvi se skladd z n odvétvi. Kazdy produkt, kterym se model zabyva, je produkem
presné jednoho z téchto n odvétvi.

Kazdé odvétvi produkuje jediny produkt. Jinymi slovy, mezi riznymi vécmi, které produkuje
i-té odvetvi, pro ucely strukturniho modelu nerozlisujeme a pokladame je dohromady za jediny
produkt i-tého odvétvi. Velikost vyroby i-tého odvétvi budeme znacit z;. Velikosti vyroby v jed-
notlivych odvétvich z4,. .., z, dohromady pokldddme za (sloupcovy) vektor, ktery oznacime X a
nazeme jej vektorem viroby.

Spotfeba i-tého produktu pro vyrobu produktu j-tého je zavisld pouze na velikosti vyroby j-
-tého produktu a je pfimo imérna velikosti této vyroby. Tedy ¢im vice j-té odvétvi vyrabi, tim
vice spotiebovava vseho, co spotiebovava, a tato zavislost je linearni.

Tento nevinné vypadajici pfedpoklad je ve skutecnosti velmi omezujici a ponékud nerealisticky.
Nepfipousti totiz v zadném odvétvi moznost nahradit néktery spotfebovavany produkt jinym
produktem. Z tohoto predpokladu napt. vyplyvd, ze snizime-li vyrobu elekt¥iny o 10%, pak spotieba
vseho, z ¢eho elektiinu vyrdbime, pokesne rovnéz o 10%. Ve skuteénosti by se ovSem pokles spotieby
tykal zejména surovin, které jsou drahé, spatné dostupné nebo neekologické.

Konec¢né budeme predpokladat, ze vSechno, co se v modelovaném hospodarstvi vyrobi, bude
spotrebovano a to bud pro vyrobu v nékterém odvétvi, nebo pro néjaky jiny ucel, ktery nazveme
konecnou spotrebou. Velikosti konecné spotreby jednotlivych produkti budeme znacit y1,...,y, a
dohromady je budeme pokladat za (sloupcovy) vektor konecné spotreby Y .

7.0.2 Jednotky. Velikosti vyroby a spotreby jednotlivych odvétvi muzeme vyjadfovat v ja-
kychkoli jednotkdch, klidné pro kazdé odvétvi jinych. Muze jit o jednotky fyzické (tuny, litry,
megawathodiny, atd.) nebo penézni (vzhledem k cendm jednotlivych produkti). Jedinou nezbyt-
nou podminkou je, aby pro kazdé odvétvi (a jeho produkt) byla v celém modelu pouzivina vzdy
taz jednotka.

7.0.3 Matice technickych koeficienti. Symbolem a;; znac¢ime spotfebu i-tého produktu na
vyrobu jednotkového mnozstvi produktu j-tého. Jde vlastné o koeficienty primé tumérnosti mezi
vyrobou a vyrobni spotfebou. Tyto koeficienty nazyvame technickymi koeficienty nebo téz normami
primé spotreby.

Dohromnady tyto koeficienty tvori matici, kterou zna¢ime A a nazyvame matici technickyjch
koeficienti nebo také matici norem primé spotreby.

Koeficienty, které se tykaji spotieby v j-tém odvétvi, najdete v j-tém sloupci.
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Technické koeficienty 1ze urcit ze statistiky, kolik které odvétvi vyrobilo a kolik pritom spotie-
bovalo jednotlivych produktu.

Technické koeficienty jsou v podstaté urceny technologiemi, které se pouzivaji v jednotlivych
odvétvich a proto se v Case prili§ rychle neméni. Proto lze matici technickych koeficientt, ktera
odpovida soucasnému stavu hospodarstvi, pouzit i k vypoctam, které se tykaji neprilis vzdéalené
budoucnosti.

7.0.4 Vyrobni spotfeba. Celkova spotfeba i-tého produktu pro vyrobu ve vSech odvétvich je
rovna 2?21 a;;x;. V maticovém vyjadreni je tedy vektor vyrobni spotieby roven soucinu AX.

7.0.5 Uzavreny strukturni model je charakterizovin predpokladem, ze vsechny vyrobené
produkty budou beze zbytku spotfebovany pro vyrobu. V uzavieném modelu plati X = AX, tedy

(E—A)X =0.

Vektor vyroby je feSenim této soustavy linedrnich rovnic. Tato soustava je homogenni (nulovy
vektor na pravé strané), proto jejf feSenf nenf jednozna¢né. Kazdy (nezdporny) nasobek pfipustného
vektoru vyroby je tedy opét pripustnym vektorem vyroby.

7.0.6 Otevreny strukturni model pripousti i nenulovou kone¢nou spotiebu Y a je charakte-
risovan rovnici

X=AX+Y

nebo ekvivalentné
(7.1) (FE-A)X =Y.

Je-li matice (E — A) regularni a existuje-li tedy inverzni matice (E — A)~!, plati také
(7.2) X=(E-A1y.

7.0.7 Jednoduché dlohy. Vyse uvedené rovnice umoznuji fesit jednoduché tlohy.

Nejcastéji pocitame novy vektor vyroby, zname-li matici technickych koeficientu a je-li dan
novy (zménény) vektor koneéné spotieby. Jde o prosté feseni soustavy linedrnich rovnic (7.1).

Jesté jednodussi je vypocet vektoru konecné spotieby (prosté dosazeni do soustavy (7.1)).

Jina tloha muze spocivat ve vypoctu vektoru vyroby pii stejné koneéné spotrebé, pokud vime,
ze se technické koeficienty zméni ndm znadmym zpisobem.

Ponékud slozitéjsi je kombinovana tloha, kdy pfi zndmé matici technickycjh koeficientt méame
vypocitat vektor vyroby a vektor konecné spotieby, je-li pro néktera odvétvi dana velikost vyroby
a pro ostatni odvétvi je predepsana velikost konec¢né spotieby. I tato tloha vSak nakonec vede na
feSeni soustavy linedrnich rovnic.

7.0.8 Matice norem plné spotieby je matice H = (E — A)~! (viz rovnice (7.2)).

Prvek h;; vyjadiuje velikost vyroby i-tého produktu, pokud v konecné spotfebé mé byt
spotfebovana (pouze) jedna jednotka j-tého produktu (a nulovd mnozstvi ostatnich produkti).
Toto 1ze snadno odvodit z rovnice (7.2), kdyZ jako Y vezmeme vektor tvofeny samymi nulami a
jedinou jednickou na j-té pozici.

Prvky h;; nazyvidme normami piné spotreby. Slovo ,plné“ je tfeba chdpat jako protiklad
ke spotiebé piimé, kterd je vyjaddiena matici technickych koeficient. Normy plné spotieby h;;
zahrnuji kromé spotieby primé i spotiebu nepiimou, ktera je zprostredkovina pomoci pfimo
spotrebovavanych produktii.

Piiklad: K vyrobé podkovy (pfimo) potiebujeme Zelezo a koks pro kovaiskou vyhen. Technické
koeficienty vyjadruji, kolik zZeleza a kolik koksu spotfebujeme primo pii vyrobé jedné podkovy.
K vyrobé Zeleza (pfimo) potfebujeme Zeleznou rudu a koks a i zde technické koeficienty vyjadiuji,
kolik rudy a koksu spotfebujeme ptfimo pfi vyrobé jednotkového mnozstvi zeleza. Koks se tedy
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ndostava do podkovy“ dvéma cestami: jednak primo, jednak prostfednictvim zeleza. Kromé toho
z koeficientu plné spotieby bude také vidét, kolik na jednu podkovu potfebujeme Zelezné rudy,
tfebaze ji pri vyrobé podkovy vibec nespotiebovavame primo, ale jen zprostiedkované v podobé
zeleza.

7.0.9 Priklad. Mdéme tii vyrobni odvétvi. Velikost vyroby, vyrobni spotieby a kone¢né spotieby
je dana tabulkou

Odvétvi || Vyroba | spotfeba v odv. | konecnd
L] 2] 3. | spotfeba
1. 150 | 15 | 20 20 95
. 2001 30| O 60 110
3. 100 | 60 | 20 10 10
Matice norem plné spotieby je
0.1 0.1 0.2
A= 02 0.0 0.6
0.4 01 0.1
odtud
0.9 —-0.1 -0.2
E—-A=1| 02 1.0 —-0.6
—-0.4 -0.1 0.9
a déle

1.3333 0.1746 0.4127
H=(E—-A™"=1] 06667 1.1587 0.9206
0.6667 0.2063 1.3968

Pokud se vektor konené spotieby zméni z dosavadniho Y = (95,110, 10) na Y = (95,100, 10), pak
novy vektor vyroby dostaneme jako X = HY = (E — A)~! .Y = (148.27,188.40,97.92)7.

Dodejme, 7Ze pro jednordzovy vypocet vektoru vyroby neni nutné pocitat inverzni matici
H = (E — A)~!. Vektor vyroby lze ziskat feSenim soustavy linearnich rovnic (F — A)X =Y,
tedy v nasem prikladé fesenim soustavy rovnic s rozsifenou matici

09 -01 -02] 9
—0.2 1.0 —-0.6 | 100
—-0.4 -0.1 09| 10

7.0.10 Energeticka narocnost je celkové mnozstvi energie primo ¢i nepfimo spotfebované na
vyrobu jednotkového mnozstvi produktu.

Vzhledem k tomu, ze vyroba energie zpravidla je zahrnuta ve strukturnim modelu jako odvétvi,
lze energetickou naroénost urcit primo z matice norem plné spotieby H.

7.0.11 Celkova pracnost produktu je celkové mnozstvi lidské prace, ktera byla vynalozena na
vyrobu jednotkového mnozstvi produktu, at jiz byla vlozena ptimo v odvétvi, které tento produkt
vyrdbi, nebo neptimo, prostiednictvim produkti, které byly k vyrobé pouzity (spotfebovany).

Ponévadz lidskou praci obvykle nepokladdame za produkt zvlastniho odvétvi strukturniho
modelu, musime si pomoci jinak:

Predpokladejme, Ze zndme mnozstvi prace vynalozené primo na jednotku vyroby v jednotlivych
odvétvich. Lze to zjistit napt. z poc¢tu zaméstnanct v odvétvi a velikosti vyroby. Ozna¢me vektor
téchto hodnot W, pricemz tentokrat piijde o vektor radkovy.

Déle oznac¢me T fadkovy vektor, jehoz slozky t; vyjadiuji celkové mnozZstvi prace obsazené
v produktu j.
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Celkové mnozstvi préce t; je rovno souctu piimé préce w; a prace, kterd je obsazena v produk-
tech, které v j-tém odvétvi spotiebovavame. Tedy celkova pracnost jednotkového mnozstvi j-tého
produktu je rovna

n
t]‘ = wj + Ztiaij .
i=1
Vyjadfeno maticové
T=W+TA,

tedy
T(E-A) =W

a pokud matice (E-A) je regularni, pak
T=W(E-A"".

Tedy i zde vyuzijeme matici norem plné spotieby H.
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Kapitola 8

Teorie graft

Pojem grafu je prirozenym prostredkem k formalnimu vyjadieni parovych vztaht, tj. vztahtt mezi
dvojicemi néjakych objektii. Pres zdanlivou jednoduchost maji grafy mnoho velmi rtiznorodych
aplikaci.

8.1 Definice grafu

8.1.1 Grafy orientované a neorientované. Graf se sklada z tzv. vrcholu a tzv. hran. Mnozinu
vrchold zna¢ime obvykle V| mnozinu hran E (od anglického edge).

Hrana vzdy spojuje dva vrcholy (ne nutné ruzné) a je bud orientovand, nebo neorientovana.

U hran orientovanych rozliSujeme pocatecni a koncovy vrchol a fikdme, ze hrana vede z poca-
te¢niho do koncového vrcholu. Pocédteéni vrchol hrany e zna¢ime Pv(e), koncovy vrchol Kv(e).

Neorientované hrany chédpeme jako symetrické spojeni dvou vrchold a nerozliSujeme, ktery
z obou vrcholt byl uveden drive.

V obou piipadech fikdme, 7ze hrana je incidentni (popf. inciduje) s vrcholy, které spojuje a
také kazdy s téchto vrcholu je incidentni s touto hranou. Vztah incidence lze formalizovat jako
zobrazeni ¢, které kazdé hrané prifazuje dvojici vrcholu (pro orientované grafy piitazuje dvojici
usporddanou, pro neorientované grafy dvojici neuspordadanou.

Pokud hrana spojuje néjaky vrchol se sebou samym, nazyvame ji smyckou. Smycka miuze byt
orientovand nebo neorientovana.

Orientovany graf ma vSechny hrany orientované, neorientovany graf ma vsechny hrany neori-
entované. Existuji i smiSené grafy, které maji oba druhy hran, ale témi se nebudeme zabyvat.

8.1.2 Kresleni grafti. Grafy (orientované i neorientované) lze s vyhodou znézoriiovat kresle-
nim. Ostatné odtud dostaly jméno.

Vrcholy obvykle kreslime jako body (krouzky), hrany jako ¢ary (kfivky, tsecky, oblouky), které
spojuji prislusné dvojice vrcholt. Je-li hrana orientovand, znac¢ime orientaci sipkou od pocatecniho
ke koncovému vrcholu. Céra, ktera je obrazem hrany, nesmi mit jako vnitini bod obraz zadného
vrcholu. Cary se mohou kifzit, samo kifZeni se nepovazuje za vrchol.

Je tfeba mit na paméti, ze graf lze vétsinou nakreslit mnoha k nepoznani riznymi zpusoby.

Rovinné nakreslent je takové nakresleni grafu, ze libovolné dvé kiivky prifazené riznym hranam
grafu majf spole¢né nejvyse své krajni body, tj. body prifazené vrcholum grafu. Rovinng graf (téz
plandrni) je takovy graf, ke kterému existuje rovinné nakresleni. Ne kazdy graf je rovinny a i rovinny
graf lze nakreslit nerovinnym zptisobem.

Presto, ze se grafy cCasto kresli, je chybou chapat vrcholy a hrany jen jako body a krivky
v prostoru. I nehmotna myslenka mize byt vrcholem grafu.
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8.1.3 Cviceni. V nasledujicich prikladech grafovych popisi redlnych situaci rozhodnéte, ktery

druh grafu (orientovany, neorientovany) lépe vystihuje skutecnost:

Situace:  Silni¢ni sit
Vrcholy:  Krizovatky
Hrany: Krizovatky 4, j jsou spojeny ptrimou silnici

Situace:  Silni¢ni sit
Vrcholy:  Silnice
Hrany: Silnice 4, 7 maji spole¢nou krizovatku

Situace:  Elektrické zarizeni
Vrcholy:  Vodice (uzly)
Hrany: Mezi vodici i, j je zapojena soucdstka

Situace:  Sachy
Vrcholy:  Postaveni figurek na sachovnici spolu s informaci, kdo je na tahu
Hrany: 7 postaveni i Ize jednim tahem dostat postaveni j

Situace:  Ufad

Vrcholy:  Ufednici

Hrany: Utednik i je nadfizenym tfednika j
Situace:  Narodni hospodarstvi

Vrcholy:  Produkty a sluzby
Hrany: Produkt nebo sluzba i je zapotrebi k vyrobé nebo vykonani j

Situace:  Pridélovani kol
Vrcholy:  Pracovnici a tkoly
Hrany: Pracovnik ¢ je schopen vykonat tkol j

Situace:  Slozita ¢innost, proces
Vrcholy:  Jednoduché ¢innosti, ikony
Hrany: Cinnost ¢ musi byt dokoncena pred zapocetim ¢innosti j

Situace:  Rodokmen

Vrcholy: Lidé
Hrany: Osoba i je otcem osoby j

Situace:  Rodinné vztahy
Vrcholy:  Lidé
Hrany: Osoba i je rodicem osoby j

Situace:  Mnohostén
Vrcholy:  Vrcholy mnohosténu
Hrany: Vrcholy i, j lezi na stejné hrané mnohosténu

Situace:  Uloha linedrnfho programovéni
Vrcholy: Bazicka pripustna feseni, tj. krajni body mnoziny pfipustnych reseni
Hrany: Jejich simplexové tabulky lze ziskat jednu z druhé Jordanovou eliminaci

8.1.4 Znacdeni mnozin vrchola a hran.

Vi(z) ={z€V | (z,2)€e(E)} = mnozina ndsledniki vrcholu x,
tj. mnozina vrcholl, do nichz vede hrana z x.

Vo () ={z€eV | (z2)€e(F)} = mnozina predchidci vrcholu ,
tj. mnozina vrcholti, z nichz vede hrana do x.

Va(z) = VZ(x)UVS (z) = mnozina sousedi vrcholu ,
tj. mnozina vrcholl spojenych hranou s vrcholem x.
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Vo(4) = Uzea V(@)

tj. mnozina vrcholl spojenych hranou s nékterym vrcholem z A.

El(z) ={e€ E|Pv(e)=az} = vistupni okoli vrcholu z,
tj. mnozina hran s poc¢atecnim vrcholem z.

Ei(z) ={ec E|Kv(e)=x} = vstupni okoli vrcholu z,
tj. mnozina hran s koncovym vrcholem x.

Eg(z) = Ef(z)UEg(z) = okoli vrcholu ,
tj. mnozina hran incidentnich s vrcholem .

di(z) = |EL(z)| = vistupni stuper vrcholu x,
tj. pocet hran vychazejicich z vrcholu z.

da(x) = |Eg(x)| = vstupni stuper vrcholu x,
tj. pocet hran vchazejicich do vrcholu x.

da(z) = di(z)+dg(z) = stupen vrcholu x,
tj. pocet hran incidentnich s vrcholem x, ptficemz smycky pocitame dvakrat.

8.1.5 Ohodnoceny graf je graf, jehoz vrcholy a (nebo) hrany jsou opatieny néjakou dodatec-
nou informaci. Zpravidla jde o ¢iselné hodnoty, které vyjadiuji napr. doby trvani nebo naklady
¢innosti, propustnosti potrubi, pravdépodobnosti udalosti apod. V mnoha aplikacich se bez ohod-
noceni neobejdeme. Ohodnoceny graf byva téz nazyvan siti.

U jednotlivych prikladu z 8.1.3 posudte moznosti a vhodnost rozlicnych ohodnoceni hran ¢i
vrchola.

8.1.6 Nasobnost hran, prosty graf a multigraf. Hrany, které v orientovaném grafu maji
stejny pocatecni i stejny koncovy vrchol, nazyvame rovnobézné. V neorientovaném grafu nazyvame
rovnobéznymi hrany, které spojuji stejné dva vrcholy. V obou pripadech pocet navzijem rovno-
béznych hran nazyvame ndsobnost hrany.

Prostyj graf je graf, v némz nésobnost kazdé hrany je nejvyse rovna jedné, tedy graf, kde zddné
dvé rizné hrany nejsou rovnobézné.

Multigraf je graf, v némz nasobnosti hran mohou byt i vétsi nez jedna.

Pozor, v literature je c¢asto slovem graf oznacovan pouze prosty graf a slovo multigraf se pak
pouziva k pojmenovani obecnéjsiho pripadu, kdy nasobnosti hran mohou byt i vétsi nez jedna.

V této knize je tedy multigraf totéz, co (obecny) graf. Slovo graf zde pouzivime obecnéji, nez
je obvyklé, jednak s ohledem na aplikace, jednak proto, ze fada tvrzeni i algoritmu funguje bez
uprav i pro multigrafy, tj. pro grafy, které nemusi byt prosté. Slovo multigraf budeme pouzivat pro
zduraznéni, ze graf nemusi byt prosty.

8.1.7 Specialni grafy Diskrétni graf je graf, ktery nemé zddnou hranu. Podle potieby jej
muzeme povazovat za orientovany ¢i neorientovany.

Uplnyg (neorientovany) graf je prosty neorientovany graf bez smycek, jehoz kazdé dva ruzné
vrcholy jsou spojeny hranou. Ma-li n vrcholi, znaéime jej K, (obr. 8.1).

Bipartitni graf je takovy graf G, jehoz mnozina vrcholt V(G) je disjunktnim sjednocenim dvou
neprazdnych mnozin S, T, pficemz plati, ze kazda hrana m& jeden krajni vrchol v mnoziné S
a druhy v mnoziné T. Mnoziny S, T nazyvame stranamsi bipartitniho grafu. U orientovaného
bipartitnitho grafu zpravidla pozadujeme, aby vSechny hrany byly orientovany souhlasné, tj.
zSdoT.

Uplng bipartitni graf je takovy bipartitni graf, kde kazda dvojice vrcholi s € S, t € T je
spojena presné jednou hranou. Uplny bipartitni neorientovany graf, jehoz strany S, T maji m = ||
an = |T| prvki, zna¢ime K,, , (viz obrazek 8.1).
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K5 K374

Obrézek 8.1: Uplny graf K5 a tplny bipartitni graf Ks 4.

8.1.8 Rovnost graffi. Rekneme, 7ze dva grafy G = (V,E,¢) a G' = (V', E’,€’) jsou si rovny,
jestlize V=V E=FE aec=¢.

8.1.9 Izomorfismus. Grafy G, G’ se nazyvaji vzédjemné izomorfni, kdyz existuji dvé vzédjemné
jednozna¢né zobrazeni f: V — V' a g: E — E’ takov4, Ze zachovavaji vztahy incidence € a &’.

Vztah izomorfismu znac¢ime G = G'.

Mnoho vlastnosti grafii se prenasi izomorfismem. Presnéji, mnoho vlastnosti V je takovych, ze
mé-li graf G vlastnost V a plati-li G; = G4, pak i graf G2 ma vlastnost V. Teorie graft se témér
vyluéné zabyva pravé takovymito vlastnostmi.

Prikladem vlastnosti, kterd se zachovava izomorfismem, je tfeba ,pocet vrcholi stupné 2, které
maji alespon jednoho souseda stupné 3¢.

Chceme-li dokézat, ze dva grafy jsou izomorfni, sta¢i najit (sta¢i uhodnout) izomorfismus (t;j.
zminénd dvé zobrazeni{ vrcholt a hran) a ovéfit, Ze to jsou ta spravnd zobrazeni, tj. Ze spliuji vyse
uvedené podminky. Jsou-li oba grafy prosté, staci dokonce najit jen pritazeni vrchold, prirazeni
hran pak totiz je jednoznacné urcéeno. Na obrazku 8.2 jsou t¥i navzijem izomorfni grafy. Pro prvé
dva je izomorfismus naznacen shodnym pojmenovanim vrcholi.

Zjednodusené lze tici, ze dva grafy jsou izomorfni, kdyz se lisi pouze nakreslenim a oznacenim
(pojmenovanim) vrcholi a hran.

Chceme-li naopak dokazat, ze dva grafy izomorfni nejsou, je tfeba bud vyzkouset vSechna mozna
zobrazeni (coZ obvykle je nesmirné pracné), anebo najit vlastnost, kterd se prends{ izomorfismem
a kterou mé jen jeden z obou graft.

Rozhodnuti, zda dva dané grafy jsou izomorfni, je v fadé pripadi obtiznym tkolem. Pri
zjistovani izomorfismu lze ¢asto vyuzit tato jednoduchd pozorovani:

1. Izomorfni grafy musi mit stejné pocty vrchold i hran.

2. Vrcholu stupné k lze izomorfismem priradit pouze vrchol stejného stupné k.

3. Dvojici sousednich vrcholtt mize byt izomorfismem prifazena opét jen dvojice sousednich
vrchola.

Obrazek 8.2: Vzdjemné izomorfni grafy.

8.1.10 Cviceni. O grafu na obr. 8.2 vpravo dokazte, Ze je izomorfni s predchozimi dvéma.
Néavod: doplnte pojmenovani vrcholi a hran, ¢imz vlastné ziskate zobrazeni f a g, a ovérte, ze
zachovavaji vztahy incidence. Pokud nezachovavaji, zkuste jind zobrazeni.
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8.1.11 Podgrafy. Graf G’ je podgrafem grafu G, vznikne-li z grafu G vynechdnim néjakych
(nebo zadnych) vrcholti a hran. Podstatné je, Ze podgraf musi byt také grafem: spolu s kazdou
hranou, ktera je v podgrafu, tam musi byt i oba jeji krajni vrcholy. Poznamenejme, ze kazdy graf
pokladame za podgraf sebe sama.

Tzv. faktor je podgraf, ktery vznikne vynechdnim nékterych hran a ponechanim vsech vrcholi.

Podgraf indukovany mmnozinou vrcholi M C V naopak vznikne tak, ze z grafu odstranime
vSechny vrcholy, které nelezi v M (a s nimi samoziejmé i vSechny hrany, které jsou incidentni s
odstranénymi vrcholy.

Na obecny podgraf se tedy muzeme divat jako na faktor indukovaného podgrafu, nebo na
indukovany podgraf faktoru.

8.2 Zpusoby zadavani graft

Pokud neni graf pfilis velky (zejména nem4-li mnoho hran), je zfejmé pro kazdého nejsrozumitel-
néjsi obrazek. Jeho snad jedinou nevyhodou je fakt, ze ¢asto svadi k jednostrannému pohledu, viz
napr. obrazek 8.2.

Situace se ale podstatné zméni, jestlize chceme pracovat s rozsahlymi grafy, které jiz neobsah-
neme pohledem, a zejména, je-li treba zadat graf do pocitace.

8.2.1 Seznamy vrchold a hran. Mnozina vrcholii je popsdna prostym vyctem (seznamem)
prvki, mnozina hran je popsdna seznamem trojic tvorenych jménem hrany a jejim pocateénim
a koncovym vrcholem. V podstaté se jednd o uplny popis grafu podle definice. Neorientované grafy
popisujeme formélné stejnym zpusobem jako orientované, ale poradi vrcholi jednotlivych hran
volime libovolné.

Je-li graf multigrafem, budou v seznamu hran vzajemné rovnobézné hrany zaznamenany stejné.
Proto mluvime o seznamu, a ne o mnoziné. V mnoziné by opakovani nebylo mozné.

8.2.2 Seznam vrchola a seznamy okoli vrcholi. Tento zptsob je vlastné ispornéjsi vari-
antou predchoziho zpusobu. Mnozina vrcholi je opét popsdna seznamem prvkiu, ale hrany jsou
popisovany po skupinach: pro kazdy vrchol z je vzdy uveden seznam mnoziny hran, které v tomto
vrcholu zacinaji. Kazda hrana pak je popsana pouze svym jménem a koncovym vrcholem, nebot
pocatecni vrchol x je pro celou skupinu hran spolec¢ny.

Je samoziejmé, Ze bychom misto mnoZzin ET(x) mohli uvadét téZ mnoziny E~(z). K popisu
neorientovaného grafu mizeme pouzit popisu nékteré jeho orientace anebo muzeme uvadét seznamy
mnozin E(z), coZ je ovSem méné Gsporné, nebot kazdd hrana (kromé smycek) je uvedena ve dvou
seznamech.

8.2.3 Matice sousednosti. Necht G je orientovany graf. Zvolime-li (libovolné, ale pevné)
poradi jeho vrcholu vy, ..., v,, muzeme grafu G priradit matici sousednosti M, g rfadu n predpisem

+ _
m;; =

pocet hran vedoucich z vrcholu ¢ do vrcholu j .
Pro neorientované grafy definujeme matici sousednosti Mg predpisem
m;; = pocet hran spojujicich vrcholy i a j .

To znamen4, ze matice sousednosti neorientovaného grafu je vzdy symetrickd: m;; = m;; pro
vsSechna 4, j. Grafy G a H na obr. 8.3 maji tyto matice sousednosti:

0200 0210
00 0 1 2 0 1 1

+ _ —

Me=11101 | Ma=11 1 91
00 00 0110
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Poznamenejme, ze maji-li dva grafy, oba orientované, nebo oba neorientované, stejnou matici
sousednosti, pak tyto grafy jsou navzajem izomorfni. Naopak to vsak neplati: zména poradi vrchola
méa za nasledek stejné zmény v poradi sloupci a radku matice sousednosti. Vzajemné izomorfni
grafy tedy mohou mit rizné matice sousednosti.

8.2.4 Matice incidence. Necht G je orientovany graf bez smycek. Zvolime-li (libovolné, ale
pevné) nejen poradi vrcholt vy, ...,v,, ale i pofad{ hran ey,...,e,, miZeme grafu G piifadit
matici incidence (£6Z incidencéni matici) B typu (n,m) predpisem

1, jestlize v; je pocate¢nim vrcholem hrany e;,
bij = —1, jestliZze v; je koncovym vrcholem hrany e;,
0 v ostatnich pripadech.

Inciden¢ni matice grafu G z obr. 8.3 je

jen)

o

=)
O = O
— =0 O
O~ O

Poznamenejme, Ze kazdy sloupec obsahuje presné jednu 1 a presné jednu —1 (pro¢?) a déle, ze
soucet hodnot v i-tém Fadku je roven d(v;) — d ™ (v;).
Pro neorientované grafy bez smycek se inciden¢ni matice definuje predpisem

b — 1, jestlize v; je incidentni s hranou e;,
71 0 v ostatnich pripadech.

Incidencni matice grafu H z obr. 8.3 je

By =

S o~
OO R
_— o = O
O~ = O
— -0 O
O = O =

Poznamenejme, ze soucet hodnot v i-tém Fadku je roven d(v;) a ze kazdy sloupec obsahuje
presné dvé jednicky.

8.2.5 Matice sousednosti bipartitniho grafu. Tento zpusob je pouzitelny pouze pro bi-
partitni grafy a je zalozen na faktu, Ze vrcholy bipartitniho grafu lze usporadat tak, aby matice

sousednosti méla tvar
0 A 0 A
+ _ _
M—<00> nebo MG—<ATO>

v zévislosti na tom, zda se jedné o bipartitni graf orientovany, nebo neorientovany. Podmatici A
pak nazyvame matici sousednosti bipartitniho grafu. Viz téz obr. 8.4.

Obrézek 8.3: Grafy, jejichz matice sousednosti jsou Mg a Mpy.
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8.2.6 Neprimy popis grafu. V nékterych pripadech lze graf zadavat nepiimo pomoci algo-
ritm. Mnohdy totiz nepotiebujeme znat napi. seznam hran jako celek, staci, kdyz pro kterykoli
vrchol v umime néjakym algoritmem zjistit postupné vSechny hrany, které z vrcholu v vychazeji.
Casto i mnozinu vrcholti nemusime znét explicite predem: stadi, kdy# se o existenci vrcholu do-
vime diky objeveni (zpracovani{) hrany, kterd v ném kon¢{ nebo za¢ind. Tento piistup se pouziva pri
zpracovani rozsahlych grafii, které jsou definovany nepiimo prostfednictvim popisu néjaké situace
nebo soustavy.

8.3 Sledy a odvozené pojmy

Pojem sledu odpovida predstavé prochézky grafem podél jeho hran.

8.3.1 Sled. Posloupnost vrchola a hran vg, ey, v, €2, 02, ..., eg, Uk Nazyvame orientovanym sle-
dem, jestlize pro kazdou hranu e; z této posloupnosti plati Pv(e;) = v;—1 a Kv(e;) = v;.

Posloupnost vrcholt a hran vg, e1, vy, €2, Vs, . . ., €, Vx Nazyvame neorientovanym sledem, jestlize
kazda hrana e; z této posloupnosti spojuje vrcholy v;_1, v;.

Vrchol vy v obou pripadech nazyvame pocdtecnim a vrchol vy koncovym vrcholem sledu. O sledu
tikdme, ze vede z vrcholu vy do vrcholu v, nebo také, ze spojuje vrcholy vg, vy.

V orientovaném i neorientovaném sledu na sebe vrcholy i hrany ,navazuji“. U orientovaného
sledu vsak navic pozadujeme, aby vSechny hrany byly orientovany ,vpred ve sméru sledu*.
U neorientovaného sledu na orientaci nezalezi. Proto mé pojem neorientovaného sledu smysl pro
orientované i neorientované grafy. Navic, kazdy orientovany sled je také sledem neorientovanym
(nebot spliiuje podminky, aby se takto mohl nazyvat). Koneéné poznamenejme, ze v obecnych
sledech se mohou vrcholy i hrany opakovat.

V grafu G na obr. 8.3, str. 96, je posloupnost vs, eg, v1, €1, V2, €3, v4 orientovanym (a samoziejmeé
zérovelnl 1 neorientovanym) sledem, zatimco posloupnost vs, e4, v2, €1,v1, €1, v2 je pouze neoriento-
vanym sledem a posloupnost vs, es, vy, €4, v7 viibec neni sledem.

V grafu silni¢ni sité s jednosmérnymi silnicemi smi auta jezdit jen podle orientovanych sledi,
zatimco chodci smi chodit i podle sledt neorientovanych.

Trividlni sled je sled, ktery obsahuje jediny vrchol a zadnou hranu. Trividlni sled lze pokladat
za orientovany i neorientovany.

Kazdy sled (kromé trividlniho) je jednozna¢né uréen posloupnosti svych hran. V prostém grafu
je sled urc¢en i posloupnosti vrchola.

8.3.2 Tah, cesta. Orientovany (neorientovany) sled, v némz se z4dné hrana neopakuje, nazy-
vame orientovanym (neorientovangm) tahem. Orientovany (neorientovany) sled, v némz se neopa-
kuje Zadny vrchol, nazgyvame orientovanou (neorientovanou) cestou.

Nézev tah je pravdépodobné odvozen od znamé tlohy nakreslit ,,domecek* nebo jiny obrazek
(graf) jednim tahem.

8.3.3 Uzavrené sledy. Sled (orientovany nebo neorientovany), ktery ma alespon jednu hranu
a jehoz pocateéni a koncovy vrchol splyvaji, nazyvame wuzavrenym sledem. Podobné mluvime
o uzavreném tahu.

N
Il
S O =
O~

Obrazek 8.4: Orientovany bipartitni graf a jeho matice sousednosti.
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Uzavrend cesta je uzavieny sled, v némz se neopakuji vrcholy (kromé toho, ze vy = vi) a navic
se neopakuji ani hrany. Pro uzaviené cesty se pouzivaji specidlni nazvy: kruznice je neorientovana
uzaviend cesta a cyklus je orientovand uzaviend cesta. Opét plati, ze cyklus je zaroven i kruznici,
ale naopak to neplati.

Kruznice, kterd ma tri hrany, se nazyva trojihelnik.

Poznamenejme, Ze trividlni sled nepokladame za sled uzavieny. Pro definici uzavienych cest
jsme museli zakazat kromé opakovani vrcholi také opakovani hran proto, aby se posloupnost
Vg, €, U1, €, Vg nemohla nazyvat uzavrenou cestou.

8.3.4 Sledy v ohodnocenych grafech. V ohodnocenych grafech ma ¢asto velmi dobry smysl
hovorit o sou¢tu ohodnoceni hran v néjakém sledu, cesté, cyklu apod. Jestlize napt. ohodnoceni
hrany vyjadiuje vzdalenost, mnozstvi prace, casu nebo penéz potiebnych k priuchodu hranou, pak
soucet ohodnoceni hran m4 jisté dobry prakticky smysl. Pfitom ohodnoceni kazdé hrany pocitame
vzdy tolikrat, kolikrat se hrana ve sledu vyskytuje. Pro tento soucet ohodnoceni hran se vzil termin
délka sledu (cesty, tahu, kruznice, cyklu) a v tomto smyslu se hovoi{ o nejkratsim nebo nejdelsim
sledu, cesté atd. Hledani nejkratsich nebo nejdelsich cest patii k nejcastéji aplikovanym tloham
teorie grafu.

Pozor, termin délka sledu (cesty, atd.) je Casto uzivan také pro oznaceni poctu hran ve sledu,
cesté apod. Tento rozpor ve vzité terminologii 1ze formalné fesit imluvou, Ze pocet hran ve sledu
budeme pokladat za soucet ohodnoceni, je-li kazda hrana ohodnocena jednickou.

Dodejme, Ze hleddni cest s nejmensim podtem hran je podstatné jednodussi (viz 8.6.4) nez
hledani cest s nejmensim sou¢tem ohodnoceni (viz 8.9).

My budeme pouzivat terminy délka sledu a nejkratsi nebo nejdelsi sled, cesta atd. témeér vzdy
ve smyslu ,soucet ohodnoceni“ a jen vyjimecéné ve smyslu ,pocet hran*, pficemz na tyto vyjimky
vzdy zvlast upozornime.

8.3.5 Dostupnost. Rekneme, Ze vrchol y je orientované (neorientované) dostupny z vrcholu x,
jestlize existuje orientovany (neorientovany) sled vedouci z vrcholu  do vrcholu y. Oznacme

D{,(z) = mnozina viech vrcholi orientované dostupnych v grafu G z vrcholu ,
D¢, () = mnozina vSech vrcholt, z nichz je v grafu G orientované dostupny vrchol x.

Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme misto D, (z) a D (x) psat struénéji D* (z) a D~ ().

V definici dostupnosti jsme samoziejmé mohli se stejnym vysledkem misto sledu pouzit cestu.
(Proc?)

MnozZiny D (x) lze snadno nalézt pomoci algoritmt pro prohleddvani grafu uvedenych v oddile
8.6, str. 103. Mnoziny D~ (z) lze nalézt pouzitim tychz algoritmi na obraceny graf (graf, ktery
ziskdme obracenim orientace vSech hran).

8.4 Souvislost a silna souvislost

8.4.1 Souvislost. Graf nazyvame souvisliym, jestlize kazdé jeho dva vrcholy jsou spojeny neo-
rientovanou cestou.

Pro odliSeni od tzv. silné souvislosti (viz 8.4.6) nékdy mluvime o slabé nebo také obycejné
souvislosti.

Vsimnéte si, ze jsme souvislost definovali zaroven pro grafy orientované i neorientované. Je-li
graf orientovany, na orientaci hran nebereme ohled a zajimame se pouze o neorientované cesty.

8.4.2 Komponenta souvislosti grafu G (téz souvisld komponenta nebo i jen komponenta) je
kazdy podgraf H grafu G, ktery je souvisly a ktery je maximéalni s touto vlastnosti, tj. neni ¢asti
vétsiho souvislého podgrafu.
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Dva vrcholy = a y lezi ve stejné komponenté souvislosti grafu G pravé tehdy, kdyz v grafu G
existuje neorientovand cesta z vrcholu x do vrcholu y.

Kazdy vrchol grafu lezi v presné jedné komponenté souvislosti. Mezi riznymi komponentami
souvislosti nikdy nevede hrana.

4 3
9™ 9°
5
5 2 2
OoO——O O—g
7 8 6 1 7 8 6
Obrazek 8.5: Grafy k piikladu 8.4.3.

8.4.3 Priklad. Oba grafy na obr. 8.5 maji kazdy ¢tyfi komponenty souvislosti s mnozinami
vrcholu {1, 3,5}, {2,4,6}, {7,8}, {9}.

8.4.4 Hledani komponent souvislosti. Zvolime libovolné vrchol r a pomoci kteréhokoli
algoritmu pro hleddni neorientovanych cest (viz kap. 8.6, str. 103) najdeme mnozinu vrcholi
neorientované dostupnych z vrcholu r. Podgraf indukovany touto mnozinou je komponentou
souvislosti.

Pokud zbyva néjaky vrchol mimo dosud nalezené komponenty, zvolime jako r néktery z nich a
cely postup opakujeme, dokud neni kazdy vrchol zarazen do nékteré komponenty.

8.4.5 Cviceni. V nésledujicich neformalné popsanych grafech objasnéte vyznam pojmu kom-
ponenty souvislosti:

1. Vrcholy jsou atomy, hrany jsou chemické vazby mezi nimi.

2. Vrcholy jsou lidé a hrana z vrcholu = do vrcholu y vede pravé tehdy, kdyz x je otcem nebo
matkou osoby y. (Vsimnéte si, Ze tento graf je orientovany, ale my se ptdme na komponenty
souvislosti, u nichz na orientaci hran nezélezi.)

8.4.6 Silna souvislost. Orientovany graf G nazyvame silné souvislym, kdyz pro kazdou dvojici
jeho vrcholl z, y existuje v G orientovana cesta z z do y a také zpét z y do x.

8.4.7 Silné souvisld komponenta grafu G (téz silnd komponenta nebo komponenta silné
souvislosti) je podgraf H grafu G, ktery je silné souvisly a ktery je maximaln{ s touto vlastnosti,
tj. neni ¢asti vétsiho silné souvislého podgrafu.

Dva vrcholy x a y lezi ve stejné silné souvislé komponenté grafu G pravé tehdy, kdyz v grafu
G existuje orientovand cesta z x do y a také z y do x.

Kazdy vrchol lezi v presné jedné silné souvislé komponenté. Mezi riznymi silné souvislymi
komponentami mohou vést hrany, ale vzdy jen v jednom sméru.

kazdy cyklus je vzdy cely obsazen v jedné silné komponenté.

Hrana je obsazena v néjakém cyklu pravé tehdy, kdyz oba jeji vrcholy (pocdteéni i koncovy)
lezi v téze silné souvislé komponenteé.

Silné souvisld komponenta, kterd obsahuje alespon dva ruzné vrcholy, nutné obsahuje aspon
jeden cyklus.

8.4.8 Priklad. Graf G na obr. 8.6 ma ¢tyfi silné souvislé komponenty Hy, Ho, H3, Hy. Podgraf
indukovany mnozinou {1, 2, 3} je silné souvisly, ale nenf silné souvislou komponentou, nebot je ¢dsti
vétsiho silné souvislého podgrafu Hi.

Vsimnéte si, ze graf G je souvisly, ale nikoli silné souvisly. Dale si vS§imnéte, ze v komponenté
H sice kazdé hrana lezi na néjakém cyklu, ale neexistuje cyklus, ktery by prochazel pres vsechny
vrcholy.
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Obréazek 8.6: Orientovany graf, jeho silné komponenty a kondenzace.

8.4.9 Kondenzace. Kondenzace grafu G je prosty orientovany graf G’ bez smycek takovy, Ze:
1. Vrcholy grafu G’ jsou vSechny silné souvislé komponenty grafu G.

2. Vrcholy Hy, H (tj. silné souvislé komponenty grafu G) jsou v grafu G’ spojeny hranou z H;
do Hy praveé tehdy, kdyz Hy # Hs a v grafu G existuje hrana z nékterého vrcholu komponenty
H; do nékterého vrcholu komponenty Hs.

Kondenzace orientovaného grafu neobsahuje zadny cyklus.

8.4.10 Véta. Silné souvisld komponenta obsahujici vrchol £ ma mnozinu vrcholt rovonu D (z)N
N D~ (z). Mnoziny D¥(x) a D™ (z) jsme definovali v 8.3.5.)

8.4.11 Hledani silné souvislych komponent. Predchozi véta dava jednoduchy navod k se-
strojeni silné souvislé komponenty, ktera obsahuje dany vrchol r.

Vsechny silné souvislé komponenty pak lze sestrojit opakovanim tohoto postupu: zvolime vrchol,
ktery nelezi v zddné dosud nalezené komponenté, a najdeme silnou komponentu, ktera tento vrchol
obsahuje. Vypocet konci, jsou-li vsechny vrcholy zafazeny do silnych komponent.

V 8.6.10, str. 107 uvedeme podstatné rychlejsi algoritmus zalozeny na prohledavani grafu do
hloubky.

8.5 Stromy a kostry

8.5.1 Les a strom. Les je graf, ktery neobsahuje kruznici. Strom je graf, ktery neobsahuje
kruznici a je navic souvisly.
Komponentami souvislosti lesa jsou tedy stromy.

8.5.2 Vlastnosti stromti. Necht G je graf, kter md n = 1 vrchol. Potom ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

G je strom.

G neobsahuje kruznici a ma presné n — 1 hran.

G neobsahuje kruznici a ma alespon n — 1 hran.

G je souvisly a ma presné n — 1 hran.

G je souvisly a mé nejvyse n — 1 hran.

G je souvisly a odebranim kterékoli hrany prestane byt souvisly.

G neobsahuje kruznici a po pridani libovolné hrany bude obsahovat presné jednu kruznici.
Kazd4a dvojice vrcholl je spojena presné jednou neorientovanou cestou.

@O NG W

Lze tedy konstatovat, ze strom méa nejmensi mozny pocet hran, aby mohl byt souvisly, ale
zaroven ma i nejvétsi mozny pocet hran, aby v ném jesté nemusela byt kruznice.
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8.5.3 Korenovy strom je orientovany graf, v némz existuje vyznacny vrchol r, tzv. koren,
takovy, ze

e vSechny vrcholy grafu jsou z kofene orientované dostupné,
e do kofene nevede zddna hrana a
e do kazdého jiného vrcholu vede presné jedna hrana.

Kofenovy strom tedy je stromem (tj. je souvisly a ma pocet hran o 1 mens{ nez pocet vrcholi).

Kotenové stromy patii k nejuzitecnéjsim a nejcastéji pouzivanym grafiim. Obrazky kofenovych
stromu si pro znazornéni hierarchické struktury kresli i lidé, ktefi o teorii grafii nemaji ani tuseni.

V kofenovém stromé do kazdého vrcholu vede z kofene presné jedna orientovand cesta. Na obr.
8.7 jsou dva pifklady kofenovych stromu. (Najdéte kofeny.)

Obrazek 8.7: Kofenové stromy.

Pro korenové stromy se casto pouziva zvlastni ,pfirodopisné-rodinna“ terminologie. Vede-li
v kofenovém stromé hrana z vrcholu z do vrcholu y, pak vrchol x nazyvame otcem wvrcholu y
a vrchol y nazyvame synem vrcholu x. O vrcholech, které maji spole¢ného otce, mluvime jako
o bratrech. Vrchol, ktery neméa zadného syna, nazyvame listem. Poznamenejme, ze kazdy vrchol
korenového stromu méa presné jednoho otce s vyjimkou kotene, ktery otce nema.

Korenovy strom se obvykle kresli tak, ze kofen je nahofe a vSechny hrany vedou shora dola
tak, aby se nek¥izily. Jiny oblibeny zpiisob je kreslit kofen vlevo a hrany zleva doprava. Strom na
obrazku 8.7 vpravo je tedy nakreslen ponékud netradi¢nim zpusobem.

Uspordadany kotenovy strom je korenovy strom, v némz je pro kazdy vrchol uréeno usporadani
jeho synu. Usporadany korenovy strom kreslime zpravidla tak, aby synové byli usporadani zleva
doprava.

Obrazek 8.8: Bindrni kofenovy strom a podstromy vrchold z a y.

Bindarni korenovy strom je kofenovy strom, jehoz kazdy vrchol ma nejvyse dva syny. Obvykle
pritom rozlisSujeme poradi synii a ve shodé s obvyklym zptsobem kresleni pak mluvime o levém
a pravém synovi.

Podstromem korenového stromu se zpravidla nenazyva jakykoli podgraf, ktery je kofenovym
stromem. Je-li x vrcholem korenového stromu G, pak podstrom urceny vrcholem x nebo podstrom
s korenem x je podgraf, ktery je indukovan mnozinou vsSech vrcholi orientované dostupnych
z vrcholu z.

8.5.4 Véta. Kazdy souvisly graf ma faktor (tj. podgraf vznikly vynechdnim hran), ktery je
stromem.
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DUKAZ: Obsahuje-li graf kruZnici, odstranfme libovolnou hranu této kruznice. Souvislost grafu
tim zustane zachovana. Takto opakovanym odstranovanim hran ziskdme podgraf, ktery obsahuje
vSechny vrcholy puvodniho grafu, je souvisly a neobsahuje jiz Zadnou kruznici. a

8.5.5 Kostra grafu. Faktor grafu G, ktery je stromem, nazyvime kostrou grafu G (téZ napnu-
tym stromem grafu G).
Predchozi véta 8.5.4 tika, ze kazdy souvisly graf ma kostru.

8.5.6 Minimalni kostra Je dan souvisly graf G, jehoz hrany jsou ohodnoceny realnymi ¢isly,
ktera budeme nazyvat cenami. Kostru grafu G nazveme minimdlni kostrou, jestlize ma nejmensi
cenu, tj. nejmensi soucet ohodnoceni hran (mezi vSemi kostrami grafu G).

8.5.7 Aplikace tilohy o minimalni kostfe. Predpoklidejme, Ze mame za kol propojit n mist
1,2,...,n vedenim vysokého napéti. Pro kazdou dvojici mist 4, j mame k dispozici odhad naklada
na postaveni primé linky mezi misty ¢, j. Nasi snahou je propojit vSech n mist co nejlevnéji, pritom
vsak nesmime vedeni vétvit mimo mista, kterd propojujeme.

Je zfejmé, ze vybudované linky nesméji tvorit kruznici, jinak by bylo mozno vynechanim nékteré
linky snizit celkové naklady. Vybudované linky tedy musi tvorit minimalni kostru. VSimnéte si, ze
toto nejlevnéjsi feseni neni idedlni z hlediska spolehlivosti: porucha kterékoli linky zpusobi rozpad
sité na dvé komponenty souvislosti.

Jinym prikladem mtize byt silni¢ni sit, z niz chceme v zimé udrzovat sjizdnou pouze co nejkratsi
cast, kterd vzajemné propoji vsechny obce v dané oblasti.

Kromé téchto primych aplikaci se s minimalni kostrou setkdvame jako s dil¢im problémem pri

Obréazek 8.9: Minimalni kostra.

8.5.9 Hladovy algoritmus (téZ Kruskaltiv) pro minimalni kostru. Vezmeme vSechny
vrcholy daného grafu G a vytvofime z nich diskrétni graf a oznacime jej L. Hrany grafu G
uspordadame podle jejich cen do neklesajiciho poradi, tj. od nejlevnéjsi po nejdrazsi. Pak hrany
v tomto poradi postupné bereme a pridavame je do grafu L. Pritom pridavame jen ty hrany, které
v grafu L nezpusobi vznik kruznice. Pfiddanim hrany se tedy vzdy spoji dvé komponenty lesa L.
Vypocet kondi, kdyz se les L stane souvislym (a tedy stromem).

Nézev ,hladovy algoritmus® vystihuje fakt, ze k lesu L pridavame vzdy tu nejlevnéjsi hranu,
ktera v dané situaci pripada v tvahu.

8.5.10 Veéta. Prokazdy souvisly graf G a pro kazdé ohodnoceni jeho hran realnymi ¢isly hladovy
algoritmus 8.5.9 nalezne miniméalni kostru.

PozNAMKA: Uloha o miniméln{ kost¥e patii k vzdcnému typu optimalizacnich tloh, pro které
algoritmus hladového typu poskytuje skutecné optimum. Pro vétsinu tloh algoritmy hladového
typu funguji pouze jako heuristiky (viz 4.5.1, str. 74), které dévaji pouze priblizné feSen{ rtzné
kvality.
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8.5.11 Véta (charakterizace minimalni kostry). Kostra K grafu G je minimdln{ kostrou
pravé tehdy, kdyz

pro kazdou hranu e ¢ E(K) a pro kazdou hranu h na
() (jediné) cesté, kterd v kostte K spojuje krajni vrcholy
hrany e, plati ¢(e) = ¢(h).

8.6 Prohledavani grafa

Utelem prohledéavani grafii je zjistovani dostupnosti, tj. zjistovani, do kterych vrcholtl grafu vedou
cesty z daného vychoziho vrcholu, pripadné téz nalezeni téchto cest, Dalsim cilem prohledavani
casto je vykondani néjaké akce v kazdém dostupném vrcholu, popt. v kazdé dostupné hrané.

Prohledavat ,ruc¢né“ graf, ktery je dan prehlednym obrazkem, je hracka. Je-li vSak graf
veliky a neprehledny, potrebujeme systematicky postup, jinak snadno udélame chybu. Ma-li graf
prohledavat pocitac, je systematicky postup nevyhnutelny. A u grafi, které jsou zadany neptrimo
pomoci procedur pro generovan{ hran a vrcholi (viz 8.2.6), je systematické prohleddvéan{ zadkladnim
zpusobem, jak se o grafu viitbec néco dovédét.

Uvedeme tii zpusoby prohledavani. VSechny tyto postupy prohleddvani popisujeme pouze
ve verzi pro orientované cesty. Modifikace pro hledani neorientovanych cest jsou snadné a jsou
prenechany ¢tenari jako cviceni.

8.6.1 Znackovani vrchola je vlastné jen ,zformulovana trivialita“. Vrcholim grafu pfirazu-
jeme znacky. M4-li vrchol znacku, znamend to, Ze do néj vede (néjakd) cesta z vychoziho vrcholu r.
Vlastni algoritmus je velmi prosty:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vychozi vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znacek.

2. [Vygbér hrany.] Vybereme libovolnou hranu e, jejiz pocateéni vrchol méa znacku a koncovy
vrchol nikoli; pokracujeme podle kroku 3. Jestlize takova hrana neexistuje, vypocet konci.

3. [Znackovdni] Oznackujeme vrchol Kv(e) a pokracujeme ve vypoctu podle kroku 2.

8.6.2 Praktické provedeni znackovaci procedury. Asi nejjednodussi je opakované (cyk-
licky) prochézet seznamem vSech hran, pro kazdou hranu pfitom testovat, zda ji lze pouzit k oznac-
kovani dalstho vrcholu (krok 2 algoritmu 8.6.1) a ptipadné pridélit znacku. Jestlize pfi celém jednom
pruchodu seznamem hran nebyl oznackovan zddny dalsi vrchol, nemé smysl pokracovat, vypocet
kon¢i. V opacném pripadé pokracujeme tim, ze znovu projdeme seznam hran.

Ponékud dimysInéjsi postupy jsou zalozeny na udrzovani seznamu vrcholu, kterym byla pridé-
lena znacka a které v tomto seznamu cCekaji na zpracovani. Toto zpracovani spocivd v postupném
prozkoumani vsSech hran, které z vrcholu vychézeji, a v pripadném oznackovani dalsich vrchola.
Nové oznackované vrcholy priddvdme do seznamu, vrcholy, které jsou zcela zpracovany (nebo s je-
jichZ zpracovanim pravé za¢indme) ze seznamu odstrariujeme. Vypocet konéi, neni-li co zpracovavat,
tj. je-li seznam prazdny. Dulezité varianty tohoto postupu uvedeme v 8.6.4 a 8.6.7.

8.6.3 Zapamatovani cest, strom nalezenych cest. Sdéleni, Zze do vrcholu v vede blize
neuréend, cesta z vychoziho vrcholu r, ¢asto nestacd. Casto chceme védét kudy cesta vede. Pomoc
je prekvapivé snadna.

Stacéi si ke kazdému oznackovanému vrcholu zapamatovat hranu e, ktera byla k oznacko-
vani pouzita. Tedy ihned po oznackovéni vrcholu Kv(e) prifadime tomuto vrcholu hodnotu
ODKUD(KV(e)) := e, kde e je hrana vybrand v kroku 2.

Takto doplnény algoritmus 8.6.1 samoziejmé déla vSechno co algoritmus nerozsifeny, tj. oznac-
kuje pravé vsechny dostupné vrcholy, ale navic plati:
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je-li oznackovan vrchol v # r, pak hodnota ODKUD(v) je jménem posledni hrany
v (néjaké) cesté z vrcholu r do vrcholu v.

Cestu z pocatecniho vrcholu r do oznackovaného vrcholu v # r 1ze po skonceni znackovaciho
algoritmu snadno nalézt zpétnym postupem pomoci hodnot ODKUD: Hodnota ODKUD(v) je
posledni hranou v hledané cesté. Oznacme w poc¢dtecén{ vrchol hrany ODKUD(v). Je-li w # r,
pak hodnota ODKUD(w) je predposledni hranou v cesté z vrcholu r do vrcholu w atd.

Oznackované vrcholy a hrany obsazené v hodnotdch ODKUD navic tvori korenovy strom
s kofenem r (viz 8.5.3, str. 101). Budeme jej nazyvat strom nalezengch cest.

8.6.4 Prohledavani grafu do Sifky lze strucéné charakterizovat takto: nejprve oznackujeme
vrchol r, pak vSechny jeho nésledniky, pak vSechny dosud neoznackované néasledniky téchto nésled-
niku atd. Lze si to predstavovat i tak, ze graf soucasné prozkouméva velky pocet pruzkumniki,
ktefi ,zaplavuji“ postupné ,po hladindch® dostupnou ¢ast grafu.

Na prohledavani do sitky je pozoruhodné, ze vede k nalezeni nejkratsich cest, tj. cest s nejmen-
$im poctem hran.

Vstup: Orientovany graf G a jeho vrchol r.

UkoL: Najit vechny vrcholy v, do nichZ vede orientovana cesta z vrcholu r, do kazdého z nich
najit cestu o nejmensim poctu hran a zjistit délku VzD(v) této nejkratsi cesty, tj. vzddlenost
vrcholu v od vrcholu r.

POMOCNE PROMENNE: VSechny vrcholy, do nichZz bude nalezena cesta, budou oznackoviny
a budou jim pfifazeny hodnoty ODKUD a VzD. Déle pouzijeme seznam FRONTA, ktery bude
obsahovat ty vrcholy, které jiz byly oznackovany, ale z nichz jsme jesté nezkoumali moznosti dalsiho
postupu.

ALGORITMUS:

1. [Inicializace.] Oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znacek. Polozme VzD(r) := 0,
seznam FRONTA necht obsahuje jen vrchol r.

2. [Test ukoncend.] Je-li seznam FRONTA prazdny, vypocet kondi.
3. [Volba vrcholu.] Ze zacatku seznamu FRONTA odebereme vrchol a oznadime jej v.

4. [Postup do $itky z vrcholu v.] Pro kazdou hranu e € ET(v) oznacime w := Kv(e) a jestlize
w dosud nemd znacku, provedeme tyto operace: Oznackujeme vrchol w; ODKUD(w) = e;
VzD(w) := VzD(v) + 1; vrchol w pripiSeme na konec seznamu FRONTA. Po zpracovani vsech
hran z mnoziny E+(v) pokracujeme podle kroku 2.

CASOVE NAROKY: Je-li graf zaddn ve tvaru seznamu vrcholii a seznami vystupnich okoli viech
vrcholu (viz 8.2.2), probéhne hledéni v ¢ase O(m + n).

PozNAMKA: Pro hledéni do sifky je podstatné, Ze ze seznamu FRONTA odebirdme vzdy ten prvek
(zde vrchol), ktery je v ném nejdéle. Takova datova struktura byva oznacovana terminem fronta.

8.6.5 Piiklad. Pouzijeme algoritmus hleddni do $ifky na graf G (viz obr. 8.10) s mnoZinou
vrcholt V(G) = {1,2,...,11} a s mnozinou hran E(G) danou seznamem (1,2), (1,3), (1,5), (2,3),
(2,8), (3,2), (3,7), (4,1), (5,4), (5,9), (6,5), (7,10), (8,7), (8,9), (10,8), (10,11). Jako vychozi
vrchol vezmeme vrchol 1. Na obr. 8.10 jsou silné nakresleny hrany, které jsou po skonceni algoritmu
obsazeny v hodnotdch ODKUD a které vytvareji systém nejkratsich cest do vSech dostupnych
vrchold. Vrcholy byly znackovany v poradi 1; 2, 3, 5; 8, 7, 4, 9; 10; 11. Strednikem jsou zde
oddeéleny mnoziny vrcholi, kterym byla vypoctena stejna vzdalenost od vrcholu 1. Vrchol 6 nebyl
oznackovan, nebot neni orientované dostupny z vrcholu 1.

Vsimnéte si, ze obrazek k vypoc¢tu nepotiebujeme. Napoak, obrizek je spiSe na skodu. Pii
rucnim vypoctu ovsem muzete obrazek kreslit. Viz
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Obrazek 8.10: K prikladu 8.6.5 hledani do sitky.

8.6.6 Cviceni. V grafu z pifkladu 8.6.5 provedte hledani do §fiky z vichoziho vrcholu 6. Reste
bez pouziti obrazku!

8.6.7 Prohledavani grafu do hloubky Hledani do hloubky si lze predstavit jako pruzkum
grafu cestovatelem, ktery cestuje po hranach grafu a vraci se dusledné cestou, po které prisel. Je
to tedy dobry navod, jak se chovat v bludisti.

Navic je hledani do hloubky zékladem fady dalsich, mnohdy velmi vykonnych algoritmii, napf.
hledéani silnych komponent 8.6.10, str. 107, nebo nalezeni topologického usporadani 8.7.8, str. 110.

VsTUuP: Orientovany graf G a jeho vrchol 7.

UkoL: Najit viechny vrcholy, do nich vede orientovans cesta z vrcholu 7.

POMOCNE PROMENNE: Proménnd v bude obsahovat jméno aktudlniho vrcholu, tj. vrcholu ,kde
pravé ted jsme“. Seznam TRASA bude obsahovat vzdy posloupnost hran tvoricich tzv. aktudlni
cestu, tj. cestu z vychoziho vrcholu r do aktudlniho vrcholu v. Kromé toho budeme vrcholy, do
nichz byla nalezena cesta, znackovat podobné jako v algoritmu 8.6.1.

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] v :=r; TRASA := 0; oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou beze znadek.

2. [Volba hrany e.] Vezmeme nékterou dosud nepouzitou hranu e zaéinajici ve vrcholu v
a pokracujeme podle kroku 3. Pokud takova hrana neexistuje, pokracujeme podle kroku 5.

3. [Test vhodnosti hrany e.] Oznaéme w koncovy vrchol hrany e. Je-li vrchol w oznackovén,
pokracujeme podle kroku 2, v opa¢ném pripadé podle kroku 4.

4. [Postup do hloubky.] Hranu e pripiSeme na konec seznamu TRASA, polozime v := w a oznaé-
kujeme vrchol v. Pokrac¢ujeme krokem 2.

5. [Ndvrat z vrcholu v.] Je-li seznam TRASA neprézdny, odebereme z jeho konce hranu e, jeji
pocatecni vrchol oznac¢ime v a pokracujeme podle kroku 2. Je-li seznam TRASA prazdny,
vypocet kondci.

CASOVE NAROKY: Je-li graf zadan ve tvaru seznamu vrcholii a seznamii vystupnich okoli vSech
vrchol (viz 8.2.2), probéhne hleddni v ¢ase O(m + n).

PozNAMKA: Pro algoritmus hled4ni do hloubky je podstatné, Ze ze seznamu TRASA odebirdme
vzdy hranu, kterd je v seznamu nejkratsi dobu. Tato datova struktura byva oznacovidna nazvem
zasobnik (anglicky stack) a je v jistém smyslu opakem fronty, kterd je naopak podstatnd pri
prohledéavani do sitky.

PozNAMKA: Predstava cestovatele, ktery chodi orientovanym grafem a vraci se, kudy piiSel, méd
drobnou vadu na krase: pti postupu vpred smime jit pouze ve sméru hrany, ale pfi navratu jdeme
klidné v protisméru (ovSem pii hledani do hloubky to jinak nejde).
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Obrazek 8.11: K prikladu hledéni do hloubky.

8.6.8 Priklad. Pouzijeme hledani do hloubky na graf z piikladu 8.6.5. Jako vychozi vrchol
vezmeme opét vrchol 1.

Tento graf je znovu nakreslen na obr. 8.11, hrany, které byly pouzity k postupu do hloubky,
jsou zde nakresleny silné. V kroku 2 jsme pfitom volili hrany vychazejici z vrcholu v vzdy v poradi,
ve kterém jsou uvedeny v seznamu hran E(G).

Pribéh vypoctu je tento: postup vpred do vrchola 1, 2, 3, 7, 10, 8, 9, ndvrat do vrcholu 8, test
hrany (8,7), ndvrat do vrcholu 10, postup vpfed do vrcholu 11, ndvrat do vrcholi 10, 7 a 3, test
hrany (3,2), ndvrat do vrcholu 2, test hrany (2,8), ndvrat do vrcholu 1, test hrany (1, 3), postup
vpred do vrcholl 5 a 4, test hrany (4, 1), ndvrat do vrcholu 5, test hrany (5,9), ndvrat do vrcholu 1.

Obrazek 8.11 vpravo byl nakreslen na zakladé priubéhu hleddni do hloubky. VSimnéte si, ze
strom nalezenych cest je zcela jiny nez pri hledani do sirky.

8.6.9 Navod k prohledavani bludisté. Predstavte si, Ze jste v bludisti, které se sklada
z nezndmého poctu mistnosti a z neznamého pocétu chodeb, kazda chodba spojuje vidy dvé
mistnosti. Vasim tkolem je prozkoumat systematicky vSechny chodby a mistnosti a najit vychod
z bludisté nebo spolehlivé zjistit, ze vychod neexistuje. Predpokladejme, ze mate s sebou kiidu,
kterou si mizete délat na stény nebo podlahy chodeb a mistnosti znacky.

—— postup vpred (krok 4)
- — - test vhodnosti hrany (krok 3)
— — ndvrat (krok 5)

Obrazek 8.12: Priklad bludisté a jeho prohleddni metodou do hloubky.

Tuto situaci lze modelovat neorientovanym grafem, jehoz vrcholy odpovidaji mistnostem
a hrany chodbdm. Vy ovSem tento graf pfedem nezndte. Jste-li v nékteré mistnosti (vrcholu),
vidite pouze ty chodby (hrany), které vychazeji z této mistnosti.

K prohledavani bludisté 1ze pouzit hledani do hloubky. Pti hledani je nutné oznacovat pouzité
chodby a odlisit je od chodeb, po nichz se budeme teprve vracet. Jednou z moznosti je kreslit
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pti prvém priichodu chodbou jednu ¢aru a pfi navratu druhou. Z mistnosti pak odchazime pokud
mozno neoznac¢enou chodbou (krok 2, postup do hloubky). Vede-li tato chodba do dfive navstivené
mistnosti, nevstupujeme do ni, a okamzité se vratime touz chodbou zpét (krok 3, test vhodnosti
hrany). Pokud jsme pfisli do dosud nenavstivené mistnosti, postupujeme z ni déle (krok 4). Jsou-
-li jiz vSechny chodby vedouci z mistnosti pouzity (alespon jedenkrat), vratime se chodbou, ve
které je jen jedna ¢ara (krok 5, ndvrat). Konec hleddni pozndme podle toho, Ze jsme v mistnosti,
kde vSechny chodby jsou oznaceny dvéma ¢arami. V takovém pripadé stojime v misté, kde jsme
zacinali. Pokud vychod z bludisté existuje a je dosazitelny, museli jsme jit kolem néj.

Priklad bludisté a mozny zpusob jeho prohledani je na obr. 8.12. Poznamenejme, ze seznam
TRASA je zde realizovan jaksi rozptylené v podobé vsech chodeb s jednou cérou.

8.6.10 Algoritmus pro hledani silné souvislych komponent uvedeme jako ukézku algo-
ritmu, ktery je zalozen na prohledavni do hloubky, ale jeho cilem neni zjisténi dostupnosti.

Béhem prohledavani budeme ,sbirat informace* o prislusnosti vrcholt k silnym komponentam.
Presnéji, budeme udrzovat rozklad mnoziny vrcholt V(G) na silné komponenty dosud prohledaného
podgrafu, tj. grafu, ktery je tvoren vSemi vrcholy grafu G a vSemi dosud prohledanymi (pouzitymi)
hranami. Nakonec, az bude prohledan cely graf, budeme mit rozklad na silné komponenty celého
pivodniho grafu.

Pfipomerime (viz 8.6.7), Ze pfi hleddn{ do hloubky seznam TRASA obsahuje hrany tvorici
aktudlni cestu, tj. cestu z vychoziho vrcholu r do aktualntho vrcholu wv. Silné komponenty,
které obsahuji néktery vrchol z aktudlni cesty, budou pro nés dulezité, nazvéme je otevienymi
komponentami. Tyto komponenty se jesté mohou béhem dalstho vypoctu zménit.

Silnou komponentu, ze které jiz byl proveden navrat, tj. jejiz zadny vrchol jiz nelezi na aktudlni
cesté, nazvéme uzavienou komponentou, nebot takova komponenta se jiz nemuze zménit, vse, co
k ni patri, jiz je prohledano.

Na zacatku vypoctu bude kazdy vrchol sdm ve své vlastni komponenté. Prohleddvani do hloubky
zahajime v libovolném vrcholu.

Vzdy, kdyz pii prohleddvéani do hloubky (v kroku 2 algoritmu 8.6.7) najdeme hranu, kterd
7z aktudlniho vrcholu v vede do néjaké oteviené komponenty (tj. ne do nového vrcholu, nebo
do uzaviené komponenty), nasli jsme cyklus, ktery prochézi pfes jednu nebo nékolik otevienych
komponent. VSechny tyto komponenty, pres které cyklus prochézi, nahradime jejich sjednocenim
a tato sjednocena komponenta je samoziejmé oteviena, nebof obsahuje aktudlni vrchol.

Pokud prohledavani do hloubky skonéi a neni prohleddn cely graf, vezmeme kterykoli vrchol,
ktery neni v uzaviené komponenté a zahdjime nové hledani do hloubky.

8.6.11 Hledani silnych komponent. Pouzijeme algoritmus 8.6.10 k nalezeni silnych kompo-
nent v grafu s mnozinou vrchol {1,...,11} a mnozinou hran

(1,5) (3,9 (5,9 (7,2) (9,8) (10,
(2,1) (4,6) (5,10) (7,11) (9,10) (11,8)
(2,7) (5,4) (6,5) (8,11) (10,3)

postup do hloubky do vrcholu 1, 5, 4, 6,

po zpracovani hrany (6, 5) nahradime komponenty {5}, {4}, {6} jejich sjednocenim {5,4,6},

navrat do vrcholu 5 a postup vpred do vrchola 9, 8, 11,

po zpracovani hrany (11, 8) nahradime komponenty {8} a {11} jejich sjednocenim {8,11},

ndvrat do vrcholu 9, komponenta (11,8) se stala uzavienou, postup vpfed do vrcholu 10, 3,

po zpracovani hrany (3,9) nahradime komponenty {9}, {10}, {3} jejich sjednocenim

{9,10,3},

navrat do vrcholu 10,

e po zpracovani hrany (10, 6) nahradime komponenty {5,4,6} a {9,10,3} jejich sjednocenim
{5,4,6,9,10, 3},

e navrat do vrcholu 5,
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e zpracovanim hrany (5,10) se nic nezméni,

e ngvrat do vrcholu 1, komponenta {5,4,6,9, 10,3} se stala uzavienou,

ndvrat z vrcholu 1, tj. konec hleddni, které ve vrcholu 1 zacalo, komponenta {1} se stala
uzavienou,

nové hledani z vrcholu 2,

postup do hloubky do vrcholta 2, 7,

po zpracovan{ hrany (7,2) nahradime komponenty {2} a {7} jejich sjednocenim {2, 7},
navrat do vrcholu 2,

zpracovanim hrany (2,1) se komponenty nezménf,

névrat z vrcholu 2, komponenta {2, 7} se stala uzavienou,

vSechny vrcholy jsou v uzavienych komponentach, vypocet kondci.

Vysledkem jsou silné souvislé komponenty indukované mnozinami {1}, {2, 7}, {3,4,5,6,9, 10}
a {8,11}. Na obrazku 8.13 je zvyraznén strom nalezenych cest.

{1} {3,4,5,6,9,10}

{8,11}

{2,7}

Obrazek 8.13: K ptikladu 8.6.11 hled4ni silné souvislych komponent. Vpravo je nakreslena kondenzace.

8.7 Acyklické grafy

8.7.1 Acyklicky graf je orientovany graf, ktery neobsahuje zaddny cyklus (tedy ani smycku).
Kazdy acyklicky graf obsahuje alespon jeden vrchol z, do kterého nevede zidna hrana (tj.
d~(z) = 0), jinak bychom opakovanym postupem proti hrandm nasli cyklus. Podobné v acyklckém
grafu vzdy existuje aspon jeden vrchol, ze kterého nevychdzi zadnd hrana (tj. d™(x) = 0).
Kondenzace libovolného orientovaného grafu (viz 8.4.9, str. 100) je vzdy acyklickym grafem.
Také naopak, kazda silné souvisld komponenta acyklického grafu mé podle 8.4.7 pouze jeden vrchol,
acyklicky graf je tedy sam svou kondenzaci.

8.7.2 Topologické usporadani vrchola grafu G je takova posloupnost vy, vs, ..., v, vSech
vrchold grafu, Ze kdykoli vede orientovand hrana z v; do vy, plati 4 < j. Jinymi slovy: poc¢étecni
vrchol kazdé hrany je v topologickém usporadani uveden vzdy diive nez koncovy vrchol této hrany.

8.7.3 Topologické usporadani hran grafu G je takova posloupnost eq,es, ... e, vSech hran
grafu, ze kdykoli Kv(e;) = Pv(e;), plati ¢ < j. Jinymi slovy: pro kazdy vrchol v plati, ze vSechny
hrany, které ve vrcholu v konéi, v topologickém uspotradéni predchézeji véem hrandm z E7 (v).
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8.7.4 Aplikace topologickych usporadani. Predstavte si, Zze mate vykonat néjakou mnozinu
¢innosti. Cinnosti musite vykonat jednu po druhé, tj. nemiiZzete nebo nesmite délat vice ¢innosti
najednou a vykondvani zddné ¢innosti nesmi byt preruseno jinou c¢innosti. Vykonani nékterych
¢innosti je navic podminéno dokoncenim nékterych jinych ¢innosti. Napriklad ponozku na levou
nohu je treba obout pred obutim levé boty a zaklady domu se délaji drive nez zdi. Hledate pripustné
poradi, ve kterém lze vykonat vSechny ¢innosti.

Cinnosti miizeme pokladat za vrcholy grafu a podminky za jeho hrany: je-li ¢éinnost j podminéna,
dokoncenim ¢innosti ¢, bude v grafu hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j. VSechna pripustna poradi
¢innosti pak vzajemné jednoznacné odpovidaji vSem topologickym usporadanim vrchold.

Srovnejte tuto aplikaci se sitovymi grafy a najdéte podstatné odlisnosti obou tloh.

Vyznamné pouziti topologickych usporddani je v algoritmech, které pracuji s acyklickymi
grafy. Mnohé algoritmy se vyrazné zrychli nebo zjednodusi, pokud néjaky diléi vypocet provadime
pro vsechny vrcholy nebo hrany v poradi podle topologického usporadani. Prikladem je vypocet
sitového grafu.

8.7.5 Véta (vlastnosti acyklickych grafi). Necht G je orientovany graf. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

1. G je acyklicky.

2. G nemd smycky a kazda jeho silnd komponenta méa jen jeden vrchol.
3. Existuje topologické usporadani vrchola grafu G.

4. Existuje topologické usporadani hran grafu G.

8.7.6 Algoritmus pro topologické usporadani vrcholi. Posloupnost vrcholt vytvarejme
postupné tak, ze k ni na jeji konec budeme ptidavat vrcholy. Pro zarazeni do posloupnosti vybereme
vzdy takovy vrchol, jehoZ vSichni predchudci jsou jiz do posloupnosti zafazeni.

Takovy vrchol (jehoZ vsichni predchidci jsou jiz zafazeni) vzdy existuje, nebot podgraf indu-
kovany nezarazenymi vrcholy je acyklicky a proto obsahuje vrchol, do kterého (v podgrafu) nevede
zadna hrana. Na zacatku, kdy je posloupnost prazné, bude vybran vrchol, ktery nemé zadného
predchiidce, tj. vSichni jeho (neexistujici) pFedchudci jsou v posloupnosti zafazeni. , tj. ma vstupni
stupen nula.

Pokud by neslo zaradit vSechny vrcholy grafu (tj. pokud by kazdy vrchol mél nezarazeného
predchidce), znamenalo by to, ze v grafu je cyklus, tedy Ze graf neni acyklicky.

Pro usnadnéni vypoctu je vhodné pro kazdy vrchol v udrzovat ¢islo P(v), které vyjadiuje
pocet hran, které do tohoto vrcholu vedou z dosud nezatrazenych predchidci. Na zacatku vypoctu
budou tato ¢isla rovna vstupnim stupntm vrcholi. Kdykoli v pribéhu vypoctu néjaky vrchol v
zafadime do posloupnosti, musime u vSech jeho néslednikti hodnotu P(v) snizit. Pfesnéji, abychom
se spravné vypotadali s ndsobnymi hranami, pro vSechny hrany z E¥ (v) sniZime hodnotu P(Kv(e))
o jednicku. Kdyz se pfitom pro néktery vrchol v hodnota P(v) vynuluje, zafadime vrchol v do
seznamu kandidati na zarazeni do posloupnosti.

Je docela bézné, ze pro stejny graf existuje nékolik rtuznych topologickych usporadani vrcholi.
Totéz mimochodem plati i o topologickych usporadanich hran.

8.7.7 Algoritmus pro topologické usporadani hran. Vezmeme vSechny vrcholy grafu v po-
radi podle topologického usporddani vrcholu a pro kazdy vrchol z do posloupnosti hran zaradime
(v libovolném pofadi) vSechny hrany, které z vrcholu x vychézeji.

Takto ziskané usporadani hran bude jisté topologické, nebot pred vrcholem x byli zpracovani
vSichni jeho piedchiidci a tedy p¥i zafazovdni hran z mmnoziny E(z) uZ jsou zafazeny vsechny
hrany, které z téchto predchidct vedou do vrcholu x.

Topologické usporadani hran lze samoztejmé vytvaret jiz béhem vytvareni posloupnosti vrcholi
podle 8.7.6, tj. obé topologickd usporadéni (vrcholi i hran) mohou vznikat soucasné.
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8.7.8 Topologické usporadani hledanim do hloubky. Pii prohledavani grafu do hloubky
jsou navraty z vrcholi (tj. krok 5 algoritmu 8.6.7) providény v pofadi, které je obrdcenim
topologického usporadani vrcholi.

8.8 Jadro grafu a hry

8.8.1 Jadro grafu je mnoZina vrcholi K takova, Ze plati VT (K)NK = 0 a také KUV~ (K) =
=V(G).

Jinymi slovy, z jadra vedou hrany pouze mimo jadro a kazdy vrchol grafu bud sam lezi v jadru,
nebo z néj vede alespon jedna hrana do jadra.

8.8.2 Hra dvou hracd, kterd ma konecny pocet stavi a v niz se hraci stiidaji v tazich, mtze byt
modelovana grafem. Vrcholy odpovidaji stavim hry, hrany predstavuji pripustné tahy, tj. zmény
stavii. Pribéh hry odpovida sledu, ve kterém jeden hrac¢ volil vzdy liché a druhy hrac¢ sudé hrany.
Jestlize hra¢ nemuze tahnout, tj. jestlize z prislusného vrcholu nevychazi zddnd hrana, pak tento
hra¢ prohral. Obsahuje-li graf cyklus, hra nemusi nikdy skoncit.

Kazdého hrace jisté napadla otazka, jak hrat, aby zarucené neprohrél. Pokud graf hry ma jadro,
lze neprohréavajici strategii vyjadrit vétou: ,tahni do jadra“.

Pokud se vam podari svym tahem dostat do nékterého vrcholu jadra, pak sice nelze zarucit,
ze vyhrajete, ale lze zarucit, ze neprohrajete. Pokud totiz souper viibec mize tdhnout, jeho tah
povede ven z jadra. Vy pak muzete tdhnout, a to dokonce zpét do jadra. Jinak feceno, at souper
udéla cokoli, vy budete moci ve hie pokracovat, a to zptisobem, ktery vam zachova ,,zaruku dalsiho
tahu“.

8.8.3 Priklad. Na hromadce je 15 zapalek. Dva hraci se stiidaji v tazich, tah spo¢iva v odebrani
1-3 zapalek. Kdo nemuze tahnout, tj. kdo uz nemé co odebrat, prohral. Graf této hry je na obr.
8.14, kde jadro grafu je vyznaceno plnymi teckami.

Obrazek 8.14: Graf hry z piikladu 8.8.3.

8.8.4 Hledani jadra. Ne kazdy orientovany graf ma jadro. Piikladem je graf o tfech vrcholech
a tfech hranach, které tvori cyklus. Naopak nékteré grafy maji jader nékolik. Prikladem je graf
o ¢tyfech vrcholech a ¢tyfech hranéch, které tvori cyklus. V plné obecnosti je tiloha najit jadro
dokonce NP-tézka. V fadé specidlnich piipadia vSak je existence jadra zarucena a mnohdy lze jadro
i snadno sestrojit.

Kazdy acyklicky graf ma presné jedno jadro. Lze je sestrojit tak, ze probirame vrcholy
v obriaceném topologickém potadi: vrchol x zaradime do jadra pravé tehdy, kdyz zadny jeho
néslednik do jadra zafazen nebyl.

Také kazdy orientovany graf, ktery neobsahuje cyklus liché délky, mé jadro.

8.8.5 Cviceni. Ve hre z prikladu 8.8.3 zménme pravidla: prohrava hrac, ktery odebere posledni
zapalku. Graf této tlohy je jisté acyklicky, ma tedy jadro. Nakreslete tento graf a jadro najdéte.

8.9 Nejkratsi cesty

Ulohy o nejkratsich cestach patii k nejéastéji aplikovanym tlohdm teorie grafi.
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8.9.1 Ulohy o nejkratsich cestach. Méjme orientovany graf G, jehoz kazd4 hrana e € E(G)
je ohodnocena redlnym c¢islem a(e), které nazyvame délkou hrany. Délka cesty je soucet délek
jednotlivych hran tvoficich cestu (viz 8.3.4, str. 98). Jsou-li «, y dva vrcholy grafu, pak vzddlenost
u(x,y) z vrcholu  do vrcholu y definujeme jako délku nejkratsi cesty z x do y, pokud viibec néjaka
cesta z x do y existuje. Jestlize neexistuje, definujeme vzdalenost u(z,y) = oo.

Ukolem je najit nejkratsi orientovanou cestu (popf. vzdalenost):

a) z daného vychoziho vrcholu do daného cilového vrcholu,
b) z daného vychoziho vrcholu do kazdého vrcholu grafu,
¢) z kazdého vrcholu do daného cilového vrcholu,

d) mezi vSemi usporddanymi dvojicemi vrcholti.

Déle se budeme zabyvat pouze fesenim tloh b) a d). Ulohu c) lze snadno prevést na tlohu b)
obricenim orientace hran (nebo jednoduchou tpravou algoritmu). Uloha a) byva feSena pomoci
algoritmu uréenych pro tlohy b), ¢) nebo d). Postup, ktery by byl obecné vyhodnéjsi, nen{ zndm.

8.9.2 Matice délek hran a matice vzdalenosti. Hledame-li nejkratsi cesty v multigrafech,
muzeme predem z kazdé mnoziny rovnobéznych hran vynechat vsechny kromé nejkratsi z nich,
aniz by to mélo vliv na délku nejkratsi cesty. Také smycky miizeme vyloucit, nebof nemohou byt
obsazeny v zadné cesteé.

Pro i # j ozna¢me a(i,j) délku nejkratsi hrany vedouci z vrcholu ¢ do vrcholu j. Pokud Zzéddnd
hrana z ¢ do j nevede, polozme a(i,j) = oo. Déle polozme a(i,i) = 0. Hodnoty a(i,j) muZeme
uspordadat do tvaru matice, budeme ji znacit A a nazyvat matici délek hran. Tato matice obsahuje
vSechny informace, které jsou tfeba k vypoctu vzdalenosti.

Podobné muzeme vysledné vzdalenosti u(i,j) usporddat do tvaru matice, kterou znacime U
a nazyvame matici vzddlenosti.

8.9.3 Zaporné délky hran? Ve vsech zminénych ulohach pripoustime i zadporné délky hran.
Neni to takovy nesmysl, jak to na prvy pohled vypada. V roli délek hran totiz mohou vystupovat
napriklad naklady na prichod hranou. Zaporna délka pak odpovida situaci, kdy za priichod hranou
dostaneme naopak zaplaceno. Je ovSsem pravdou, ze ulohy, kde délky hran jsou nezaporné, jsou
v praxi suverénné nejcastéjsi a jejich feSeni je o néco snazsi.

Algoritmy, které dale uvedeme se zapornymi délkami hran dovedou pracovat za predpokladu,
ze v grafu neni cyklus se zpornou délkou.

8.9.4 Nejkratsi cesta versus nejkratsi sled. Jak vime z 8.3.2, str. 97, v cesté se nesmi
opakovat vrcholy. To znamena ze v kone¢ném grafu s konecné mnoha vrcholy existuje jen konecné
mnoho cest. Proto mizeme s jistotou tvrdit, ze pokud mezi néjakymi dvéma vrcholy x a y, existuje
aspon jedna cesta, existuje i nejkratsi z nich.

O sledech to obecné neplati: Pokud v grafu existuje cyklus se zapornou délkou, pak nejkratsi
sled z  do y nemusi existovat, i kdyz cesta z x do y vede. Staci, aby aspon jeden sled z x do y
prochézel pres vrchol zaporného cyklu. Pak zddny sled z « do y neni nejkratsi, protoze ke kazdému
takovému sledu existuje sled jesté kratsi — staci dostaténé dlouho obiha

8.9.5 Véta. Jestlize v grafu existuje néjaka cesta z vrcholu a do vrcholu b, pak v ném existuje
i nejkratsi cesta z a do b.

DUKAZ: Podéet hran v cesté je omezen poétem vrchold grafu. Viech cest z a do b je tedy koneénd
mnoho, proto nékterd z nich je nejkratsi. a

PozNAMKA: Pro sledy podobnd véta neplati: Obsahuje-li graf cyklus se zdpornou délkou, pak
pro nékteré vrcholy a, b sice existuje sled z a do b, ale neexistuje nejkratsi z nich. Ke kazdému
sledu lze totiz vytvorit sled o néco kratsi, a to tim, ze budeme dostatecné dlouho prochézet onen
zaporny cyklus.
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8.9.6 Véta. Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou nebo nulovou délkou, pak kazdy nejkratsi
sled z vrcholu a do vrcholu b je i nejkratsi cestou z a do b.

Jestlize v grafu neni cyklus se zdpornou délkou, pak kazdy nejkratsi sled z a do b obsahuje
nejkratsi cestu z a do b a délka této cesty je stejna.

8.9.7 Véta (trojuhelnikova nerovnost). Jestlize graf neobsahuje cyklus se zépornou délkou,
pak pro vsechny trojice vrchola 4, j, k vzdalenost u spliiuje nerovnost

(8.2) u(i, j) = u(i, k) + u(k, j) .

PozNAMKA: Nézev je odvozen od analogického vztahu mezi délkami stran trojihelnika.

DUSLEDEK: Jestlize graf neobsahuje cyklus se zdpornou délkou, pro kazdou trojici vrcholi i, j, k
plati:

u(i,j) = ali,j),
(8.3) u(i,j) = u(i,k)+alk,j),
u(i,j) < a(i, k) +u(k,j)

8.9.8 Véta. Predpokladejme, ze graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou. Jestlize nejkratsi
cesta z vrcholu ¢ do vrcholu j prochazi pres vrchol k, pak

e pocatecni tsek cesty mezi i a k je nejkratsi cestou z ¢ do k,
e koncovy tsek cesty mezi k a j je nejkratsi cestou z k do j,
o plati u(i, j) = u(i, k) + u(k, j).

DUSLEDEK: Necht graf neobsahuje cyklus se zipornou délkou a necht 4, j jsou dva rizné
vrcholy. Jestlize k je pocatecnim vrcholem posledni hrany v nejkratsi cesté z ¢ do j, pak plati
w(i, j) = u(i, k) + a(k, 7).

POzZNAMKA: Véta 8.9.8 je jednou z forem tzv. Bellmanova principu optimality, ktery je zdkladem
pomérné obecné optimaliza¢ni metody, tzv. dynamického programovdni.

8.9.9 Cykly se zapornou délkou. V grafech, které obsahuji cyklus se zépornou délkou, vyse
uvedené véty 8.9.6 az 8.9.8 ani jejich dusledky neplati. Jednoduchy priklad je na obr. 8.15.

5 J

-2

5 k

Obrazek 8.15: Priklad grafu, v némz neplati trojihelnikova nerovnost.

Algoritmy pro nejkratsi cesty, které dale uvadime, vsak na platnost téchto vét spoléhaji.
Rychlost téchto algoritmu je totiz zalozena na tom, Ze se nestaraji o opakovani vrcholu v cesté,
takze vlastné nehledaji nejkratsi cesty, ale nejkratsi sledy. V grafech bez zapornych cykla to ovsem
vyjde nastejno (viz véta 8.9.6).

8.9.10 Zakladni schéma vypoctu vzdalenosti z vychoziho vrcholu r je velmi jednoduché.
Pro kazdy vrchol z si budeme pamatovat hodnotu U(z), kterd bude vzdy rovna délce nejkratsi
dosud nalezené cesty z daného vychoziho vrcholu r do vrcholu z. Jestlize jsme zaddnou cestu z r do
x dosud nenasli, bude U(x) = co.

Kdyby hodnoty U byly skuteénymi vzdalenostmi vrcholi grafu od vrcholu r, musela by pro
kazdou hranu grafu (z,y) platit trojihelnikovd nerovnost

(8.4) Uly) = U(z) +a(z,y) .
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JestliZe neplati, znamend to, ze U(y) neni délkou nejkratsi cesty z r do y, protoze pres vrchol x vede
do vrcholu y cesta kratsi. Proto v takovém pfipadé hodnotu U(y) upravime (snizime) provedenim
prikazu

Uly) = U(z) + a(z,y) -
Snadno 1ze nahlédnout, ze pak U(y) bude opét délkou nékteré (a to kratsi) cesty z vrcholu r do
vrcholu y. Navic tim nerovnost 8.4 pro hranu (z,y) zacne platit, je ovSem mozné, Ze se tim pokazila
tato nerovnost pro jinou hranu.

Testy trojihelnikové nerovnosti (8.4) a z nich pripadné vyplyvajici ipravy hodnot U budeme
provadét tak dlouho, dokud nedosdhneme platnosti trojihelnikové nerovnosti (8.4) pro vSechny
hrany grafu.

Na zacdtku vypoctu volime U(x) := oo pro x # r a U(r) := 0, nebot zpocdtku nezndme
zadnou cestu z vrcholu r kromé cesty trivialni, kterd ma nulovou délku. Zakladni schéma vypoctu
vzdalenosti 1ze shrnout takto:

1. Poloz U(r) := 0 a pro vSechny vrcholy j # r poloz U(j) := oo.

2. Vyber libovolnou hranu grafu e a zkontroluj, zda pro ni plati trojuhelnikovd nerovnost
(8.4), tj. zda U(Kv(e)) £ U(Pv(e)) + a(e). Jestlize neplati (tj. plati-li opak), proved
U(Kv(e)) :=U(Pv(e)) + a(e).

3. Jestlize nerovnost (8.4) plati pro vSechny hrany grafu, vypocet kondi.

Poznamenejme, ze tdz hrana muze byt pouzita i nékolikrat ke snizeni hodnoty U ve svém
koncovém vrcholu. Pofadi vybéru hran k testu nerovnosti (8.4) i zptusob zjistovani, zda tato
nerovnost jiz plati pro vSechny hrany, ma, jak uvidime déle, velky vliv na rychlost vypoctu.

8.9.11 Véta. Jestlize graf neobsahuje cyklus zaporné délky, pak vypocet podle 8.9.10 skonci
po koneéné mnoha zméndch hodnoty U a po ukonéeni bude pro vSechny vrcholy x platit U(z) =
= u(r,x), tj. vzddlenosti U budou vypocteny spravné.

PozNAMKA: Tato véta nic neffkd o poctu testi trojihelnikové nerovnosti (8.4). Pfi nesikovné
volbé hran pro testovani by vypodet nemusel viitbec skonéit (kdybychom napt. testovali stale tutéz
hranu).

8.9.12 Cviceni. Ovéfte si na néjakém prikladé (tfeba na grafu z obrazku 8.15, str. 112), ze
pokud graf obsahuje cyklus se zdpornou délkou a vrcholy tohoto cyklu jsou dostupné z vychoziho
vrcholu r, pak vypocet podle schématu 8.9.10 nikdy neskondi.

8.9.13 Konstrukce nejkratsich cest. Vzdy, kdyZ dojde ke sniZzeni hodnoty U(v) pro néktery
vrchol v, zaznamendme si pro tento vrchol hranu, kterd snizeni zpusobila. K zapamatovani
pouzijeme hodnotu ODKUD(v). Na zacdtku vypoc¢tu necht neni hodnota ODKUD definovédna pro
zadny vrchol.

Je-li hodnota ODKUD(v) definovana, pak je jménem posledni hrany v néjaké cesté o délce U(v)
z vrcholu r do vrcholu v. Hodnoty ODKUD lze po ukonéeni vypoctu vyuzit ke zpétné rekonstrukei
nejkratsich cest (podobné jako v 8.6.3, str. 103). Poznamenejme, Ze béhem vypoctu se hodnota
ODKUD(v) miZze nékolikrat zménit.

Déle poznamenejme, ze evidovani hodnot ODKUD nijak neovliviiuje postup vypoctu podle
schématu 8.9.10 nebo podle kteréhokoli jeho zlepseni.

8.9.14 Véta (kofenovy strom nejkratsich cest). Predpoklddejme, ze hodnoty ODKUD(v)
byly ziskdny podle 8.9.13 a ze graf neobsahuje cyklus o zaporné délce. Potom po ukonceni vypoctu
plati:

1. Mnozina vrcholia D = {v | ODKUD(v) je definovdno} je tvofena vSemi vrcholy orientované
dostupnymi z r a ruznymi od r.
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2. Je-li ODKUD(v) definovdno, pak ODKUD(v) je posledni hranou v (nékteré) nejkratsi cesté z r
do v.

3. Pro kazdou hranu OpDKUD(y) plati U(z) + a(x,y) = U(y), kde x je pocatetni vrchol hrany
ODKUD(y).

4. Mnozina hran T = {ODKUD(v) | v € D} tvofi kofenovy strom s kofenem r na mnoziné
vrchold D U {r}.

5. Kazda cesta z kofene r do libovolného vrcholu x € D v kofenovém stromé T' je zaroven
nejkratsi cestou z r do « v ptivodnim grafu.

8.9.15 K c¢emu je korenovy strom nejkratSich cest. Kofenovy strom nejkratSich cest
poskytuje velmi dobry prehled o strukture nejkratsich cest z daného vychoziho vrcholu r. Vyborné
se hodi k prezentaci vysledkt vypoctu, totiz ke sdéleni, kudy nejkratsi cesty vedou. Naptiklad po
vypoctu nejkratsich cest v prazské silnicni siti staci do planu Prahy zakreslit hrany, které nélezi
ke stromu, a vysledné nejkratsi cesty jsou vSechny patrné na prvy pohled.

Nejkratsich cest z vrcholu r do vrcholu v mtze byt nékolik, v kofenovém stromé se samoziejmé
objevi jen jedna z nich.

Kotenovy strom nejkratsich cest a vétu 8.9.14 1ze také vyuzit ke kontrole spravnosti vypoctenych
vzdalenosti: staci pro vSechny hrany grafu zkontrolovat trojihelnikovou nerovnost (8.4), pfi¢emz
pro stromové hrany v ni musi platit rovnost.

8.9.16 Poznamka k pocitani s nekonecnem. Algoritmy v tomto oddile pracuji ¢asto s neko-
necnem, nebot to zjednodusuje vyklad. Bézné pocitace a programovaci jazyky ovSem s nekoneénem
pracovat nedovedou. Jsou dva zpusoby, jak si pomoci:

Nejjednodussi je misto symbolu co pouzit néjakou velkou konstantu, kterd bude spolehlive vétsi
nez dvojnasobek délek vsech cest v grafu. Pfi pouziti tohoto triku musime ovSem dévat pozor,
abychom ani v mezivysledcich nepfesahli maximalni ¢islo zobrazitelné v pocitaci. Doslo by totiz
k tzv. preteceni, coz vede ke zcela chybnym vysledkiim.

Jinou moznosti je vyuzit hodnotu ODKUD: Je-li ODKUD(z) jménem néjaké hrany, pak U(z)
je délkou néjaké cesty, a tedy U(z) < oo. Jestlize naopak hodnota ODKUD(x) neni jesté jménem
zadné hrany (neni dosud definovéna), pak U(z) = oo.

8.9.17 Algoritmus s mnozinou podezrelych vrchold. Zikladni schéma vypoctu vzdale-
nosti 8.9.10 lze déle zlepsit tim, ze zabranime zbyte¢nému testovani hran, o nichz predem vime, ze
trojihelnikovou nerovnost (8.4) jiz spliiuji.

Jestlize néjakd hrana e trojihelnikovou nerovnost (8.4) jiz spliiovala, muze k porusen{ této
nerovnosti dojit pouze snizenim hodnoty U v jejim pocatecnim vrcholu. Naopak, doslo-li ke snizeni
hodnoty U(z), je nutno otestovat nerovnost (8.4) pro vSechny hrany vychézejici z vrcholu x, nebot
pro tyto hrany by mohla byt platnost nerovnosti (8.4) porusena. Budeme tedy béhem vypoctu
udrzovat mnozinu M ,podezrelych“ vrcholt, v nichz doslo ke snizeni hodnoty U a které v mnoziné
M cekaji na testovani hran, které z nich vychazeji.

Vstup:  Graf G, ohodnoceni hran a : E(G) — R a vychozi vrchol r.

V¥sTUP: Pro kazdy vrchol v hodnoty U(v), ODKUD(v).

POMOCNE PROMENNE: Jako pomocnou proménnou pouZijeme mnozinu M, kterd bude mit tuto
vlastnost:

(8.5) Jestlize Pv(e) ¢ M, pak hrana e spliiuje nerovnost (8.4).

ALGORITMUS:

1. [Inicializace.] U(r) := 0, pro v # r polozime U(v) := oo a déle M := {r}.

Jiri Demel: Operacni vyzkum 25. rijna 2022, 11:00



8.9. Nejkratsi cesty 115

2. [Vgbér vrcholu.] Je-li M = 0, vypodet kondi. Jestlize M # (), odebereme z mnoziny M néktery
vrchol a oznacime jej x.

3. [Zpracovdni hran vychdzejicich z vrcholu x.] Pro kazdou hranu e € ET(z) provedeme krok
3a a po zpracovani vsech hran pokracujeme podle kroku 2.

3a. Polozime y := Kv(e). Jestlize plati U(x) + a(e) < U(y), pak provedeme U (y) := U(z) +
+ a(e), ODKUD(y) := e a navic, pokud y ¢ M, vlozime vrchol y do mnoziny M.

PozNAMKA: Volbu vrcholu z mnoZiny podezielych M lze v kroku 2 délat v podstaté libovolnym
zpusobem. Nemd to vliv na spravnost algoritmu (viz véta ?7?), ovliviiuje to vSak jeho rychlost.
Uvedeme dva dtlezité pripady:

8.9.18 Algoritmus s frontou podezrelych vrchola voli v kroku 2 vrchol, ktery je v mnoziné
M nejdéle. S mnozinou M tedy pracujeme jako s frontou (viz 8.6.4), tj. jako se seznamem, z néhoz
odebirame na opac¢ném konci nez pridavame.

Vypocetni experimenty ukazuji, Ze pres svou jednoduchost je tento algoritmus vhodny k hledani
nejkratsich cest ve dvou situacich: jednak v ridkych grafech, tj. v grafech, kde pocet hran m
nepresahuje néjaky nevelky nasobek poctu vrcholi n, jednak v grafech, kde je velké procento hran
se zapornou délkou. Za zvlastni zminku stoji skutec¢nost, ze dokonce i na grafech s nezdpornymi
délkami hran, pokud je graf ridky, je tento algoritmus v prumeéru rychlejsi i nez ¢asto doporucovany
tzv. Dijkstriv algoritmus.

vV

Tato volba se odivodiuje nadéji, Ze takto zvolend hodnota U(z) je tak nizkd, Ze se jiz v dalsim
vypoctu nebude dale snizovat a ze uz tedy tento vrchol nebude znovu zarazen do mnoziny M.
Spolehnout se na to vsak lze jen v grafech, kde vSechny hrany maji nezaporné délky. V obecnych
grafech je tento algoritmus také pomérné dobfe pouzitelny, ale v ojedinélych pripadech se muze
stat, ze tyz vrchol bude do mnoziny M zafazen dokonce mnohokrat (az 2"~ 1-krét).

8.9.20 Originalni Dijkstrtv algoritmus na grafech s nezapornymi délkami hran funguje
stejné jako vyse uvedeny 8.9.19. Maji-li nékteré hrany zapornou délku, Dijkstrav algoritmus muze
dat chybné vysledky.

Rozdil je v tom, Ze origindlni Dijkstriv algoritmus déli mnozinu vrcholi na dvé mnoziny:
oteviené a uzavrené. Na pocatku jsou vSechny vrcholy oteviené. Dijkstriv algoritmus vybird
z otevienych vrchold ten s nejnizsi hodnotou U, zpracuje hrany, které z tohoto vrcholu vychazeji,
a prohlasi vrchol za uzavieny a jiz nikdy se jim nezabyva.

N&s algoritmus 8.9.19 dovede vrchol, ve kterém klesla hodnota U (y znovu oteviit (totiz zafadit
jej do mnoziny podezielych). Proto funguje spravné i se zdpornymi hranami.

8.9.21 Priklad. Pouzijeme modifikovany Dijkstrtv algoritmus 8.9.19 k vyhledani nejkratsich
cest z vrcholu 1 v grafu na obr. 8.16. Z mnoziny M tedy budeme vybirat vzdy vrchol s nejnizsi
hodnotou U.

2 3

Obrazek 8.16: Graf k p¥ikladu 8.9.21 a vysledny strom nejkratsich cest.
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Pribéh vypoctu bude tento:

M = {1}
r=1 M=10
U@2) =3, M = {2}
U(5) = 4, M =1{2,5)
x =2 M = {5}
U(4) = 5, M = {4,5}
U(5) beze zmény M = {4,5}
x=5 M = {4}
U(2) =2, M = {2,4}
U(3) = 10, M =1{2,3,4)
U(4) = 4, M = {2,3,4}
r=2 M ={3,4}
U(4) beze zmény M = {3,4}
U(5) beze zmény M = {3,4}
x=4: M = {3}
U(3) =8, M = {3}
x=3: M=10
U(2) beze zmény M =)
M=10

Vsimnéte si, ze vrchol 2 byl do mnoziny M zafazen dvakrit. Sledujte také, jak se v pribéhu
vypocétu méni kofenovy strom nejkratsich cest.
Vysledek vypoctu lze shrnout do této tabulky:

vrchol © 1 2 3 4 5
vzdélenost U(z) | 0 2 8 4 4
ODKUD(2) 62 43 (64 (15)

Poc¢itdme-li ruéné (tj. ne na pocitaci), je vhodné do takové tabulky zapisovat mezivysledky
a zménéné hodnoty Skrtat.

8.10 Casové planovéni, metoda CPM

P1i fizeni projektu se k ¢asovému planovani pouzivaji grafové modely — tzv. sitové grafy. Projekt zde
chiapeme jako mnozinu ¢innosti, které maji byt vSechny vykonany, pricemz se pripousti paralelni
vykonavani.

8.10.1 Sitovy graf. je grafovy model projektu, ktery modeluje doby trvani jednotlivych ¢innosti
a jejich vzajemnou podminénost. Predpoklada se, Ze o kazdé ¢innosti zndme dobu jejiho trvani a
dale, ze pro kazdou ¢innost zndme mnozinu ¢innosti, které musi byt dokonceny pred tim, nez tato
¢innost muze zacit.

Cilem je vypocitat, jak dlouho bude trvat cely projekt, a naplanovat, kdy maji zac¢inat a koncit
jednotlivé ¢innosi. Dalsim cilem je zjistit, které c¢innosti jsou takzvané kritické v tom smyslu, ze
jejich prodlouzeni zpusobi prodlouzeni celého projektu.

Pouzivaji se dva druhy sitovych grafi:

8.10.2 Sitovy graf s ohodnocenymi vrcholy mé& c¢innosti, ze kterych se projekt sklada,
reprezentovany pomoci vrcholi. Kazdy vrchol je ohodnocen dobou trvani ¢innosti.

Hrany grafu vyjadiuji navaznosti ¢innosti: jestlize ukonceni ¢innosti ¢ je podminkou pro zahajeni
¢innosti 7, modelujeme tuto podminénost orientovanou hranou z vrcholu ¢ do vrcholu j. Viz priklad
na obr. 8.17 uprostied.
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8.10.3 Sitovy graf s ohodnocenymi hranami m4 c¢innosti reprezentovdny pomoci hran.
Kazdé hrana je ohodnocena dobou trvani prislusné ¢innosti.

Néavaznosti ¢innosti jsou vyjadfeny nepiimo pfes navaznosti hran ve vrcholech: jestlize dvé
hrany eq, e; na sebe navazuji, tj. plati-li Kv(e;) = Pv(ez), pak ¢innost odpovidajic{ hrané e; musi
byt ukoncena pred zahajenim ¢innosti odpovidajici hrané e,. Jinak fec¢eno, ¢innost smi zacit teprve
kdyz vsechny bezprostredné predchazejici ¢innosti jsou dokonceny.

Casto se stava, ze k zajisténi viech pozadovanych navaznosti je nutno pouzit tzv. fiktivni cinnosti
s nulovou dobou trvani. Jak nazev napovida, nejde o redlnou Cinnost, kterd stoji penize, jde jen
o vyjadreni povinnosti pockat.

Napr. ¢arkovand hrana na obrazku 8.17 nahofe vyjadiuje, ze pro zahajeni ¢innosti ,instala¢ni
predméty “ je nutné pockat nejen na dokonceni ¢innosti ,spec. provozni zafizeni* (coz je vyjadieno
névaznost{ ve vrcholu), ale je nutno pockat také na dokonéeni ¢innosti ,Femesla“, coz je v modelu
zajisténo pomoci fiktivni ¢innosti.

instalacni

specialni
b predméty

provozni
zafizeni
/

zastTeseni

P K
stavebni hruba kolaudace
povoleni stavba

femesla dokoncovaci
prace
zastie- spec. instal.
Seni zariz. predm
staveb. hrubs kolau-
povol. stavba dace
. dokon¢
femesl s
prace
-0 — —>O $O— — —},O—PQ
/Czastre— spec. prov. instalac:
, seni zaifzeni < predméty \
/ s
O — Ot g
stavebni hruba P d kolau-
povoleni stavba - V2 dace
N\ Ve
~ /
777777 RO ——C
m dokonc.
prace

Obrézek 8.17: Piiklady sitovyjch grafi popisujici ty# proces stavby domu. Cérkované hrany
predstavuji fiktivni ¢innosti.

8.10.4 Co maji spolecného a ¢im se lisi. V obou piipadech musi byt sifovy graf acyklicky
(tj. nesmi obsahovat cykly), jinak by ¢innosti tvorici cyklus nebylo mozno viibec zahdjit.

Déle se pozaduje, aby v sitovém grafu existoval pocdtecni vrchol P, ze kterého jsou orientované
dostupné vsechny vrcholu grafu, a podobné se pozaduje, aby existoval koncovy vrchol K, ktery
je orientované dostupny ze vsech vrcholu grafu. Kazdy vrchol sitového grafu tedy lezi na néjaké
orientované cesté z P do K. V pripadé grafu s ohodnocenymi vrcholy to znamena, ze ma existovat
pocatecni a koncova ¢innost — mohou to byt i ¢innposti fiktivni.

Sitovy graf s ohodnocenymi hranami je z matematického hlediska elegantnéjsi a v literatufe
suverénné nejcastéjsi, ale jeho sestaveni, zejména spravné modelovani vSech Casovych navaznosti,
je trochu naro¢néjsi a vyzaduje trochu cviku. Sitovy graf s ohodnocenymi vrcholy je naproti tomu
snaze pochopitelny a dokaze jej sestavit i ¢lovék, ktery to nikdy predtim nedélal.
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Oba druhy grafi vSak umoznuji vyjadrit zhruba totéz a lze je snadno a zcela formalnim
zpusobem vzdjemné prevadét jeden na druhy. Metody téchto prevodu jsou patrné z obr. 8.17,
na kterém jsou nakresleny t¥i riizné sifové grafy popisujici tjZ proces stavby domu'.

8.10.5 Metoda kritické cesty (téz zndmé pod zkratkou CPM z anglického Critical Path
Method) je metoda vypoctu sitového grafu s ohodnocenymi hranami. Ozna¢me

a(e) = doba trvani ¢innosti e,

T, (v) = nejdiivéjsi ¢as, kdy mohou byt dokonceny vSechny ¢innosti, které ve vrcholu v kondi, a kdy
tedy mohou byt zahajeny ¢innosti, které ve vrcholu v zacinaji,

T5(v) = nejpozdéjsi ¢as, kdy je tieba zahdjit ¢innosti, které ve vrcholu v zac¢inaji, aby bylo mozno
dodrzet termin T3 (K) dokonéeni celého projektu.

Casy T lze pocitat podle vzorce
(8.6) T1(v) = max{T 1 (Pv(e)) +ale) | e€c E~(v)}

pri¢emz casy T3 jednotlivych vrcholi je tfeba pocitat v topologickém poradi (viz 8.7.3, str. 108),
nebot pro vypocet ¢asu Ty vrcholu v potiebujeme znat ¢asy 17 vsech jeho predchidcti. Pocatecni
vrchol nemé predchidce, proto vypocet zac¢ind konstatovanim, ze 11 (P) := 0.

Jednoduchu dvahou lze zjistit, Ze hodnota Tj(v) je rovna délce nejdelsi cesty z pocéatecniho
vrcholu P do vrcholu v.

Podobné casy Ty lze pocitat podle vzorce
(8.7) Ty(v) = min{Ty(Kv(e)) —a(e) | e € ET(v)}

pricemz ¢asy T» jednotlivych vrcholi je nutno pocitat v obriaceném topologickém potradi, nebot
pro vypocet ¢asu T» vrcholu v potfebujeme znét ¢asy 1o vSech jeho nasledniki. Koncovy vrchol
nemd zadného naslednika, proto vypocet ¢ast Ty zacind konstatovanim, ze To(K) := Ty (K).

Jednoduchou tvahou lze zjistit, Ze doba T»(K)—Tz(v) je délkou nejdelsi cesty z vrcholu v do kon-
cového vrcholu K.

Po vypoctu nejdrivéjsich castu 77 a nejpozdéjsich cast To nédsleduje v metodé CPM vypocet
tzv. rezerv a nalezeni kritické cesty, popr. kritickych cest.

8.10.6 Rezerva ¢innosti e je nejvyssi piipustné zdrzeni (tj. prodlouzeni doby trvani) ¢innosti
e, pii kterém jesté 1ze dodrzet termin T3 (K) dokonceni celého projektu, za predpokladu, Ze ostatni
¢innosti budou bez zdrzeni Rezervu R(e) ¢innosti e lze vypoditat podle vzorce

(8.8) R(e) = Ta(Kv(e)) — Ty (Pv(e)) —ale)

8.10.7 Kritické ¢innosti a kritické cesty. Cinnosti s nulovou rezervou se nazyvaji kritickeé.
Lze ukazat, ze kritické ¢innosti se v sitovém grafu nevyskytuji osamocené. Kazda kritickd ¢innost
leZi na tzv. kritické cesté, coz je orientovand cesta z P do K, jejiz vSechny hrany (tj. ¢innosti)
jsou kritické. Kritickych cest mtze byt v grafu nékolik, kazda z nich je zaroven nejdelsi cestou z P
do K.

Kritickym c¢innostem se vénuje zvysSena pozornost, nebot jakékoli jejich prodlouzeni se projevi
prodlouzenim doby trvani celého projektu. Pri Fizeni slozitych projektu se vypocet sitového grafu
(tj. vypoCty termini Ty, T5 a rezerv) pravidelné opakuje s udaji, které jsou aktualizovdny podle
skute¢ného pribéhu ¢innosti.

Dodejme, ze specialisté na sitové grafy rozeznavaji i dalsi druhy rezerv a ze pojem kritické cesty
a rezervy lze zavést i pro sifové grafy s ohodnocenymi vrcholy.

1Za piiklad sitového grafu z obr. 8.17 dékuji Ludmile Hackajlové.
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8.10.8 Priklad.

PV KV «a PV KV a
1 2 3 4 6 7
1 3 2 4 7 4
2 4 1 5 6 3
2 ) 5 5 7 1
3 4 4 6 8 2
3 ) 3 7 8 6

Vrcholy grafu jsou jiz ocislovany podle topologického usporadéni.

Casy T\, T> byvé zvykem v obrazku zaznamenévat piimo u vrcholu podle tohoto schématu:

Vysledek vypoctu je zde:

Rezerva ¢innosti R(5,6) = T5(6) — T1(5) — a(5,6) = 14 — 8 — 3 = 3. VSimnéte si, Ze vyCerpanim
t0to rezervy, tedy prodlouzenim trvani ¢innosti na 6 ¢asovych jednotek, ovlivni rezervu nasledujici
¢innosti (6,8).
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Kapitola 9

Nahodna déisla

a metoda Monte Carlo

9.1 Nahodné veliciny

Tato sekce nenahrazuje prednasku o teorii pravdépodobnosti, pouze shrnuje nékterd zakladni fakta,
kterd budeme déle potiebovat.

9.1.1 Nahodny jev se v teorii pravdépodobnosti chape jako moznost, ktera mtze nebo nemusi
nastat. Je to predpovéd vysledku ndhodného pokusu,' kterd se po provedeni pokusu potvrdi nebo
nepotvrdi.

Hazime-li kostkou ze hry Clovéce nezlob se, pifklady jevil jsou: ,padne lichy pocet bodu*,
»badne Sestka“, , padne pocet bod mensi nez 4“. Jevem by také mohlo byt ,kostku uz nenajdeme*,
ale tuto moznost nebudeme déle uvazovat.

9.1.2 Elementarni ndhodny jev se v teorii pravdépodobnosti chépe jako jev, ktery nelze
(nebo nechceme, nepotfebujeme) rozlozit na diléi ,elementdrnéjsi“ jevy. Elementarni jevy se
navzajem vylucuji a jeden z nich urcité nastane. Obecny nahodny jev lze chépat jako mmnozinu
elementarnich jev.

Hézime-li kostkou ze hry ¢lovéce nezlob se, je elementarnim jevem ,padne Sestka“ nebo ,padne
dvojka“, ale nikoli jev ,padne lichy pocet bodu“, nebof ten je mnozinou elementarnich jevu
{1,3,5}.

Elementdrnich jevii muze byt koneéné mnoho (jako v pfipadé kostky), ale i nekone¢né mnoho
(napr. teplota vyjadiend redlnym ¢islem ve °C).

9.1.3 Jevové pole je mnozina jevi, tedy podmnozin mnoziny elementarnich jeva S. Jevové
pole nemusi obsahovat vsechny podmnoziny mnoziny S, ale musi obsahovat

nemozny jev, tj. prazdnou mnozinu (),

jisty jev, tj. celou mnozinu S,

s kazdym jevem A také jeho doplnék S\ A,

s kazdou konec¢nou nebo spocetnou mnozinou jevu také jejich sjednoceni a prinik.

IN4hodny pokus zde chadpeme obecnéji, nez v bézném zivoté. Je to jakykoli d&j, proces nebo &in, jehoz vysledek
predem nezndme. Napi. tvrzeni, ze se Zemé do 50 let srazi s asteroidem, je ndhodnym jevem a proces, kterého se
to tyka, pokldddme z hlediska teorie pravdépodobnosti za ndhodny pokus, ackoli z hlediska obecné cestiny bychom
takové experimentovani netolerovali.
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Smysl jevového pole je ten, ze jevim z jevového pole budeme umét priradit pravdépodobnosti.
Nékterym ,o8klivym“ mnozindm totiz pravdépodobnost rozumné priradit nejde.

9.1.4 Pravdépodobnost je funkce, kterd jeviim (z né&jakého jevového pole) pfifazuje redlna
Cisla z intervalu (0, 1) a to tak, ze

e pravdépodobnost jistého jevu S je P(S) =1,
e pravdépodobnost nemozného jevu () je P(0) =0,
e pro kazdou kone¢nou nebo spocetnou mnozinu jevi A1, As, . . ., které jsou po dvou disjunktni,

plati
P(UAi) = ZP(Ai) :

9.1.5 Jak se pravdépodobnost zjistuje. Existuji dvé zdkladni mozZnosti: spekulativné (kom-
binatorickym vypocétem) a ze statistiky obdobnych ndhodnych pokusi.

Spekulativni zjisténi pravdépodobnosti byva zalozeno na kombinatorickém vypoctu. Lze je
pouzit v situaci, kdy elementarnich jevi je koneéné mnoho (feknéme n) a kdy nevidime diavod, pro¢
by néktery elementarni jev mél byt pravdépodobnéjsi nez jiny. Pak vSechny elementarni jevy maji
stejnou pravdépodonost 1/n. Pravdépodobnosti obecnych (neelementarnich) jevi se pak pocitaji
kombinatorickymi metodami jako podil poctu ,priznivych* moznosti a vSech moznosti.

Tedy napr. pokud neméme podezieni, Zze kostka je falesnd, predpoklddame, Ze vsech Sest
elementdrnich jevi mé stejnou pravdépodobnst 1/6. Pravdépodobnost jevu ,padne lichy pocet
bodi“ pak je 3/6 = 1/2. Pokud ovSem mame podezieni, Ze kostka je falesnd, spekulativni{ metodu
nelze pouzit.

Statistické zjistovani pravdépodobnosti byva zalozeno na tom, Ze relativni ¢etnosti néjakého jevu
se pri mnoha opakovanich pokusu jen malo lisi od néjakého ¢isla a ¢im vice pokusu provedeme, tim
vice se k tomuto ¢islu blizi. Tedy zjiSténou relativni ¢etnost jevu A vezmeme jako pravdépodobnost
P(A). Statistickou metodu lze pouzit pouze tehdy, 1ze-li shromézdit data o dostateéné velkém poctu
pokusi a je-li pfitom opravnény predpoklad, ze podminky téchto pokust jsou dostateéné podobné
pripadu, ktery nas zajima.

Jsou ovsem situace, kdy nelze pouzit ani spekulaci ani statistiku. Nékdy lze pravdépodobnost
odvodit jinymi iivahami, nékdy ovSem nezbyva nez pravdépodobnost odhadnout.

9.1.6 Nezavislost jeva. Jevy A a B nazyvame navzdjem stochasticky nezdvislymi, jestlize
P(ANnB)=P(A)- P(B).

9.1.7 Nahodna veli¢ina je (zhruba Teceno) veli¢ina, kterd ndhodné nabude néjaké ¢ciselné
hodnoty.? Elementdrnimi jevy jsou redlné éisla.

Informaci o tom, jak pravdépodobné jsou rizné mnoziny hodnot (tedy jevy), nazgvidme rozdé-
lenim pravdépodobnosti. Matematicky se rozdéléni pravdépodobnosti popisuje pomoci distribu¢ni
funkce.

9.1.8 Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X je funkce F' definovand predpisem F'(z) =
= P(X £ z). Distribuéni funkee argumentu « pfifazuje pravdépodobnost, ze veli¢ina X nabude
hodnoty mensi nebo rovné x. Kazda nahodnéa veli¢ina ma distribuéni funkci.

Kazd4a distribuéni funkce mé tyto vlastnosti:

e [ je neklesajici zprava spojitd funkce
o limy oo F(z) =0,
o lim, oo F(x)=1.

2Toto neni formalni definice.
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Plati to i naopak: jakakoli redlna funkce jedné proménné, kterd ma tyto vlastnosti, je distribucni
funkci néjaké nahodné veliciny.
Pravdépodobnost, Ze veli¢ina nabude hodnoty z polootevieného intervalu (a, b) lze z distribuén{
funkce zjistit podle vzorce
P(z € (a,b)) = F(b) — F(a) .

Pozor, pro uzavieny interval {(a, b) nebo pro otevieny interval (a,b) to nemusi byt tak jednoduché.

9.1.9 Hustota nahodné veli¢iny. M4é-li ndhodna veli¢ina X distribuc¢ni funkci F' a existuje-li
nezaporna realna funkce f takova, ze

(0.1) Fa) = [ " e,

pak funkci f nazyvame hustotou ndhodné veli¢iny X.

Pozor, mnohé nahodné veli¢iny hustotu nemaji.

M4é-li ndhodné veli¢ina hustotu f, pak pravdépodobnost, Ze tato veli¢ina nabude hodnoty z
intervalu (a,b) (nebo (a,b)), je rovna

b
Plz € (a,b)) = / F(#)dt .
a
Graf hustoty (pokud hustota existuje) byvd mnohem nézornéjsi nez graf distribuéni funkee.

9.1.10 Spojitd ndhodna veli¢ina (téZ ndhodnd veli¢ina spojitého typu) je takova, kterd ma
hustotu. Distribuéni funkce spojité ndhodné veliiny je spojitd. Stfedni hodnota je E(X) =

= ffooo xf(x)dx

9.1.11 Diskrétni nahodna velié¢ina je takova veli¢ina, kterd nabyva pouze hodnot z néjaké
koneéné nebo spocetné mnoziny® {z1, s, ...}. Distribuéni funkce diskrétni nahodné veli¢iny je

Tato funkce je po ¢dstech konstantni, v kazdé hodnoté x; je skok o P(z;) nahoru.

1 [ e O
——o €T
0 1 2 3 4 5 6
1/6 1 ? ? ? 1 ? v
1 3

Obrazek 9.1: Distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny ,,pocet bodl na kostce*.

Diskrétni ndhodné veli¢ina nemd hustotu (ve smyslu 9.1.9). Misto ni se pouziva tzv. pravdépo-
dobnostni funkce P(x) = P(X = z). Tato funkce je definovana pro vSechna redlnd ¢isla a pro ¢isla
mimo mnozinu {x1, s, ...} dédva nulu.

3Mnozina je spocetnd, lze-li jeji prvky sefadit do posloupnosti. Zikladnim piikladem spocetné mnoziny je
mnoozina vsSech prirozenych ¢isel. Pozor, zdaleka ne kazdd nekonecnd mnozina je spocetna. Slavnymi priklady
nespocetnych mnozin jsou mnozina vsech realnych ¢isel a mnozina vSech podmnozin mnoziny prirozenych cisel.
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Typickymi ptiklady diskrétnich ndhodnych velicin jsou veli¢iny, které nabyvaji celociselnych
hodnot, jako napf. po¢et poruch néjakého zafizeni nebo pocet bodii na kostce od Clovéce nezlob
se (viz obr. 9.1).

Hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny vsak nemusi byt jen celociselné. Piikladem je tfeba teplota
zaokrouhlena na desetinu stupné. nebo nahodné velic¢ina, kterd nabyva pouze tii hodnot 3.14, 7.224
a 19.2.

9.1.12 Rozdéleni smiseného typu. Priklad: doba ¢ekéani ve fronté. Zpravidla je nenulova
pravdépodobnost, Ze nebudeme cekat, tj. ze budeme c¢ekat nulovou dobu. V ostatnich pripadech
¢ekat budeme a doba ¢ekani pak ma zpravidla rozdéleni spojitého typu.

9.1.13 Rovnomeérné spojité rozlozeni. Nahodna veli¢ina X ma rovnomeérné spojité rozlozeni
v intervalu (a,b), ma-li hustotu

f(x):{ é/(b*a) i;(;lfg (a,b),

1/(b—a) —

0 a N 0o b

Obréazek 9.2: Hustota a distribu¢ni funkce rovnomérného spojitého rozlozeni.

9.1.14 Standardni rovnomeérné rozloZeni je rovnomérné spojité rozlozeni v intervalu (0, 1).
Ma4-li veli¢ina X standardni rovnomérné rozlozeni, pak veli¢ina (1 — X) mé totéz standardni
rovnomeérné rozlozeni.

f(z) F(z)

0 1 x 0 1 T
Obrézek 9.3: Hustota a distribuéni funkce standardniho rovnomérného rozlozeni.

Vétsina programovacich jazykt ma ve standardni knihovné podprogram pro generovani pseu-
donahodnych ¢isel se standardnim rovnomérnym rozlozenim.

9.1.15 Diskrétni rovhomérné rozlozeni Ndhodné veli¢ina mé diskrétni rovnomeérné rozlo-
zeni v intervalu (a, b) s krokem k, nabyva-li (n+1) riznych hodnot z mnoziny {a+ki | i =0,...n},
kde n = (b — a)/d, pfi¢emz vSech téchto hodnot nabyva se stejnou pravdépodobnost{ 1/(n + 1).
Piikladem diskrétnfho rovnomérného rozlozeni v intervalu (1,6) s krokem 1 je pocet bodu na
kostce ze hry Clovéce nezlob se. Distribuéni funkce a pravdépodobnostni funkce jsou na obr. 9.1.

9.1.16 Normalni rozdéleni (té%Z Gaussovo) oznacované symbolem N (u,0?), kde u je stiedni
hodnota a o2 je rozptyl, méa hustotu

fl) = — e
xr) = e 20
oV 2T
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Néazev ,normalni“ napovidd, ze mnoho nahodnych veli¢in ,ze zivota“ méa priblizné toto
rozlozeni. Néasledujici vétu lze chapat jako matematicky pokus o vysvétleni, pro¢ tomu tak je.

9.1.17 Centralni limitni véta. Mame-li n navzijem nezavislych ndhodnych velicin X; se
stejnym rozloZenim se stfedni hodnotou p a s koneénym rozptylem o2, pak soudet téchto velidin,
tj. velicina >, X;, mé pro velkd n rozlozeni, které se bliz{ normalnimu rozlozeni N (np,nc?) a
aritmeticky prumér téchto velic¢in, tj. veli¢ina Z?Zl X;/n, ma pro velkd n rozloZeni, které se blizi
normalnfmu rozlozen{ N (u,0?/n).

Pozoruhodné je, ze predpokladim centralni limitni véty vyhovuje obrovské mnozstvi ,skoro
jakychkoli“ rozdélen{ veli¢in X;. (samoziejmé pro vSechny veli¢iny X; stejné). Tedy napf. i
aritmeticky primér veli¢in s rovhomérnym rozlozenim konverguje k rozlozeni norméalnimu.

Dalsi pozoruhodnosti je, rychlost konvergence, tj. ze pocet veli¢in n nemusi byt nijak obrovsky.
Nékteré prameny uvadéji, ze ¢asto staci n kolem 30.

9.1.18 Exponenciilni rozlozeni s parametrem A\ ma hustotu

Ae ™ proz >0
f(x)_{() proz <0
a distribucni funkci

ez >
F(x):{l e proz =0

0 proz <0
Sttedn{ hodnota je E = 1/) a rozptyl je 1/A2.

0 1 9 0 1 9 @

Obréazek 9.4: Hustota a distribu¢ni funkce exponencidlniho rozlozeni.

9.1.19 Erlangovo rozlozeni. Niahodna velicina ma Erlangovo rozlozeni s parametry k a A,
je-li sou¢tem k navzajem nezavislych nahodnych veli¢in se stejnym exponencidlnim rozlozenim s
parametrem .

9.1.20 Poissonovo rozlozeni s parametrem A\ je diskrétni rozdlozeni, které nabyva nezapor-
nych celociselnych hodnot a mé pravdépodobnostni funkci

e AM\F

pe=P(X =k)=

Stredni hodnota je rovna .

9.2 Generovani nahodnych cisel

9.2.1 K cemu jsou ndhodna c¢isla.

e Metoda Monte Carlo — ndhodny experiment a jeho vyhodnoceni,
e Simulace ndhodnych procesu — dilezity pripad metody Monte Carlo,
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Kryptografie — generovani Sifrovacich klict,

Pocitacové hry — napf. ¢innost virtudlniho protihrace,
Testovani softwaru — nahodné vstupy, ndhodné akce uzivatele,
Optimalizace — heuristické optimalizacni algoritmy,

Statistika — volba vzorkua pro statistické prizkumy,

eLearning — zkousSeni studentti, generovani tloh.

V malém méritku a mimo pocitac lze skutecné ndhodna ¢isla ziskat napt. hazenim minci nebo
kostkou ze hry “Clovéce nezlob se”. Na pocitaci se to musi délat néjak jinak.

9.2.2 Pocdita¢ versus ndhoda. Od pocitace (ktery zde chipeme dohromady se softwarem)
zpravidla pozadujeme striktné deterministické chovéni. Je-li pocita¢ ve stejném stavu (napf.
po restartu) a dostane-li stejné vstupy (napf. stejné stisknuté klavesy, idetické pohyby mysi),
pozadujeme od pocitace stejnou reakci. Nesplnéni tohoto pozadavku byva dobrym duavodem
k reklamaci.

KdyZ od deterministického zafizeni (pocitace) chceme, aby se najednou a to jen ve velmi
vymezené oblasti chovalo ndhodné, je to tézko splnitelny pozadavek. Beze zbytku mu lze vyhovét
pouze tak, Ze k jinak deterministickému pocitaéi ptipojime zafizeni (kus hardwaru), které bude
fungovat jako ,zdroj ndhody“. Hardwarové generatory ovSem nejsou béznou vybavou pocitace.

Na bézném pocitaci se proto ustupuje od pozadavku opravdové nadhodnosti a pouzivaji se
generatory tzv. pseudondhodnych ¢isel.

9.2.3 Softwarové generatory pseudondhodnych éisel jsou zpravidla naprogramovany jako
tzv. funkce, které

e jsou volany z aplika¢niho programu,
e vraci aplika¢nimu programu hodnotu — dalsi pseudonahodné ¢islo,
e pamatuji si sviij stav do piistiho voldni (ve vymezeném tseku paméti).
Cinnost generatoru spoc¢iva typicky v téchto krocich:
vezme dosavadni stav,
provedenim néjakého vypoctu jej transformuje na novy stav,
novy stav ulozi pro pouziti pfi pristim vyvolani a
ze stavu odvodi ¢islo, které vrati volajicimu programu

Opakovanym voldnim generatoru se jeho stav méni, takze jako vysledek dostdvame posloupnost
Cisel, kterd vypada jako ndhodna (i kdyz ve skutecnosti vitbec ndhodna nenf).

BéZné generatory produkuji rovnomérné rozlozeni a to bud standardni spojité v intervalu (0, 1)
nebo diskrétni. Pseudondhodné ¢isla s jinym rozlozenim se odvozuji z rozlozeni rovnomérného
pomoci trikd, které vylozime v 9.4.

9.2.4 Obecné vlastnosti softwarovych generatord. Predevsim, generovana posloupnost
viibec nen{ ndhodné, naopak, je zcela deterministickd. Stejny generdtor (program) spuStény ze
stejného vychoziho stavu produkuje vzdy stejnou posloupnost ¢isel.

Déle, pocet stavli generatoru je konecny, nebot pro uchovani stavu se pouzivd omezeny usek
paméti pocitace. Z toho plyne, ze generujeme-li hodné dlouhou posloupnost, stavy generatoru se
diive nebo pozdéji opakuji a proto se také periodicky opakuji generovana ¢éisla. Samoziejmy
pozadavek je, aby perioda byla co nejdelsi, ale neni to jediny pozadavek.

9.2.5 Pozadavky na posloupnosti pseudondhodnych cisel se lisi podle ucelu, ke kterému
maji byt ¢isla pouzita.

Pro simulaci ndhodnych procesi metodou Monte Carlo se pozaduje, aby generator co nejlépe
vyhovél radé statistickych test. Vysledky testt aplikované na skutecné vygenerovanou posloupnst
by se mély co nejvice shodovat s teoretickym chovanim skutec¢né ndhodné posloupnosti.
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Pro kryptografii se navic pozaduje, aby bez znalosti algoritmu a vnitfniho stavu generatoru bylo

obtizné z c¢asti pseudondhodné posloupnosti predpovédét pristi pseudonadhodné ¢islo nebo naopak
odvodit pseudonahodnd ¢isla, kterd pozorovanym ¢islim predchazela.

9.2.6 Statistické testy pseudondhodnych generatora (netiplny vycet):

stfedni hodnota, smérodatna odchylka, ...

spravné rozlozeni — test dobré shody,

spravné rozlozeni k-tic v k-rozmérném prostoru,

rozloZeni mezer mezi sousednimi vyskyty ¢isla z daného intervalu,

délky vzestupnych (sestupnych) posloupnosti,

Cetnosti permutaci k-tic

rozlozeni maxima (minima) z k-tic,

poker test,

coupon collection test* — zjistuje se, kolik je tieba v priiméru vygenerovat &isel, aby se

vygenerovala alespon jedna hodnota v kazdém z predem danych intervali.

e narozeninovy test® — zjistuje se, kolik je tieba v priméru vygenerovat éisel, aby se vygene-
rovaly dvé hodnoty v nékterém z predem danych intervalu.

e atd....

Tymz testim by mély vyhovét i podposloupnosti, které ziskdme vybérem z hlavni posloupnosti
(tfeba tak, Ze vezmeme kazdé tfeti vygenerované ¢islo). V praxi se totiZ jeden generdtor pouziva
pro nékolik ucelaq, takze pro jeden izolovany tcel se pouzivd podposloupnost.

Priklad selhdni kdysi velmi populdarniho generatoru RANDU lze najit ve Wikipedii na
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Randu.png. Trojice po sobé vygenerovanych cisel zde
byly pouzity jako souradnice bodu v trojrozmérné krychli a tyto body jsou zobrazeny. Idealné
by vykreslené body mély byt v krychli “rovnomérné” rozptyleny, ale zde jsou soustredény do bliz-
kosti patnacti rovin.

Navrhnout dobry generator je prekvapivé tézké. Sestrojit generator, ktery by vyhovél vsem
myslitelnym testiim, je asi nemozné.

9.2.7 Inicializace generatoru je nastaveni generatoru do vychoziho stavu. Je-li stejny gene-
rator stejné inicializovan, poskytuje tutéz posloupnost.

Moznost inicializace je klicova pro ladéni a testovani pocitacovych programi, které pseudona-
hodné ¢isla pouzivaji. Je totiz zddouci, aby situace, p¥i niz program selhal (havaroval nebo dal
chybny vysledek), byla opakovatelnd. Jinak by bylo velmi obtizné chybu diagnostikovat a po je-
jim opraveni pak ovérit, zda byla chyba skutec¢né odstranéna. Opakovatelnosti se dosahuje pomoci
stejné inicializace generatoru.

Kde vzit inicializaci? Obecné lze inicializa¢ni udaje

sjen tak vymyslet,

odvodit ze systémového ¢asu pocitace,

odvodit z obtizné opakovatelnych vstupt od uzivatele (pohyby mysi, mackani klaves).
odvodit z hardwarového generatoru.

Opakovatelnosti lze dosdhnout tak, ze se jakkoli ziskany inicializa¢ni iidaj prosté zapamatuje
pro pristi pouziti.
V kryptografickych aplikacich je opakovatelnost nezadouci.

4Nézev odvozen od piedstavy sbératele, ktery se snazi vybérem z ndhodné posloupnost ziskat tiplnou sadu listki.
5Nézev je odvozen od tzv. narozeninového paradoxu — kolik se musf sejit lidi, aby pravdépodobnost, #e alespoii
dva z nich maji narozeniny ve stejny den, byla alespon 0.57 Odpovéd je 23, coz je prekvapivé mélo.
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9.3 Generatory rovhomérného rozlozeni

Generétory rovnomérného rozloZeni jsou zdkladem generdtort jinych (obecnych) rozloZeni. Uve-
deme jen nékolik jednoduchych prikladii. Dodejme, ze vnitiné vétsina generatorii pracuje s celymi
¢isly a vysledné ¢islo mezi 0 a 1 se ziskd tak, ze vygenerované celé ¢islo délime ¢éiselnym rozsahem.

9.3.1 Von-Neumanuv generator byl pravdépodobné prvnim softwarovym generatorem pseu-
donahodnych ¢isel.

Stavem generatoru je desetimistné celé ¢islo v desitkové soustavé. Transformace stavu spociva
v tom, Ze toto ¢islo umocnime na druhou (¢imz dostaneme ¢islo zhruba dvacetimistné) a z vysledku
vybereme prosttednich deset ¢islic.

Byla to ve své dobé revolu¢ni myslenka. Bohuzel, testovanim se ukézalo, Zze generovana
posloupnost je pomérné nekvalitni.

9.3.2 Linearni kongruencni generdtor. Mame celo¢iselné konstanty (parametry) a,c,m.
Stavem generdtoru je nezaporné celé ¢islo X < m. Transformace stavu generatoru se provadi
podle vzorce

Xpt1 := (aX,, + ¢) mod m ,
kde a, ¢ a m jsou celodiselné parametry (konstanty) a operace mod je definovdna predpisem
amodb = zbytek pii délenf a/b.

Kvalita téchto generatoru je velmi zavisla na volbé parametri. Doporucuje se napiiklad, aby ¢ bylo
nesoudélné s m.

Casto se pouziva m = 2%, kde w je pocet bitl poéitacového slova, napi. 32 nebo 64. Diivodem
této volby neni kvalita generatoru, ale to, ze pak neni tieba pocitat operaci modulo, pocita se totiz
y,sama“ prosté tim, ze bity, které se pri nasobeni nevejdou do pocitacového slova, se na vétSiné
pocitacu “zapomenou” (dojde k tzv. pretefeni) a to, co po preteceni ,zbude®, je pozadovany
zbytek pri déleni.

9.3.3 Aditivni generator. Stavem generatoru je predchozich 55 vygenerovanych celych ¢isel.
Transformace se provadi podle vzorce

Xn = (Xn,24 + Xn,55) mod m

9.4 Generovani obecnych rozlozeni

V této sekci budeme predpokladat, ze je k disposici generator standardniho spojitého rovnomérného
rozlozeni. Volani (pouzit{) tohoto generdtoru budeme déle znacit random (). Nékdy je t¥eba i nékolik
volani na jedno vysledné ¢islo. Pozor: 2xrandom() neni totéz co random()+random(), nebot

e 2*xrandom() generuje rovnomérné rozlozen{ v intervalu (0, 2),
e random()+random() vold generator dvakrét, vysledkem je soucet dvou (obvykle) ruznych
ndhodnych ¢isel a vyslednd ndhodnda veli¢ina m4 trojihelnikové rozlozeni v intervalu (0, 2).

9.4.1 Rovnomérné spojité rozlozeni v intervalu (a,b) ziskdme vyrazem random()* (b-a)+a.
Nejprve ndhodné ¢islo random() vynédsobime délkou (b — a) pozadovaného intervalu, ¢imz dosta-
neme ndhodnd ¢isla v intervalu 0 az (b — a). Vysledek pak na redlné ose posuneme pfi¢tenim
konstanty a na pozadovany interval (a,b).
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9.4.2 Rovnomeérné diskrétni rozlozeni ziskame ze spojitého rozlozeni zaokrouhlenim.

Néahodné celd cisla v rozsahu a az b véetné ziskdme vyrazem int (random()*(b-a+1))+a, kde
funkce int () provadi zaokrouhleni doli na nejblizsi celé cislo.

Tedy napft. celd ¢éisla 0, ..., 10 ziskdme vyrazem int(random()*11). (Zduvodnéte, pro¢ 11,
kdyZ maximum m& byt 107)

Podobné ¢éisla do Sportky (tj. celd ¢isla 1 az 49) 1ze generovat vyrazem int (random()*49)+1.
(Zdtvodnéte, pro¢ ndsobime 49 a ne 48.)

9.4.3 Metoda inverzni transformace je univerzdlné pouzitelnd pro generovani libovolné
nadhodné veli¢iny s distribuéni funkci F za piedpokladu, Ze umime poéitat inverzni funkei F~1.
Pro tyto dely definici inverzni funkce F~! oproti béznému chapéani ponékud rozsifime:

F~(y) = min{z | F(z) 2 y} .

Takto je inverzni funkce F~' dobie definovana i pro nespojitou distribu¢ni funkei se skoky a
konstantnimi ¢astmi.

Metoda inverzn{ transformace je piekvapivé jednoduchd: vyraz F~!(random()) mé rozlozeni
s distribucni funkei F'.

Vskutku, vezmeme-li libovolny neprézdny interval (a,b), pak pravdépodobnost, Ze ndhodnd
veli¢ina s distribu¢ni funkci F' nabude hodnoty z tohoto intervalu, je rovna Pla < X < b) =
= F(b) — F(a) a to je presné pravdépodobnost, Ze vygenerované nahodné ¢islo se standardnim
rovnomérnym rozlozenim nabude hodnoty z intervalu (F(a), F'(b)).

Obrazek 9.5: Metoda inverzni transformace.

9.4.4 Empirické diskrétni rozlozeni. Hodnoty hi, ..., hg, kterd se maji vyskytovat s prav-
dépodobnostmi p1, ..., pg, 1ze generovat takto:

Interval (0,1) rozdélime na k mensich disjunktnich intervali o délkdch p1,...,pr a kazdému
z téchto intervala prifadime vyslednou hodnotu hq, ..., hi. Kdyz pak vygenerujeme ndhodné ¢islo

random v intervalu (0,1), zjistime do kterého z k dil¢ich intrervali toto éislo padlo a vyddme
ptislusnou hodnotu:

x := random();
i = 0;
repeat

i=1i+ 1;

x :=x - plil;

until x <= 0.0;
return hlil;

Jinou moznosti je pouzit metodu inverzni transformace. Distribuéni funkce je po castech
konstantni se skokem velikosti p; pro kazdou hodnotu h;.
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9.4.5 Exponencialni rozlozeni lze generovat metodou inverzni transformace, konkrétné vy-
razem -1n(random()) / lambda, kde 1n() znadi pfirozeny logaritmus (tj. logaritmus o zékladu
e = 2.71828).

Piipomenme, ze distribucni funkce exponencidlniho rozlozeni je pro x = 0 ddna vzorcem:
F(z) =1 — e, Inverzni funkce je F~1(r) = In(1 —7)/(=\).

Kontrolni otdzka: Neni zde chyba? Neméli bychom podle predchoziho vzorce radéji pouzivat
vyraz —1n(1.0-random()) / lambda?

9.4.6 Vylucovaci metoda je pouzitelnd pro generovani veli¢in s rozlozenim, které je dano
hustotou f, pricemz

e umime pocitat hodnotu hustoty f(z),
e hustota je nulovd mimo omezeny interval (a,b), tedy f(z) = 0 pro vSechna = ¢ (a,b),
e hustota je shora omezena konstantou M, tedy f(x) < M pro vSechna x.

repeat
x := random() * (b-a) + a;
y := random() * M;

until y < £(x);

return x;

Vygenerujeme ¢isla x € (a,b) a y € (0, M), obé s rovhomérnym rozloZenim. Jestlize y < f(x),
pak ¢islo x vyddme jako vysledek (tedy pseudondhodné éislo s pozadovanym rozloZenim). Jestlize
naopak y = f(x), pak cely postup opakujeme, tj. znovu vygenerujeme z a y.

Zduvodnéni, ze vyslednd hodnota m& pozadované rozloZeni, se opira o fakt, Ze hodnota x je
potvrzena (a vygenerovdna jako vysledek) s pravdépodobnosti, kterd je timérnd hodnoté hustoty
f(@).

Je ziejmé, ze nez dostaneme néjaky vysledek, muze se vygenerovat nékdy i hodné velky pocet
dvojic x a y.

9.4.7 Normalni rozloZeni lze generovat snadno zapamatovatelnou metodou. V teorii pravdé-
podobnosti tzv. centralni limitni véta 9.1.17 k4, Ze aritmeticky primér n navzdjem nezavislych
nahodnych veli¢in se stejnym rozlozenim, které splnuje velmi obecné predpoklady, napt. ma ko-
necny rozptyl, konverguje pro n — oo k normalnimu rozlozeni.

Néhodné ¢isla s normovanym normalnim rozlozenim N(0,1) (tj. se stfedni hodnotou 0 a
s rozptylem 1) lze pfiblizné generovat jako soucet dvandcti ndhodnych ¢isel s rovnomérnym
rozlozenim v intervalu (—0.5,0.5). (Dvanécti proto, Ze rovnomérné rozlozeni na intervalu délky
1 mé rozptyl 1/12 a rozptyly se secitaji.) P¥islusny dsek programu je

S := -6.0;
for i:=1 to 12 do S := S + random();
return S;

Pozadujeme-li vétsi presnost, muzeme pocitat prumeér z vétsiho poc¢tu ndhodnych ¢isel s rovno-
mérnym rozlozenim a vysledek upravit, aby mél pozadovany rozptyl, napr. takto:

S := -24.0;
for i:=1 to 48 do S := S + random();
return S / 2.0;

Dokonalejsi a rychlejsi generator normélniho rozlozeni vyuziva trik podobny vylucovaci metodé
a vysledek transformuje. Matematické zduivodnéni presahuje ramec tohoto textu.
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repeat

vl := 2*random() - 1.0;

v2 := 2*random() - 1.0;

S = vikxvl + v2%v2;
until S < 1.0; {bod (v1,v2) lezi v jednotkovém kruhu}
return vl * sqrt(-2.0 * 1ln(s) / s);

9.4.8 Poissonovo rozlozeni. Poissonovo rozlozeni lze generovat podle poznamky uvedené v 77.

Néahodné veli¢ina s Poissonovym rozlozenim je tedy rovna poctu, kolik je tfeba secist nezavis-
Iych ndhodnych veli¢in s exponencialnim rozlozenim s parametrem A\, aby soucet presahl jednicku.
Nahodné ¢islo s exponencidlnim rozlozenim se podle 9.4.5 ziskava logaritmovanim ¢isla s rovno-
mérnym rozloZzenim (viz 9.4.5). Postup lze zjednodusit tim, ze budeme ndhodné ¢isla z intervalu
(0,1) nésobit namisto se¢iténi jejich logaritmi. Cely algoritmus vypad4 takto:

X := -1;

a := exp(-lambda);

S :=1.0;

repeat
S := S * random();
X :=x + 1;

until S < a;

return x;

9.4.9 Cviceni. Napiste tisek programu, ktery generuje ndhodna ¢isla s diskrétnim rovnomérnym
rozlozenim na mnoziné {7,9,11,13}.

9.4.10 Cviceni. Napiste tisek programu, ktery generuje ndhodna ¢isla s diskrétnim rovnomeér-
nym rozloZzenim na mnoziné {7,9,10,11,15}.

9.4.11 Cviceni. Napiste tisek programu, ktery generuje ndhodna ¢isla s normalnim rozlozenim
se stfedni hodnotou 7.5 a rozptylem 3.

9.4.12 Cviceni. V nékterych spolecenskych hrach se ke generovani ndhodnych ¢isel pouzivaji
specidlni kostky — desetisténna, dvanictisténna a dvacetisténna. Navrhnéte co nejjednodussi
zpusob, jak pouzit{ téchto kostek nahradit opakovanym hdzenim bé&Zznou (Sestisténnou) kostkou ze
hry ,,Clovéée nezlob se“. Pozor: je tieba zajistit, aby vysledna nahodn4 veli¢ina méla rovnomérné
rozlozeni.

9.4.13 Cviceni. Navrhnéte zpiisob, jak béznou kostku z ,,Clovéée, nezlob se“ nahradit hizenim
minci.

9.4.14 Cviceni. Napiste funkci, kterd generuje nahodnd ¢isla s diskrétnim rozlozenim, které

nabyva hodnot hi,...,h, s pravdépodobnostmi pq,...,p,. Predpokladejte, ze hodnoty h; a
pravdépodobnosti p; jsou predavany jako parametry typu pole.

9.5 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo spoc¢iva v provadéni ndhodnych experimentt a jejich statistickém vyhodno-
ceni. Ndhodny experiment muze ale nemusi byt simulacni.
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132 Kapitola 9. Nahodna ¢isla a metoda Monte Carlo

9.5.1 Urceni ¢éisla m héazenim jehly je lehce kuridzni, zcela nepraktickou, ale pouc¢nou
ukazkou metody Monte Carlo.

Néhodny experiment spoc¢iva v hézeni jehly na linkovany papir. Lze matematicky dokazat, Ze
pokud se délka jehly rovna vzdalenosti mezi linkami, je pravdépodobnost, ze jehla protne nékterou
linku, rovna 2/7.

Provedeme-li tedy n experimenti (tj. n-krat hodime jehlu), pfi¢emz k z téchto pokust dopadne
tak, Ze jehla protne linku, pak k/n bude odhad pravdépodobnosti, Ze jehla protne linku. Tedy
k/n ~ 2/m, tedy ¢islo 2n/k je statistickym odhadem &isla 7. Presnost zévisi na poétu pokust a
nutné bude vztazena k néjaké hladiné pravdépodobnosti.

Je treba zduraznit, Ze existuji mnohem presnéjsi a efektivnéjsi metody, jak pocitat cislo m
s libovolnou presnosti a bez statistickych chyb.

9.5.2 Priblizny vypocet integralu. Numerickd integrace funguje dobfe v prostorech nizké
dimenze (nejlépe v prostoru dimenze 1). V mnohorozmérnych prostorech se stdvd vypocetné
nesmirné naro¢nou. Metodou Monte Carlo lze integral priblizné pocitat jako aritmeticky prameér
funkénich hodnot v ndhodné vygenerovanych bodech.

9.5.3 Podpora rozhodovani. Hodnoceni alternativ, mezi kterymi se rozhodujeme, je Casto
zéavislé na mnoha ndhodnych velicinach, casto komplikované definovanych. Metoda Monte Carlo je
pomérné jednoduchym a univerzalnim nastrojem pro vyhodnoceni.

9.5.4 Simulace nahodnych procesi je nejcastéjsim pouzitim metody Monte Carlo. Viz
nasledujici kapitola.
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Kapitola 10

Nahodné procesy

10.1 Nahodné procesy obecné

10.1.1 Nahodny proces je zobrazeni P :T — S, které hodnoté t € T', kterou je nejcastéji cas,
prifazuje ndhodny jev, nej¢astéji ndhodnou veli¢inu (jednorozmérnou nebo vicerozmeérnou).

Pro minulé ¢asové okamziky zpravidla vime, v jakém stavu proces byl, jaka byla historie procesu.
Pro budouci okamziky stav procesu nezname a pokladame jej za nahodny jev.

Vétsinu déju ,ze zivota“ lze modelovat jako ndahodné procesy.

U nahodného procesu nas muize zajimat a vice ¢i méné tspésné lze zjistovat

e predpovéd budouciho chovani procesu na zakladé znalosti jeho typu, parametr a pripadné
minulého pribéhu, Prikladem muze byt predpovéd pocasi, predpovéd vyvoje kurzu akcii,
predpoveéd poptavky po néjakém typu zbozi.

e dlouhodobé charakteristiky pribéhu procesu na zdkladé znalosti typu a parametri procesu.
Prikladem mize byt praumérna délka fronty, rozlozeni doby cekani na uradé apod.

Reseni téchto otdzek lze ziskat bud analyticky, tj. vipoétem za vydatné pomoci teorie na-
hodnych procesti a nebo simulaci (napodobenim) procesu metodou Monte Carlo (viz kapitola 13,
str. 153).

10.1.2 Priklad — hazardni hra. Pfedstavte si jednoduchou hazardni hru dvou hracd. Oba
hraci maji dohromady K korun. Jedno kolo hry spociva v tom, ze oba hraci hodi kostkou. Komu
padne na kostce méné bodu nez protihraci, ten zaplati druhému korunu. Kdo nemé na zaplaceni,
ten celkové prohral a hra tim kondi.

Za stav procesu zde muzeme poklddat pocet korun, které mé jeden z hraca. Stavovy prostor
tedy bude mnozina {0,1,..., K}. V kazdém kole hry se stav procesu zvétsi o 1, zmensi o 1, nebo
zustane stejny.

10.1.3 Stavovy prostor nahodného procesu je jevové pole, tj. mnozina stavi, kterych miize
proces nabyt.

Stav procesu mize byt vyjadien jednorozmérnou ndhodnou veli¢inou, mize to byt vicerozmérna
nahodné veli¢ina nebo to dokonce muze byt obecnd mnozina.

Stav procesu nazyvame diskrétnim, kdyz neni limitou posloupnosti jinych stavi. Typickymi
pripady diskrétnich stavi jsou stavy vyjadrené celoc¢iselnymi ndhodnymi velicinami nebo veli¢inami
zaokrouhlenymi na néjay pocet desetinnych mist. Také jsou-li stavy procesu obecnymi prvky néjaké
obecné mnoziny, ktera neni nijak strukturovana, i zde jde o diskrétni stavovy prostor.
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134 Kapitola 10. Nahodné procesy

10.1.4 Procesy se spojitym casem jsou takové, kde stavy procesu uvazujeme ve vSech
okamzicich vyjadrenych redlnym cislem. Mezi kazdymi dvéma okamziky je nekoneéné mnoho
ruznych okamziki. Zména stavu procesu je myslitelna kdykoli, tj. v jakémkoli okamziku.

I kdyz je ¢as spojity, zmény stavu spojité byt mohou a nemusi. Piikladem je proces prichdzeni
zékaznika do obchodu. Zakaznik muze prijit kdykoli, ale pocet zdkaznik je vzdy celé cislo.

10.1.5 Procesy s diskrétnim casem jsou takové, kde ke zménam stavu dochazi pouze
v posloupnosti diskrétnich okamziki tg,t1,t2,... Mezi témito okamziky se stav procesu neméni
(nic se nedéje). U procesu s diskrétnim casem mé smysl mluvit o bezprostiedné nésledujicim a
bezprosttedné predchazejicim ¢asovém okamziku.

Diskrétni ¢as mizeme dostat dvéma zakladnimi zptsoby. Casto Gimyslné omezime sviij zajem
pouze na diskrétn{ okamziky (napf. budeme méfit teplotu nikoli kontinudlng, ale jen v kazdou
celou hodinu, nebo HDP zjistujeme vzdy za rok).

Druhd moznost, jak mizeme dostat diskrétni cas, je odvodit ¢asové okamziky od néjakych
udéalosti, napt. od zmén stavu procesu. Piikladem je hazardni hra z ptfikladu 10.1.2, kde za pristi
okamzik muzeme vzit dobu, kdy oba hraci hodi kostkou, nebo dobu, kdy dojde ke zméné stavu
hry (coZ neni totéz).

10.1.6 Priklady.

Spojity Cas, spojity stavovy prostor — priubéh venkovni teploty, Browntv pohyb.
Spojity cas, diskrétni stavovy prostor — pocet zakaznikd v obchodé.

Diskrétni ¢as, spojity stavovy prostor — teplota kazdy den v 7 hodin réno.

Diskrétni ¢as, diskrétni stavovy prostor — teplota kazdy den mérend s presnosti na desetinu
stupné, ale také hazardni hra z prikladu 10.1.2.

10.1.7 Homogenni ndhodny proces je takovy, jehoz pravdépodobnostni charakteristiky se
v case nemeéni. Tedy napiiklad pravdépodobnost, ze dojde k udalosti béhem minutového intervalu,
nezavisi na tom, kde je tento interval umistén na ¢asové ose (tj. napf. na tom, kolik je zrovna hodin
nebo které je roéni obdobf).

Je-li ndhodny proces homogenni, velice to zjednodusuje jeho analyzu. V praxi je jen mélo pro-
cest naprosto homogennich. Ve vhodné zvoleném casovém intervalu vSak predpoklad homogenity
muze byt prijatelny.

10.1.8 Citaci proces je ndhodny proces, ktery je tvoren udalostmi stejného typu. Ponévadz
vsSechny udalosti jsou stejné, je na ¢itacim procesu zajimavé pouze to, jak jsou udélosti rozlozeny
v Case, tedy napr. kolik udélosti nastalo v zavislosti na case.

Citaci procesy maji spojity ¢as a diskrétni stavovy prostor.

Priklady c¢itacich procesii: Prichody zakaznikti do obchodu, otfesy zemské kury, poruchy stroje.

10.1.9 Nahodny proces bez paméti je takovy nahodny proces, kde budouci vyskyt udalosti
je stochasticky nezavisly na predchozi historii procesu. To mimo jiné znamena, ze znalost historie
procesu je pro predpovidani budouciho prubéhu zcela bezcenna.

Priklad: opakované hazime kostkou, stavem procesu je pocet bodu v naposledy provedeném
hodu. Tento proces je homogenni a bez paméti. To, ze vam uz stokrat nepadla sestka nijak nezvysuje
ani nesnizuje pravdépodobnost, ze v pristim hodu sSestka padne.

10.2 Poissontiv proces

Poissontv proces je matematickym vyjadienim predstavy ,c¢isté ndhodného vyskytu udalosti®.
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10.2.1 Poissontv proces je ndhodny proces, ktetry je ¢itaci, homogenni a bez paméti.

Tyto tii vlastnosti definuji Poissontiv proces jednoznac¢né az na jediny parametr, totiz jeho
intenzitu (prumérny pocet udalosti za jednotku ¢asu). Jinymi slovy, dva Poissonovy procesy jsou
stejné prave tehdy, kdyz maji stejnou intenzitu.

Vv

10.2.2 Intenzita Poissonova procesu je primérny pocet udalosti za jednotku casu.
Pozor, nezapomente na slovo prumeérny. Skutecny pocet udélosti za jednotku casu je ndhodna
veli¢ina s poissonovym rozlozenim, viz 9.1.20.

10.2.3 Doba ¢ekani na nejblizsi udalost v Poissonové procesu mé exponencialni rozloZeni.

DUkAz: Ozna¢me G(z) pravdépodobnost, ze béhem ¢asového intervalu o délce = nedojde
v Poissonové procesu k zadné udélosti. Toto oznaceni ma dobry smysl: je-li proces Poissontv,
pak zminénd pravdépodobnost opravdu nezdlezi na niCem jiném nez na délce intervalu.
Ponévadz je proces bez paméti, pravdépodobnost nezavisi na predchozi historii procesu a
z homogennosti plyne, ze pravdépodobnost nezavisi ani na umisténi intervalu na c¢asové ose.

Nyni vezméme dva libovolné na sebe navazujici casové intervaly o délkach s a t. Pravdé-
podobnosti G(s) a G(t), Zze béhem nich nedojde k zddné udalosti, jsou stochasticky nezavislé
(ponévadz proces je bez paméti). Proto pro pravdépodobnost G(s + t), ze nedojde k zddné
udéalosti béhem intervalu o délce s + t plati

G(s+1t)=G(s)-G(t)

V matematické analyze je dokdzano, ze této rovnici vyhovuje jediny typ funkce, totiz funkce
exponencidlni. Funkce G(z) tedy ma tvar G(z) = e™>*, kde A je néjaka kladna konstanta.
Zkusme nyni ¢ekat na nejblizsi dalsi udalost. Cekani zahdjime v ¢ase t = 0, ndhodnou
veli¢inu “doba ¢ekani” oznacme X. O distribuéni funkci F' této veli¢iny pro = > 0 plati
F(z) = P(X £2) =1— G(x), nebot jev ,uddlost nastane nejpozdé&ji v case z“ je doplitkem
jevu ,udélost nenastane v intervalu (0,z)“, tj. jevu ,udalost nastane pozdéji nez v case z*.
Plati tedy
1-Gz)=1—e proz>0,

F(x)—P(XSx)—{O proxz <0,

coz je vzorec distribu¢ni funkce exponencidlniho rozlozeni (viz 9.1.18). a

10.2.4 Intervaly mezi udalostmi Poissonova procesu jsou navzijem stochasticky nezavislé
a maji vSechny stejné exponencialni rozlozeni. Parametrem tohoto rozlozeni je intenzita procesu A.

Ze jde o exponencialni rozlozeni, trividlné vyplyva z 10.2.3, vyznam parametru A\ pak vyplyva
ze vzorce pro stfedni hodnotu exponencidlniho rozlozeni.

10.2.5 Pocet udalosti Poissonova procesu za jednotku casu méa Poissonovo rozlozeni
s parametrem A rovnym intenzité procesu. Pravdépodobnost pg, Zze béhem intervalu jednotkové
délky dojde k pfesné k udalostem, je

7)\)\]{,‘
e

k!

Stredni pocet udélosti za jednotku Casu je samoziejmé rovem \.

Pk =

10.2.6 Pocet udalosti Poissonova procesu v obecném casovém intervalu délky ¢ méa
rovnéz Poissonovo rozlozeni, ovsem s parametrem At. Tedy pravdépodobnost, Ze dojde k pfesné k
udalostem béhem intervalu délky t, je

e*)\t()\t)k‘

Pe ="
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10.2.7 Alternativni definice Poissonova procesu.

e (Citaci proces je Poissontiv pravé tehdy, kdyz je homogenni a intervaly mezi udalostmi jsou
stochasticky nezavislé a maji vSechny stejné exponencialni rozlozeni.

e Citaci proces je Poissontv pravé tehdy, kdyz je homogenni a pocty udalosti v Casovém
intervalu maji Poissonovo rozlozeni.

e Citaci proces je Poissoniiv pravé tehdy, kdyz pravdépodobnost pa, Ze nastane udélost
v malém casovém intervalu délky A, délena délkou tohoto intervalu A, konverguje pro
A — 04 k intenzité procesu A. (Jinak Feceno, pro malé A plati pao ~ AA.)

Tyto alternativn{ definice (zejména prvni z nich) jsou uziteéné pii statistickém testovani, zda néjaky
proces, ktery pozorujeme, lze pokladat za proces Poissontv.

10.2.8 Praktické priklady Poissonova procesu. Nejvétsi prakticky vyznam je dvoji

e Poissonovym procesem lze modelovat vyskyty poruch u zafizeni, u nichz opotfebeni hraje
zanedbatelnou roli a poruchy maji jiné priciny. Typickym ptikladem jsou elektronicka zatizeni
s minimem pohyblivych soucasti.

V technickych specifikacich rtznych vyrobktt byva misto intenzity poruch uvadén tdaj se
zkratkou MTBF (Mean Time Between Failures), coz je pfevracend hodnota intenzity procesu.

e V teorii front se Poissontuv proces ¢asto vyskytuje jako vstupni proces, tj. proces ptichdzeni
zakaznikd.

Dalsimi priklady jsou rozpady ¢éastic ve vzorku radioaktivniho materidlu nebo prilety c¢éastic
kosmického zateni.

Obecné lze Poissontv proces oc¢ekdvat tam, kde udalosti stejného typu nastavaji jednotlivé a
pritom nezéavisle na sobé navzajem i nezavisle na Case.

10.2.9 Priklad. Predpokladejme, ze poruchy stroje tvori Poissontiv proces, stfedni doba mezi
poruchami (MTBF) je 80 provoznich hodin. Predpokldddme 8 hodin provozu denné. Mame tii
nahradni dily, dalsi dostaneme az za 5 dni. Jaka je pravdépodobnost, Ze zdsoba nahradnich dila
nebude stadit.

Za ¢asovou jednotku zvolme 5 dni. Intenzita procesu poruch pak je 1/2. Pravdépodobnost, Ze
nahradni dily nebudou stacit, je rovna pravdépodobnosti, ze v Poissonové procesu dojde béhem
¢asové jednotky (5 dni) ke ¢étyfem nebo vice poruchdm. Ze vzorce pro Poissonovo rozlozeni 9.1.20
dostaneme py = 0.60653,p; = 0.30327,ps = 0.07582, ps = 0.01264. Pravdépodobnost, ze zasoba
nebude stacit, je rovha 1 — pg — p1 — p2 — ps = 1 — 0.60653 — 0.30327 — 0.07582 — 0.01264 = 1 —
—0.99825 = 0.00175.

Vsimnéte si, ze v této tloze jsme cas uvazovali jako dobu provozu. To mj. znamend, ze moznost
vzniku poruchy, kdyz je stroj mimo provoz, tedy napr. vlivem stari, zde zanedbavame.

10.2.10 Cviceni. Predpoklddejme, Ze poruchy pneumatiky tvori Poissonuv proces vzhledem
k ujeté vzdalenosti (tedy ,cas“ Poissonova procesu zde méfime jako ujetou vzdélenost). Primérné
nastane jedna porucha pneumatiky po 50000 km jizdy. V auté mame jedno rezervni kolo. Jaka je
pravdépodobnost, ze kvuli poruchdm pneumatik nedojedeme do cile vzdaleného 5000 km?

10.2.11 Generovani Poissonova procesu. Casové intervaly mezi udalostmi Poissonova pro-
cesu maji (viz 10.2.4) exponencidlni rozloZeni s parametrem A, kde A je intenzita procesu.

Staéi tedy generovat ndhodna éisla s exponencidlnim rozlozenim (podle 9.4.5). Cas, kdy nastane
dalsi udalost dostaneme tak, Ze k casu, kdy nastala udédlost predchozi, pricteme vzdy dalsi
z vygenerovanych c¢isel s exponencidlnim rozlorenim.
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Kapitola 11

Markovské retézce

11.1 Zakladni pojmy

11.1.1 Markovsky retézec je ndhodny proces s diskrétni mnozinou stavi, diskrétnim casem
a takovy, ze pravdépodobnost pgt), ze v ¢ase t bude proces ve stavu i, je stochasticky zavisla pouze
na stavu v predchozim okamziku, tj. na stavu v case t — 1.

Budeme se zabyvat pouze tzv. homogennimi markovskymi Fetézci, tj. takovymi, kde vyse
zminéné pravdépodobnosti nezavisi na case t.

A déle, budeme se zabyvat pouze kone¢nymi markovskymi fetézci, tj. takovymi, jejichz mnozina
stavil je koneénd. Casto pfitom budeme pfedpoklidat, ze stavy mame oéislovany pfirozenymi &isly
1,2,3,...

11.1.2 Diskrétni cas. Predpoklad, ze v markovském fetézci je Cas diskrétni, znamena, ze
nas stavy procesu zajimaji pouze v okamzicich, které tvori (potencidlné nekonecnou) rostouci
posloupnost. Mezi témito okamziky se v markovském fetézci nic nedéje, ¢as mezi témito okamziky
v modelu neexistuje.

Zejména to znamenad, ze pro okamzik t ma smysl hovotit o ndsledujicim casovém okamziku —
budeme jej znacit jako okamzik ¢ + 1. Pro spojity Cas toto neplati: ve spojitém case mezi kazdymi
dvéma rtznymi okamziky ¢1, s lezi nekonecné mnoho okamziki ¢ takovych, ze 1 < t < ts.

P1i praktickém modelovani néjakého déje pomoci markovského fetézce jsou okamziky t; zpra-
vidla odvozeny od vyskytu néjaké udalosti. Casto touto udélosti byva zména stavu fetézce, to
odpovidé situaci, kdy nés zajimaji jen zmény stavi a nikoli doby, za jak dlouho ke zméné stavu
dochézi. Okamziky t; vS8ak mohou byt odvozeny i od jinych udélosti, nez pouze od zmén stavu.

Jiny, rovnéz Casty, zptisob modelovani spociva v tom, ze stavy modelovaného déje sledujeme se
zcela pravidelnym c¢asovym krokem, napr. kazdych 5 milisekund nebo kazdého prvniho v meésici.
To pak znamend, Ze ve skuteéném dé&ji (v dé&ji, ktery modelujeme) muZe béhem ¢asového kroku
dojit i k nékolika zméndm stavu, ale model (markovsky Tetézec) tyto zmény nedokédze zachytit.
Tento zplisob modelovani vsak na rozdil od predchoziho umoznuje modelovat dobu, kterda uplyne
mezi zménami stavi nebo nez je dosazeno néjakého cilového stavu.

11.1.3 Pravdépodobnostni vektor v ¢ase ¢. Svou znalost (zpravidla nedplnou) o tom,
ve kterém stavu se nachazel, nachazi nebo bude nachizet markovsky fetézec v case t, budeme
vyjadfovat jako pravdépodobnostni vektor

p® =, pM . p1y

kde n je pocet stavi markovského Fetézce.
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138 Kapitola 11. Markovské fetézce

Pokud s jistotou vime, ze v Case t Tetézec byl ve stavu i, pak jde o specidlni pripad, kdy pz(»t) =1

a ostatni pravdépodobnosti pgt)

Pravdépodobnostni vektor mé vzdy vSechny slozky nezaporné a jejich soucet je roven jedné.
Pravdépodobnostni vektor budeme poklddat za vektor fadkovy (to kvili pohodlnému ndsobenf
tzv. prechodovou matici).

pro j # 0 jsou nulové.

11.1.4 Pravdépodobnosti prechodu, prechodova matice. Oznac¢me p; ; podminénou prav-
dépodobnost, ze markovsky retézec bude v Case t ve stavu j, za podminky, Ze v predchozim oka-
mziku ¢ — 1 byl ve stavu 1.

Mame-li stavy pevné ocislovany 1,2,...,n, pak pravdépodobnosti p; ; miiZeme usporddat do
¢tvercové matice, kterou nazyvame prechodovou matici.

Prechodova matice mé vSechny prvky nezaporné a soucet prvka v libovolném radku je roven
jedné. Jeji tfadky jsou tedy pravdépodobnostni vektory ve smyslu 11.1.3.

Naopak, kazda ¢tvercova matice, jejiz vSechny prvky jsou nezaporné a soucty radku jsou rovny
jedné, je prechodovou matici néjakého markovského retézce. Takova matice se nazyva stochastickd.

11.1.5 Priklad — hazardni hra. Dva hraci maji dohromady 3 K¢. Hra se skladé z posloupnosti
partii, v kazdé partii se hraje o jednu korunu: ten, kdo partii prohral, musi zaplatit vitézi 1 Kc.
Kdyz hra¢ prohrél partii a nema na zaplaceni, pak tento hra¢ prohral celou hru a hra tim kondi.
VSechny partie se hraji stejnym zptisobem a spocivaji v tom, ze oba hrac¢i hodi kostkou a komu
na kostce padne méné bodt, ten prohrél a zaplati 1 Ké. Pokud obéma hractim padne stejny pocet
bodu, je vysledek partie nerozhodny a nikdo nic neplati a stav hry se nemeéni.

Na této hre nds muze zajimat naptiklad to, jak zavisi pravdépodobnost celkové prohry na
vychozim stavu, tj. na tom, s kolika penézi nas hrac¢ zacinal hrat. Dale by nas mohlo zajimat, jaky
bude stfedni pocet partii nez hra skonci, jaka je pravdépodobnost, ze po péti partiich jiz bude hra
skoncena nebo jaka je pravdépodobnost, Ze po ¢tyfech partiich bude nas hrac¢ mit presné 2 K¢.

Tuto hru lze modelovat markovskym Fetézcem o Sesti stavech. Cty¥i stavy odpovidaji staviim
financi jednoho z hraci (0, 1, 2, 3), dalsf dva stavy odpovidaji celkové prohie a celkové vyhie. Cas
je v tomto modelu urcen udélosti, totiz sehranim dalsi partie. Pfechodova matice mé tvar

1 0 0 0 0 0

5/12 1/6  5/12 0 0 0

p_| 0 5/12 1/6 5/12 0 0

1o 0 5/12 1/6 5/12 0
0 0 0 5/12 1/6  5/12

0 0 0 0 0 1

11.1.6 Priklad — taz hazardni hra trochu jinak. Jiny model téZe hry (tj. jiny markovsky re-
tézec) dostaneme, kdyZ nerozhodné partie budeme pokladat za neplatné (nepodafené) a nebudeme
je pocitat. Tento markovsky retézec bude mit prechodovou matici

1 0 0 0 0 0
/2 0 120 0 0
p_| 0 120 120 0
“lo o 12 0 1/2 0
o 0 0 1/2 0 1/2
o 0 0 0 0 1

V obou modelech lze rovnocennym zptsobem spocitat pravdépodobnost celkové prohry. Pri-
mérny pocet partii nez hra skon¢i bude ovSsem v obou modelech razny.
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11.1.7 Prechodovy graf markovského retézce je orientovany graf, jehoz vrcholy odpovidaji
staviim markovského Fetézce a orientované hrany odpovidaji moznym pfimym zméndm stavi, tj.
zméndm, které maji nenulovou pravdépodobnost. Kazdd hrana z vrcholu (stavu) ¢ do vrcholu
(stavu) j je ohodnocena pravdépodobnosti prechodu p; ; > 0. Poéet hran je tedy roven pocétu
nenulovych prvkia prechodové matice. Z kazdého vrcholu vychézi alespon jedna hrana a soucet
ohodnoceni vSech hran, které z vrcholu vychazeji, je roven jedné.

Graf markovského Tetézce je dilezity nejen pro svou nézornost, ale zejména proto, ze mnoho
dulezitych vlastnosti markovského fetézce lze snadno odvodit z vlastnosti jeho grafu, zejména z jeho
rozkladu na silné souvislé komponenty.

11.2 Jednoduché vypocty

11.2.1 Vypocet pravdépodobnostnich vektort. Zname-li pfechodovou matici P a pravdeé-
podobnostni vektor pro néjaky c¢asovy okamzik ¢, lze pravdépodobnosti jednotlivych stava pro
nésledujici ¢asovy okamzik ¢t + 1 pocitat podle vzorce

n
t+1 t
P =3 p i
=1

Cely pravdépodobnostni vektor p+1) tedy lze ziskat z pravdépodobnostniho vektoru p® nésobe-
nim prechodovou matici zprava:

Stejnym postupem lze postupné pocitat dalsi a dalsi pravdépodobnostni vektory. Obecné plati
p® = pO . pt

Vyraz P! na pravé strané rovnice je t-td4 mocnina piechodové matice, tj. soucin t stejnych
prechodovych matic P.

11.2.2 Pravdépodobnosti prechodu za vice krokid. Oznacme p(t)

g pravdépodobnost, zZe
fetézec prejde ze stavu i za presné t ¢asovych krokt do stavu j. Pro pevny pocet casovych krokt
t mizeme tyto pravdépodobnosti uspofadat do ¢tvercové matice, oznaéme ji P®).
Prechodova matice P je pak specidlnim pripadem, kde je pocet casovych kroku ¢ = 1.
Plati
pPY = pt.

11.2.3 Priklad. V markovském retézci z piikladu 11.1.5 predpokladejme, Ze nés hrac zac¢ina ve
stavu 3, tj. na zacatku ma 1K¢. S jakou pravdépodobnosti bude mit po ¢tyfech partiich presné
3Kc¢? Kolika zptisoby muze tohoto stavu dosdhnout?

Vychozi pravdépodobnostni vektor je

p® =(0,0,1,0,0,0) .

Pravdépodobnostni vektor p*) bychom mohli zjistit tak, ze bychom vektor p(®) &tyiikrat vynasobili
matici P zprava a z vysledného vektoru bychom vzali patou slozku, tj. pé4). To je postup vhodny
pro pocéita¢ (nebo pro kalkulacku, kterd umi ndsobit matice). Pro ruéni vypocet je to ponékud
pracné a nepohodlné.

Jiny zptsob by mohl byt tento: Napiseme seznam vSech moznosti, jak se nas retézec muze dostat
ze stavu 3 do stavu 5. Kazd4a tato moznost je vlastné posloupnost vysledku ¢tyr partii. Pro kazdou
z téchto posloupnosti vypocteme pravdépodobnost, Ze prubéh hry bude presné takovy (pujde
o0 soudin ¢tyT pravdépodobnosti pro ¢tyfi partie). Pravdépodobnosti jednotlivych posloupnosti pak
seCteme.
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140 Kapitola 11. Markovské fetézce

PVVV  5/12-5/12-5/12-5/12 = 0.0301408
VPVV  5/12 -5/12-5/12-5/12 = 0.0301408
VVPV  5/12 -5/12-5/12-5/12 = 0.0301408
NNVV  2/12-2/12-5/12-5/12 = 0.0048225
NVNV  2/12 -5/12-2/12-5/12 = 0.0048225
NVVN  2/12 -5/12-5/12 - 2/12 = 0.0048225
VNNV 5/12-2/12-2/12-5/12 = 0.0048225
VNVN  5/12-2/12-5/12 - 2/12 = 0.0048225
VVNN  5/12 -5/12-2/12 - 2/12 = 0.0048225

= 0.1193576

e e e e e e T

Tato ,metoda hrubé sily“ sice zarucené vede ke spravnému vysledku, ale je zfejmé, ze je velice
pracnd, zejména pro vétsi hodnoty t je dokonce mnohem pracnéjsi nez vypocet mocniny matice
Pt. Dalsi nevyhodou této metody jsou problémy se zaokrouhlovinim, nebot vysledek ziskame jako
soucet velkého poctu velmi malych ¢isel.

Pro ru¢ni vypocet je v nasem jednoduchém ptrikladé vhodnéjsi pocitat pravdépodobnostni
vektory postupné, tedy vlastné stejné jako pfi nasobeni prechodovou matici, ale namisto nepoho-
dIného nasobeni matici budeme postupovat podle schématu

i p” P
N
PEtH)
pricemz samoziejmé nesmime pocitat neexistujici prechody ze stavi 1 a 6.

Podle stejného schématu lze snadno spocitat o pocet moznosti, jen pritom pouzivame prosté
se¢itame prislusné hodnoty z predchoziho radku. Ponévadz vypocet po¢tu moznosti je jednodussi,
predvedeme jej jako prvni:

ti||1 2 3 4 5 6
oiffo o 1 0 0 O
10 1 1 1 0 0
241 2 3 2 1 0
33 5 7 6 3 1
418 12 18 16 9 4

Vsimnéte si, ze z posledni fadky stacilo spocitat jen jednu hodnotu, kterd nds zajima (tj. 9 moznosti)

a podobné jsme mohli vynechat i nékolik dalsich hodnot.

Nyni jiz predvedeme vypocet pravdépodobnosti pé4):

t 1 2 3 1 5 6
0 1

1 5/12 2/12 5/12

2 54/144 20144 25/144

3 435/1728  150/1728

4 2475/20736

coz dava vysledek shodny s predchozim.

11.3 Klasifikace stavii a typy retézcua

Vétsinu téchto pojmt definujeme pomoci vlastnosti prechodového grafu, nebot tyto vlastnosti lze
v grafu pomérné snadno ovérit.
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11.3.1 Stochasticky uzaviena mnozZina stavu je takovd mnozina, ze které nevychdzi zadna
hrana ven. Jinak feceno, pravdépodobnost, ze markovsky fetézec opusti stochasticky uzavienou
mnozinu, je nulova.

11.3.2 Ergodicka mnozZina stavi je stochasticky uzaviend mnozina, kterd neobsahuje mensi
stochasticky uzavienou mnozinu.

Mnozina stavi je ergodickd pravé tehdy, kdyz ji odpovidajici podgraf prechodového grafu je
silné souvislou komponentu, ze které nevychazi ven zddna hrana.

Ergodicky stav je stav, ktery je prvkem néjaké ergodické mnoziny. Kazdy markovsky retézec
mé alespon jednu ergodickou mnozinu.

11.3.3 Transientni stav je stav, ktery neni ergodicky.
Transientni mnozina je mnozina vsech transientnich stavi. Transientni mnozina se tedy sklada
z nula az nékolika silné souvislych komponent prechodového grafu.

11.3.4 Absorbujici stav je stav, ktery sim tvori jednoprvkovou ergodickou mnozinu.
Stav je absorbujici pravé tehdy, kdyz v prechodovém grafu z tohoto stavu vychézi jedind hrana
a to smycka (kterd mé tudiz pravdépodobnost 1).

11.3.5 Absorbujici retézec je takovy markovsky retézec, jehoz vSechny ergodické stavy jsou
absorbujici.

11.3.6 Ergodicky markovsky retézec je takovy, jehoz prechodovy graf je silné souvisly.

11.3.7 Stacionarni markovsky retézec je takovy, jehoz prechodovy graf je silné souvisly a
nejvétsi spoleény délitel délek vSech cyklu je roven jedné (tj. délky vsech cyklu jsou nesoudélné).
Dodejme, ze délku cyklu zde chapeme jako pocet jeho hran.

Vysvétleni nazvu stacionarni je podéano v 11.6.

11.3.8 Periodicky markovsky retézec je takovy, jehoz prechodovy graf je silné souvisly a
nejvétsi spolecny délitel délek vSech cyklu je vétsi nez jedna (tj. délky vsech cyklu jsou soudélné).
Dodejme, ze délku cyklu zde chapeme jako pocet jeho hran.

Vysvétleni nazvu periodicky je podédno v 11.7.

11.4 Analyza obecného markovského retézce

Prvym krokem v analyze obecného markovského fetézce je vzdy nalezeni silné souvislych kompo-
nent a jejich rozdéleni na transientni a ergodické.

11.4.1 Analyza transientniho chovani. Ma-li fetézec neprazdnou transientni ¢ast, pak za-
kladni otazky tykajici se této casti jsou:

e Je-li ddn vychozi transientni stav a cilovd ergodickd mmnozina, ur¢it pravdépodobnost, zZe
fetézec dosdhne této ergodické mnoziny

e Je-li dan vychozi transientni stav, urcit stfedni pocet krokl, nez bude dosazeno nékterého
ergodického stavu.

e Je-li dan vychozi transientni stav ¢ a dalsi transientni stav j, urc¢it stfedni pocet prichodt
stavem j, nez bude dosazeno nékterého ergodického stavu.
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Pro tucely teseni téchto otdzek lze markovsky fetézec zjednodusit tim, ze kazdou ergodickou
mnozinu stavi nahradime jednim absorbujicim stavem. Pro feseni otdzek 2 a 3 dokonce muizeme
vSechny ergodické mnoziny nahradit jednim spoleénym absorbujicim stavem.

Resenim téchto otézek se budeme zabyvat v 11.5.

Je-li transientni ¢ast Tetézce prazdnd, jsou vsechny stavy fetézce ergodické a analyzu transient-
niho chovani preskakujeme.

11.4.2 Analyza ergodického chovani. Co se s fetézcem déje po dosazeni ergodického stavu,
lze zjistovat pro kazdou ergodickou mmnozinu zvlast, nebotf fetézec nemiize ergodickou mnozinu
opustit.

Ukazuje se, podrobnéji viz 11.6 a 11.7, ze dlouhodobé chovani ergodického Tetézce je do
zna¢né miry nezavislé na vychozim stavu. Proto v analyze ergodického chovani uvazujeme kazdou
ergodickou mnozinu zvlast jako samostatny ergodicky markovsky retézec.

V ergodickych fetézcich jsou zdkladni otazky tyto:

e Pro kazdy stav i urcit pravdépodobnost w;, ze v ndhodné zvoleném okamziku najdeme fetézec
ve stavu 4.

e Pro kazdy stav i urcit stfedni pocet krokt, po kterém se fetézec vrati do stavu .

Resenim téchto otazek se budeme zabyvat v 11.6 a 11.7.

11.5 Absorbujici retézce

Uvedeme dva zpiisoby feSeni otazek uvedenych v 11.4.1. Jeden bude zaloZen na upravach grafu,
druhy bude zalozen na maticich. Nejprve vsak dulezité tvrzeni.

11.5.1 Véta. Pro kazdy markovsky fetézec a pro kazdy vychozi transientni stav i plati, Ze
posloupnost pravdépodobnosti, Ze se fetézec v Case t nachazi v transientnim stavu, konverguje
k nule pro t — oo.

DUKAZ je tfeba doplnit.

11.5.2 Kanonicky tvar prechodové matice absorbujiciho retézce. Stavy absorbujiciho
Tetézce lze precislovat tak, Ze nejnizsimi ¢isly jsou ocislovany absorbujici stavy a za nimi nasleduji
stavy transientni. Po takovém precislovani ma prechodova matice tvar

- ()

11.5.3 Véta. Mocniny matice Q konverguji k nulové matici, tj. lim; o, Q° = 0.
Existuje inverzni matice (E — Q)~!
Soucet maticové fady 0+ E + Q + Q% + Q3 + ... existuje a je roven (E — Q)™ L.

11.5.4 Fundamentalni matice absorbujiciho Fetézce je matice H = (£ — Q)™ !.

11.5.5 Véta. Prvky fundamentdlni matice H maji tento vyznam: h; ; je stfedni pocet, kolikrat
fetézec projde stavem j, kdyz zacal ve stavu 1.

DUSLEDEK: Jestlize absorbujici fetézec zacal ve stavu i, pak stiedni pocet ¢asovych krokt, nez
fetézec dosahne absorbujiciho stavu, je roven souctu hodnot v i-tém radku fundamentalni matice

H.
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11.5.6 Pravdépodobnost absorbce v daném stavu Je dan absorbujici fetézec, vychozi
stav i a absorbujici stav j. Oznac¢me b;; pravdépodobnost, ze fetézec dosdhne stavu j, kdyz
(s pravdépodobnosti 1) zacal ve stavu i.

Pravdépodobnosti b; ; 1ze usporddat do matice B. Plati

B=R+@B.
Odtud plyne
(11.1) (F-Q)B=R
a tedy
(11.2) B=(E-Q)'R.

11.5.7 Vypocty pomoci elementarnich tprav grafu. Pro retézce s nevelkym poctem stavi
a pro ru¢ni vypocet je ¢asto vhodnéjsi metoda zalozend na elementarnich dpravach grafu:
Vypocet pravdépodobnosti absorbce pro vychozi stav ¢ je snadny: Graf postupné redukujeme
eliminovanim smycek a vrcholl, az nakonec zbude pouze vychozi vrchol i a vSechny absorbujici
vrcholy. Elementarni upravy zachovavaji pravdépodobnost dosazeni stavu, proto z vysledného grafu
lze okamzité zjistit hledané pravdépodobnosti absorbce v jednotlivych absorbujicich stavech.
Vypocet stfedniho poctu priuchodu stavem j, kdyz retézec zacal ve stavu i, lze také provést
elementarnimi dpravami grafu. Nejprve vSechny absorbujici stavy nahradime jedinym absorbujicim
stavem a, protoze v této tloze se nezajimame, kde k absorbci dojde, ale kdy k ni dojde. Déle pak graf
zredukujeme elementarnimi ipravami tak, aby zbyly pouze tii vrcholy 4, j, a. V tomto redukovaném
grafu ozna¢me p pravdépodobnost smycky ve vrcholu j a dile ozna¢me ¢ pravdépodobnost
prechodu ze stavu 7 do stavu j. Je dobré si uvédomit, ze vzhledem k ptvodnimu absorbujicimu
Fetézci je ¢ pravdépodobnost, Ze ze stavu ¢ bude dosazeno stavu j (tj. Ze nedojde k absorbci
dfive nez stavu j dosdéhneme) a pravdépodobnost p je pravdépodobnost, Ze Tetézec po pruchodu
stavem j do tohoto stavu jesté nékdy vrati (dfive nez dojde k absorbci). Mdme-li takto uréeny
pravdépodobnosti p a ¢, lze stredni pocet prichodt stavem j urcit podle vzorce

q
hij =+

1-p

11.6 Stacionarni retézce

Stacionarni markovské fetézce by bylo mozno pokladat za specidlni pripad fetézcu periodickych,
kde perioda je rovna jedné. Jde vsak o pfipad z praktického hlediska velmi vyznamny, proto mu
vénujeme samostatnou sekci.

Lze dokézat, ze ve staciondrnim retézci pro kazdy stav j existuje limita

: w _ .
(11.3) Jim p; 5 = w;
a tato limita nezavisi na vychozim stavu 1.
Déle, ve staciondrnim Fetézci mocniny prechodové matice P! pro t — oo konvergujf a to k matici
W, jejiz vSechny radky jsou rovny vektoru staciondrnich pravdépodobnosti w = (wq,wa, ..., wy,).
7Z toho plyne, Ze matice W musi splnovat rovnici

(11.4) w-P=w.

11.6.1 Vypocet stacionarnich pravdépodobnosti. Zikladem pro vypocet je soustava rov-
nic 11.4. Tuto soustavu lze ziskat také tak, ze pro jednotlivé stavy uvazujeme vSechny mozné stavy
predchozi: Pro kazdy stav j tak dostdavame rovnici

Wj = WiP1,; +W2P2j + ... + WpPnj
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Soustava rovnic 11.4 je ovSem homogenni (po pfevedeni vSech proménnych na levou stranu
je prava strana nulovd) a proto nemd jednozna¢né fesSeni: libovolny ndsobek néjakého feSeni je
opét FeSenim této soustavy. Matice této soustavy (P — E) je singuldrni, néktery jeji fadek je
linedrn{ kombinac{ ostatnich. Proto ze soustavy 11.4 miizeme jednu rovnici vynechat (1ze ji odvodit
z ostatnich), a ddle k soustavé priddvame rovnici

Resenim takto vzniklé soustavy linearnich rovnic ziskdme vektor staciondrnich pravdépodobnosti
w.

11.6.2 Praktické vyuziti stacionarnich pravdépodobnosti. Pri praktickém modelovani je
casto kazdy stav ¢ v modelovaném déji spojen s ndklady c;. Pro nékteré stavy to samoziejmé mohou
byt naklady nulové. P¥ipadné zisky muzeme pokladat za zaporné néklady.

Ze znalosti stacionarnich pravdépodobnosti w; pak lze pro pro ustdlené chovani stacionarniho
markovského Fetézce spocitat stfedni nédklady na jednotku casu (pfesnéji, na jeden c¢asovy krok)

podle vzorce
n
C= E Ww;C; -
i=1

11.7 Periodické retézce

Oznacme d nejvétsi spoleény délitel délek vsech cykli. Toto ¢islo budeme nazyvat periodou fetézce.

11.7.1 Periodické tridy. Mnozinu stavu periodického Tetézce lze rozdélit do d disjunktnich
podmnozin Cy, C1,Cs, ..., Cy_ takovych, ze v prechodovém grafu vychazeji vsechny hrany z mno-
ziny Cy vedou pouze do mnoziny C7, vSechny hrany z mnoziny C; vedou pouze do mnoziny Cs,
atd., az nakonec vSechny hrany z mnoziny C;_; vedou pouze do mnoziny Cj.

Pripomenme, Ze retézec je periodicky a tedy ergodicky. Z libovolného stavu i je proto dosazitelny
kazdy stav j, a to vCetné stavu i. Existuje tedy cyklus, prochéazejici stavem i. Z existence d
periodickych trid vSak plyne, ze délka kazdého cyklu je je nasobkem periody d. Nemiize tedy
napf. byt mensi nez d.

11.7.2 Periodické chovani. Néazev periodického Tetézce je odvozen z faktu, ze byl-li Fetézec
v case 0 ve tridé Cy, pak trida, ve které se bude nachazet v obecném case t zévisi zcela jednoznacné
na zbytku pti déleni casu t periodou d.

Je-li napt. d = 2, pak mame dvé periodické t¥idy. V jedné z nich se fetézec mize nachdzet
pouze v lichych okamzicich, ve druhé pouze v sudych okamzicich.

Podobné je-li napt. d = 3, mame t¥i periodické tfidy. V jedné z nich se fetézec muze nachazet
pouze v okamzicich ¢ délitelnych tfemi, ve druhé v okamzicich, které pri déleni tfemi davaji zbytek
1 a konecné ve treti tiidé se muze nachazet pouze v okamzicich, které pti déleni tfemi davaji zbytek
2.

11.7.3 Pravdépodobnosti vyskytu stavii. V periodickém fetézci neexistuji limity (11.3), a
tedy nemd smysl mluvit o stacionarnich pravdépodobnostech. Diivod neexistence limity je prosty:
v posloupnosti jsou nenulové hodnoty pouze na kazdém d-tém misté a mezi nimi jsou nuly. Takova
posloupnost nemuze konvergovat k ni¢emu nenulovému.

Pro praktické tcely ovsem nepottebujeme presné tuto limitu. Potrebujeme védét, jaké procento
casu stravi fetézec v jednotlivych stavech. Nebo jinak, jaka je pravdépodobnost w;, ze v ndhodném
(a dostateéné vzdaleném) ¢asovém okamziku ¢ najdeme Tetézec ve stavu i.
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Predpokladejme, ze budeme ndhodné volit okamzik t tak, aby vSechny mozné zbytky pii déleni
¢asu t periodou d mély stejnou pravdépodobnost 1/d. Pak pravdépodobnosti w;, Zze v ndhodném
okamziku ¢ najdeme periodicky Tetézec ve stavu ¢, muzeme pocitat naprosto stejnym postupem
jako v 11.6.1.
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Kapitola 12

Teorie front

Teorie front se zabyva situacemi, kdy pozadavky na néjakou sluzbu nejsou v souladu s moznosti
tuto sluzbu poskytnout. Subjekty, které sluzbu pozaduji, musi na sluzbu ¢ekat. Alternativni ndzvy
teorie front jsou teorie hromadné obsluhy nebo teorie ¢ekacich jevu.

12.1 Zakladni pojmy teorie front

12.1.1 Priklad: holi¢stvi Do holi¢stvi prichazeji zakaznici. Zékazniky obsluhuje jeden holic.
Ptijde-li béhem obsluhy dalsi zakaznik, musi pockat. Nabizi se otdzka, zda by se vyplatilo, aby
zakazniky obsluhovalo vice holi¢ti nebo aby holi¢ investoval do lepsiho vybaveni a zlepsil tak svij
vykon.

12.1.2 Zakaznik reprezentuje pozadavek na provedeni sluzby. Slovo zdkaznik chépejte jako
termin. Zakaznikem muze byt tfeba letadlo ¢ekajici na volnou pristavaci drahu, telefonni hovor
¢ekajici na spojeni, iloha v pocitaci ¢ekajici na volny procesor, porouchany stroj ¢ekajici na opravu,
datovy paket Cekajici na odeslani v pocitacové siti apod.

12.1.3 Fronta je v teorii front chapana jako spojeni dvou véci: mnoziny zakazniki, ktefi cekaji
na (tutéz) obsluhu, a tzv. rezimu fronty, ktery uréuje, ktery zdkaznik bude obsluhovén jako dalsi.

Fronta mtze byt hmatatelna a dobre viditelnd, napt. fronta u pokladny v supermarketu, muaze
vSak byt i fyzicky rozptylena. Napf. na dradé, kde kazdy klient pri prichodu dostane papirek
s Cislem a urednici si zdkazniky volaji ke svym prepazkam podle ¢isel pomoci svételné tabule.
Podobné to je treba s ¢ekateli na pridéleni obecniho bytu.

vvvvv

jsou vzdy ti zdkaznici, ktefi cekaji na tutéz obsluhu.

12.1.4 Rezim fronty je pravidlo, které urcuje, ktery zdkaznik bude obsluhovan jako dalsi.
Zékladni rezimy jsou tyto:

FIFO (z anglického first in first out“) — vybird se zdkaznik, ktery ve fronté ceké nejdéle. Je to
klasicka spravedliva fronta bez predbihani.

LIFO (z anglického ,last in first out“) vybird se zdkaznik, ktery ve fronté ¢ekd nejkratsi dobu.
Priklad: zasoba materidlu, ktery ¢eka na zpracovani a je ve skladu ukladdan na sebe.

Prioritni rezim — vybird se zdkaznik, ktery ma ze vSech zakaznikd ve fronté nejvyssi prioritu.
Co je tou prioritou a jak jsou priority usporddany, to je pfedmétem modelu, tj. je tfeba to
specifikovat.

25. ¥{jna 2022, 11:00



148 Kapitola 12. Teorie front

Nahodny rezim fronty — zakaznik se vybirda nahodné, pricemz je tfeba specifikovat, s jakou
pravdépodobnosti bude vybran ten ktery zdkaznik. Z hlediska modelu je nejjednodussi, kdyz
vsichni zakaznici ve fronté maji stejnou pravdépodobnost, ale v nékterych situacich to muze
byt prilisné zjednoduseni. Priklad: kad s kapry pri predvano¢nim prodeji.

12.1.5 Kanal obsluhy je to, co poskytuje sluzbu. Kandl obsluhy je zpravidla schopen obslu-
hovat v kazdém okamziku jen jednoho zakaznika, ale v systému muze byt nékolik kanali. Kanal
obsluhy je charakterizovan dobou obsluhy, ktera je bud ndhodna s néjakym rozlozenim, nebo de-
terministicka.

Je-1i kanali obsluhy vice, mohou fungovat paralelné a vybirat zdkazniky z téze fronty. Prikladem
je urad, kde se zakazniktim pridéluji pri prichodu cisla.

Ve slozitéjsich systémech miize zakaznik prochézet postupné nékolika kanély obsluhy, v takovém
pripadé byva i vice front.

12.1.6 Uzavrené systémy hromadné obsluhy jsou takové, kde zaddny zdkaznik zvnéjsku do
systému neprichazi, zadny zdkaznik systém neopousti, vSichni zakaznici jsou soucasti systému.
Pocet zakaznikd v systému je tedy konstantni.

12.1.7 Priklad. V dilné je 10 stejnych a dost poruchovych stroji. Porouchany stroj neni mozné
provozovat, takovy stroj ¢eka na opravu. Mnozina ¢ekajicich stroju tvori frontu. Porouchané stroje
opravuje jeden opravai (kandl obsluhy). Je zfejmé, Ze pocet poruch za jednotku ¢asu zdvisi na tom,
kolik stroju jiz je porouchano. V extrémnim ptipadé, kdyz jsou vSechny stroje porouchany nebo
zrovna opravovany, k zadné dalsi poruse nemize dojit, dokud neni néjaky stroj opraven a uveden
do provozu.

12.1.8 Otevrené systémy hromadné obsluhy jsou takové, kde zdkaznici po dokonceni
obsluhy odchazeji ze systému pry¢ a naopak z vnéjsku systému prichézeji zdkaznici novi. Pocet
zakaznika v systému tedy obvykle neni konstantni, naopak, casto byva shora neomezeny.

Pro zkoumani otevienych systémit hromadné obsluhy ma zasadni vyznam tzv. vstupni proces.

12.1.9 Vstupni proces je proces prichdzeni zakaznikt do systému hromadné obsluhy z vnéjsku.
Mize byt deterministicky nebo ndhodny.

Nejjednodussim prikladem deterministického vstupniho procesu jsou zcela pravidelné prichody,
naptiklad vzdy po 10 minutich pfijdou tfi zdkaznici pil minuty po sobé.

Néhodné vstupni procesy se vyskytuji v nepreberném mnozstvi druhi. Nékteré z nich mohou
byt zalozeny na deterministickém procesu, ktery byl ovlivnén néjakym nahodnym vlivem. Prikla-
dem mohou byt piithochody kazdych 7 vtefin jeden zdkaznik, ktery ovSem miuze byt az 3 vtefiny
nahodné opozdén. Nebo kazdych 10 minut autobus pfiveze ndhodny pocet zdkazniki. V obou
téchto pripadech by pro ucely modelu bylo nutno specifikovat rozlozeni ptislusnych ndhodnych
veli¢in (velikost zpoZzdéni popf. pocet zdkaznik v autobuse).

Nejcastéjsim typem nahodného vstupniho procesu jsou tzv. éitaci procesy, kde zdkaznici
prichéazeji po jednom. V praxi je velmi casty tzv. Poissoniv vsupni proces popsany v 10.2.

Vstupni proces obvykle byvd nezdvisly na pocCtu zdkazniki v systému. Tento predpoklad
znamena, ze pocet zakaznikli v systému je shora neomezeny a Ze vné systému vzdy je potencialné
nekonecnd ,zasoba zakaznika“, kteri by do systému jesté mohli vstoupit.

To je samoziejmé zjednodusujici predpoklad. V praxi je pocet zdkazniku vzdy néjak shora
omezen. Dulezité je, jaky vliv ma toto omezeni na vstupni proces. Je-li tento vliv maly, lze jeho
zanedbanim model vstupniho procesu vyrazné zjednodusit.

12.1.10 Intenzita vstupniho procesu (tézZ zjednodusené intenzita vstupu) je prumérny pocet
zdkazniku, ktefi do systému vstoupi za jednotku Casu. Intenzitu vstupu dédle znac¢ime A.
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Obecné se intenzita vstupu muze ménit v ¢ase (napft. sezonni vlivy nebo vliv denni doby), ale
v teoretickych modelech casto predpoklddame, ze vstupni proces je homogenni a tedy intenzita
vstupu je konstantni.

12.1.11 Intenzita obsluhy se vztahuje vzdy na jeden kandl obsluhy a je to primérny pocet
zéakazniki, které by kanal obsluhy obslouzil za jednotku casu, pokud by tito zakaznici byli
pripraveni ve fronté. Intenzitu obsluhy dale znacime pu.

Pozor, nezaménujte intenzitu obsluhy s poctem zakaznikid, které systém obsluhy skutecné
obslouzi. Systém nemuze obslouzit zakazniky, ktefi do systému neprisli, proto kanaly obsluhy
mivaji prostoje, kdy cekaji na prichod zdkaznika.

12.1.12 Cviceni. Promyslete zpusob jak prakticky (pozorovanim skuteéného systému hro-
madné obsluhy) zjistovat intenzitu obsluhy.

12.2 Typy systémiti hromadné obsluhy

12.2.1 Jednoduché systémy hromadné obsluhy. Déle se budeme zabyvat pouze jednodu-
chymi otevienymi systémy hromadné obsluhy, které maji jen jednu frontu a jeden nebo vice stejné
vykonnych kanal obsluhy, které navic splnuji tyto predpoklady:

e Ziakaznik, ktery vstoupil do systému, musi projit obsluhou, tj. nemtze odejit neobslouzen.
e Zapocatou obsluhu nelze prerusit.
e Neni pripustné, aby byl volny kanal obsluhy a pritom néjaky zakaznik cekal ve fronté.

12.2.2 Kendallova klasifikace. Vyse zminéné jednoduché systémy lze klasifikovat podle
tzv. Kendallovy klasifikace. Typ systému se zapisuje ve formé vyrazu X/Y/S, kde X oznacuje
typ vstupniho procesu, Y urcuje rozlozeni doby obsluhy a S je pocet kanali obsluhy.

’ Typ H Vstupni proces \ rozlozeni doby obsluhy ‘
M Poissontiv proces exponencialni rozlozeni
Ey, Erlangtv s parametrem k | Erlangovo s parametrem k
K, || x? s n stupni volnosti x? s 1 stupni volnosti
D deterministicky konstantni
G obecny obecné

Napriklad systém M/M/1 je jednokanalovy systém, jehoz vstupni proces je Poissontv a doba
obsluhy je ndhodnd s exponencidlnim rozlozenim. Systém M/D/1 se li§{ tim, Ze doba obsluhy vSech
zékazniki je konstantni.

12.2.3 Urcujci parametry jednoduchych otevienych systému jsou

A intenzita pfichodi (viz 12.1.10)
i intenzita obsluhy (viz 12.1.11)
S pocet kanald obsluhy

Tyto parametry obvykle o systému zndme nebo je mizZeme snadno zmérit, mizeme je primo
ovlivnit a obvykle jsou predmétem optimalizace.

12.2.4 Provozni charakteristiky. Dalsi hodnoty charakterizuji typickou ¢innost systému.
Vétsinu z nich nemtzeme ovlivnit primo, ale jen skrze vyse uvedené urcujici parametry. U jedno-
dussich modelt pro tyto hodnoty existuji vzorce, ve slozitéjsich piipadech se tyto hodnoty zjistuji
pomoci simulace metodou Monte Carlo, tedy ndhodnymi pokusy a jejich statstickym vyhodnoce-
nim.

Dulezitymi provoznimi charakteristikami jsou zejména
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pramérny pocet zdkaznikli v systmu
prumérny pocet zdkaznikiu ve fronté

prumeérny pocet zdkazniku v obsluze

prameérny cas straveny zakaznikem v systmu

prameérny c¢as straveny zakaznikem ve fronté

SR B B S e

prumeérny cas straveny zakaznikem v obsluze

po  pravdépodobnost, ze systém je prazdny

Poznamenejme, 7e prumérné pocty (v systému, fronté a obsluze) se po¢itaji jako vaZzeny primér,
kde v roli vahy vystupuje doba, po kterou byl ten pocet platny.

Tedy pokud napiiklad béhem 15-minutového intervalu byl systém (celkem) 2 minuty prazdny,
po dobu (celkem) 5 minut byl v systému jeden zdkaznik a po dobu (celkem) 8 minut byli v systému 2
zékaznici, pak pramérny pocet zdkaznikt byl (2-0+5-1+8-2)/(2+5+8) = 21/15 = 1.4. Pfitom
je lhostejné, zda presné jeden zékaznik byl v systému v jednom nepreruseném pétiminutovém
intervalu, nebo zda to bylo v nékolika dil¢ich intervalech o celkové délce 5 minut.

Prumérnou dobu obsluhy #, lze trividlné odvodit z intenzity obsluhy: ¢, = 1/pu.

Déle plati, Ze prumérny pocet (v systému, ve fronté nebo v obsluze) je A-krdt odpovidajici
prumérny ¢as (v systému, ve fronté nebo v obsluze).

Jestlize kazdy zdkaznik stravil primérné v systému Cas ¢, a takovych zdkaznikt proslo systémem
v pruméru A za ¢asovou jednotku, pak primérny pocet zékaznikl v systému je m;, = Mt,. Podobné
pro pocty a casy ve fronté a v obsluze.

Schematicky jsou tyto vztahy znazornény na obrazku 12.1. Prakticky dopad técho tvah je ten,
Ze stadi ziskat vzorec pro jedno (kterékoli) z prazdnych poli a ostatni lze trividlné dopocitat.

pramérny
das pocet
v systému
ve fronté
v obsluze 1/p A

Obrazek 12.1: Vztahy mezi primérnymi parametry systémii hromadné obsluhy.

12.2.5 Systém M/M/1. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A, doba obsluhy je na-
hodna s exponencidlnim rozlozenim s parametrem u, kanal obsluhy je jeden.
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Pramérny

cas | pocet

"y 1 A
v systému — —
Y w—A w—A

fronts A A2

ve fronté
plp = A) | (= A)

1 A

v obsluze — —

[ f

Neékdy se tyto vzorce zapisuji alternativné pomoci velic¢iny A/u, kterd byva oznacovana feckym
n (eta), nebo p (r6). Pak vychdzi ny = n/(1 —n) a ny = n*/(1 — n). Pro vyjadfeni pramérnych
casll ts, t7 a t, ovSem tak jako tak potfebujeme veli¢inu A nebo p.

Déle plati po =1 —-A/p=1—n.

12.2.6 Systém M/M/S. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A. Systém mé S stejnych
kanalt obsluhy, kazdy z nich ma intenzitu obsluhy p. Doba obsluhy v kazdém kanéle je nahodna
se stejnym exponencidlnim rozloZzenim s parametrem pu,

Oznaéme 1 = A\/u. Plati

) 1
o = S—1
Y "
1 — n/S — k!
— 775+1 Do
7 S SI(1—1/S)?

Ostatni hodnoty Ize dopocitat podle obrazku 12.1.

Predpoklad, ze vsechny kanaly maji stejnou intenzitu obsluhy, je z praktického hlediska ne-
realisticky, ale pro vysSe uvedené vzorce je podstatny. Pokud by kandly nebyly stejné, tj. pokud
by mély ruzné intenzity obsluhy, zdvisel by vysledek na zpusobu pridélovani prace jednotlivym
kanalum. Tedy napt. zda v situaci, kdy je vice volnych kanala, pridélime praci kanalu nejrychlej-
simu, nejpomalejsimu, ndhodné zvolenému, tomu, ktery dosud obslouzil nejméné zakazniki a nebo
néjak jinak fantazii se meze nekladou. Rﬁzné intenzity obsluhy v jednotlivych kanélech a zpﬁsob

vvvvvv

Tyto pripady je jiz lépe Tesit simulaci.

12.2.7 Cviceni. Porovnejte dvoukandlovy systém M /M/2 s intenzitou obsluhy p v kazdém ze
dvou kanali a jednokandlovy systém M/M/1, jehoz kandl obsluhy mé dvojndsobnou intenzitu
obsluhy 2.

Oba systémy jsou dlouhodobé schopny obslouzit stejny pocet zakaznika. Presto je ve fungovani
obou systému podstatny rozdil. Zjistéte, v ¢em rozdil spociva a vysvétlete jeho pri¢inu. Kterému
z téchto systému byste jako zdkaznici dali prednost? Kde je kratsi doba ¢ekani ve fronté a kde je
kratsi celkova doba pobytu v systému?

Cemu jako zdkaznici ddme pFednost, zalezi na osobnich preferencich. Chceme-li si obsluhu
,uzit“, asi ddme prednost pomalejsi obsluze a kratsimu ¢ekani. Chceme-li naopak v systému stravit
co nejméné casu, ddme prednost rychlejsi obsluze a to i za cenu delsiho ¢ekani ve fronté.
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12.2.8 Systém M/D/1. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A. Doba obsluhy je
konstantn{ a rovna 1/u, kde u je intenzita obsluhy. Pak primérnd doba pobytu zdkaznika v systému
je

—  2pu—A

T 2p(p—N)
coz je méné nez u systému M/M/1. Praimérnd doba ¢ekani ve fronté vychdzi dokonce presné
poloviéni ve srovnani se systémem M/M/1, totiz ty = N/2u(p — N).

12.2.9 Systém M/G/1. Vstupni proces je Poissonovsky s intenzitou A. Doba obsluhy mé
obecné (bliZze neuréené) rozlozeni. Za piedpokladu, ze doba obsluhy méa koneény rozptyl D? a
stfedni hodnota doby obsluhy je m (tedy intenzita obsluhy je p = 1/m), je pramérny pocet
zdkazniki v systému déan tzv. Polaczekovou-Chinéinovou formuli

A2D2 _|_ ,'72
2(1—mn) ~

kde n = A/ u, tedy n = Am, kde m je stfedni doba obsluhy.

ns =1n-+

12.2.10 Poucny priklad. Méame velkou dilnu s nepretrzitym provozem a s mnoha poruchovymi
stroji. Vyskyty poruch tvoii Poissonovsky proces s intenzitou 10 poruch za hodinu (samoziejmé
za predpokladu, Ze pocet porouchanych stroju je zanedbatelny vzhledem k ,,velkému“ poctu vsech
strojii). Stroje opravuje jeden opravaf, ktery ma stédlou pohotovost, doba opravy mé exponencidlni
rozloZeni, intenzita obsluhy je 15 oprav za hodinu. Ztraty z prostoje porouchaného stroje jsou
1000 K¢/hod., mzda opravafe véetné rezie je 100 Ké/hod.

Prumeérné naklady v K¢ za hodinu jsou 100 + 1000n, = 2100 K¢/hod.

Predstavme si, ze se o praci opravare uchazi ¢loveék, ktery dosahuje vyssi intenzity obsluhy 16
oprav za hodinu, ale m4 mnohem vyss{ mzdové pozadavky, jeho mzda by byla 200 K¢/hod. Vyplati
se dosavadniho opravare nahradit novym uchazecem?

Prumérné ndklady v K¢ za hodinu pro nového uchazece vychazeji 2004+1000ns = 1866.66 K¢/hod.,
tedy nizsi, nez u puavodniho opravére.

Paradoxni (a poutné) je, ze novy opravar se vyplati navzdory tomu, Ze dostava vyssi mzdu a
pritom vétsi procento pracovni doby ,nic nedéld“, jen ¢eka, az se néjaky stroj poroucha. Podstatné
ovem je, ze pii tom ,nic nedéldn{* je neustédle pfipraven okamzité zahdjit obsluhu (zde opravu
porouchaného stroje).

12.2.11 Pouceni z teorie front. Z predchoziho prikladu si lze vzit obecné platné pouceni:
Jsou-li prichody zdkaznikti ndhodné, je urcitd rezerva ve vykonu kandlu obsluhy ekonomicky
zduvodnitelnd. Snaha tuto rezervu eliminovat sniZzenim intenzity obsluhy p na hodnotu blizici se
intenzité vstupu A mé za nasledek velkou praumérnou délku fronty a velké ztraty z toho vyplyvajici.

Systém, jehoz fungovani ovliviiuje ndhoda
9 9
by se nemél provozovat bez rezervy ve vykonu.
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Kapitola 13

Simulace

Simulac¢ni model je takovy model, v némz je ¢as modelované soustavy modelovan ¢asem modelu.
Déjim, které se odehravaji v modelované soustavé pak odpovidaji déje v modelu. Simulovat lze
procesy deterministické i nahodné. Zde, v tomto skriptu, se budeme zabyvat vyhradné simulaci
na cislicovych pocitacich. Pouze pripomenme, ze se pouzivaji i simula¢ni modely fyzikalni, napf.
mechanické nebo elektrické.

Pokud modelovany proces je ndhodny, pak by i jeho simula¢ni model mél vykazovat ndhodné
chovani. Pokud s takovym simulacnim modelem provadime nahodné simula¢ni experimenty, které
statisticky vyhodnocujeme, mluvime o simulaci metodou Monte Carlo.

PozNAMKA: Pievaind éast této kapitoly byla ptivodné napsdna pro jiné skriptum a pro studenty,
u nichz se predpokladalo, ze umi programovat. Proto jsou zde uvadény programy a jejich ¢asti,
proto rada cviceni zacina slovy “napiste program” nebo “upravte program”.

Rozhodl jsem se nezatajovat, ze pocitacové simulace se programuji a programy jsem v textu
ponechal. Kdo jim porozumi, necht z toho méa uzitek. I ten kdo programovat neumi, se z nich muze
trochu poucit.

Pokud se ve cvicenich pozaduje vytvoreni nebo tuprava programu, chapejte to jako vyzvu,
abyste promysleli postup vypoctu a napsali instrukce pro nékoho, kdo by ten vypocet mél délat za
véas. Instrukce by mély byt tak jasné a jednoznacné, aby se ten, kdo by se jimi mél ridit, nemohl
vymlouvat, ze néco pochopil jinak.

13.1 Zakladni triky

13.1.1 Jak simulovat pomoci pocitace. V podstaté je tfeba pro casové okamziky, které nas
zajimaji, vypocitat hodnoty stavovych velicin. Pro simulaci je charakteristické, ze tento vypocet
probiha ,ve sméru casu®, tj. vypocet budoucich stavii se poc¢ita na zdkladé stavii minulych.

Jednoduché simula¢ni modely lze ¢asto vytvorit ad hoc bez slozitych tvah. Komplikovanéjsi
modely vyzaduji systematicky pristup, ktery popisujeme v sekcich 13.2 a 13.3.

13.1.2 Statistické vyhodnoceni simulace. Jsou v podstaté dvé moznosti. Jedna moznost je
béhem simulace pouze zaznamenéavat vse, co se v simulacnim modelu stalo a teprve po skonceni
simulace pak tento zdznam z ruznych hledisek analyzovat a statisticky vyhodnocovat. Nevyhodou
tohoto postupu je velky objem zaznamenanych dat, vyhodou je, Ze chceme-li dodatecné dalsi
satistické tidaje lze je ziskat bez nutnosti opakovat samotnou simulaci.

Druhéd moznost je béhem simulace nezaznamenavat jednotlivé udalosti, ale pouze sbirat statis-
tickd data nutna pro odpovéd na konkrétni predem znamou otazku.

Pokud néas napft. zajima jen prumérna doba cekani zakaznika ve fronté, staci, kdyz béhem
simulace budeme secitat doby ¢ekani a zjistovat pocet zakazniki, tedy béhem simulace udrzovat
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celkem dvé hodnoty. Pro vypocet priméru to staci. Pokud vSak budeme pozdéji chtit kromé stiedni
hodnoty také rozptyl, medidn nebo jinou statistickou veli¢inu, bude nutno simula¢ni program
upravit, aby zaznamenaval a vyhodnocoval dals$i i hodnoty a simulaci s rozsifenym programem
zopakovat.

13.1.3 Pocatecni a ustalené fungovani. Je-li fungovani simulovaného systému zavislé na
vychozich podminkéch, je tfeba simula¢ni experiment mnohokrit opakovat s tymiz vychozimi
podminkami.

Prikad: Ve fronté je 100 zdkaznikt. Jaka je ocekavana doba, nez se fronta vyprazdni? Vysledkem
kazdého jednotlivého simula¢niho experimentu je jedna konkrétni doba, za kterou se fronta
vyprazdnila. Expeimentu je tfeba vykonat dostatecny pocet a zjisténé doby statisticky zpracovat.

Pokud nés zajima, jak simulovany systém funguje ,v ustaleném stavu*, kdy je vliv pocatec¢nich
podminek je jiz zanedbatelny, je vhodné pocatecni tsek simulace, ktery je pocCatecnim stavem
ovlivnén, nepocitat do vyslednych statistik. Toto by se mélo udélat pfi kazdém simula¢nim
experimentu.

Casto je oviem mozné namisto mnoha simula¢nich experimentii provést jen jeden experiment
dostatecné dlouhy. Tak dlouhy, aby vliv poc¢ate¢niho tiseku na vysledné statistiky byl zanedbatelny.
Priklad: zjisténi pramérného poctu zdkaznikt ve fronté.

13.1.4 Jednoduchy priklad. Ve skladu méte 100 kusu zbozi. Mate statisticky zjisténo, zZe
velikosti poptavky v jednotlivych dnech jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozlozenim
danym touto tabulkou:

] poptavka \ pravdépodonost H poptavka \ pravdépodonost ‘

0 0.10 7 0.13
1 0.02 8 0.14
2 0.03 9 0.12
3 0.05 10 0.07
4 0.07 11 0.04
5 0.09 12 0.02
6 0.11 13 0.01

Dostali jste zpravu, ze planovand dodavka zbozi bude opozdénd, zbozi ptijde az za 14 dni. Otézka
zni, kdy zacne zbozi chybét a jaka je pravdépodobnost, Ze zdsoba vystaci na celych 14 dni.

Tuto tlohu lze Fesit i pfesnym vypoctem, k tomu bychom vSak potfebovali trochu teorie (tzv.
Markovovy Fetézce).

K sestaveni simula¢niho modelu staci trocha selského rozumu, pocita¢ a schopnost napsat
jednoduchy program. Vysledkem simulace metodou Monte Carlo ovSsem nebude presna hodnota.

Simula¢ni experiment bude velmi jednoduchy: Vygenerujeme ndhodnou poptavku pro jednolivé
dny, tj. 14 ndhodnych ¢isel s rozlozenim danym tabulkou. Tato ¢isla budeme postupné odecitat od
vychoziho stavu zasob, dokud bud zésoba neklesne pod nulu nebo dokud nevycerpame vsech 14
¢isel. Vysledkem simula¢niho experimentu bude bud poradové ¢islo dne, kdy poprve zasoba klesla
pod nulu (tj. kdy zacala zasoba chybét), a nebo konstatovani, Ze zdsoba vystacila na celych 14 dni.

Takovych simulacnich experimentt provedeme velky pocet. Statistickym zpracovanim vysledku
snadno zjistime stfedni pocet dni, nez zasoba zacala chybét, popr. pravdépodobnost, ze zasoba
vystaci.

13.1.5 Simulace Poissonova procesu. Casové intervaly mezi udélostmi Poissonova procesu
maji exponencidln{ rozloZen{ s parametrem A, kde A je intenzita procesu (viz 10.2.4.

Staéi tedy generovat ndhodna éisla s exponencidlnim rozloZenim (podle 9.4.5). Cas, kdy nastane
dalsi udalost dostaneme tak, ze k casu, kdy nastala udalost predchozi, pricteme vzdy dalsi
z vygenerovanych ¢isel s exponencidlnim rozlozenim.
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13.1.6 Simulace jednokanalového systému hromadné obsluhy s rezimem fronty FIFO je
také velmi jednoducha.

Pro kazdého zakaznika nés zajimaji t¥i casové tidaje

e cas prichodu do systému,
e Cas zacatku obsluhy a
e cas konce obsluhy.

Pokud je vstupni proces Poissonovsky, pak casy prichodi nezavisi na tom, co se v systému
déje a miuzeme je vygenerovat podle 13.1.5. Jiny typ vstupniho procesu by se samoziejmé musel
simulovat jinak.

Doby obsluhy také muzeme generovat nezavisle na sobé.

Cas zacatku obsluhy kazdého zédkaznika uréime jako maximum z ¢asu piichodu tohoto zédkaznika
do systému a Casu konce obsluhy predchoziho zdkaznika. Vysledek simulace mizZe vypadat napf.
takto:

¢. | prichod | zacatek obsluhy | konec obsluhy
1. 10 0 15
2. 16 15 19
3. | 14 19 27
4. | 23 27 30
5.1 34 34 37
6. | 36 37 42

Jako cviceni zjistéte, kolikrat byl systém prazdny a vypoctéte prumérny pocet zdkazniku
v systému jednak za obdobi 0-40, jednak za obdobi 10-35.
Prakticky pouzitelna simulace by samoziejmé musela byt mnohem delsi.

13.2 Simulace s pevnym casovym krokem

Podstatou simulace s pevnym ¢asovym krokem je periodické zjistovani stavu modelu v pravidelné
rozlozenych okamzicich. Ve vhodnych proménnych méme v pocitaci ulozeny hodnoty, které popisuji
stav systému v okamziku t;. V néjaké proménné (obvykle pojmenované time) mame zpravidla také
ulozenu hodnotu modelového ¢asu t;. Srdcem simula¢niho vypoctu pak je tisek programu, ktery na
zdkladé predchoziho stavu (v okamziku ¢;) vypocte stav systému v nésledujicim ¢asovém okamziku
tit1 =t; + A, kde A je (pevnd) délka ¢asového kroku.

Simulace s pevnym casovym krokem se pouziva zejména k simulaci spojitych dynamickych
systému, v nichz se stavové veli¢iny méni (prevazné) spojité. Jako priklady takovych systému lze
uvést pohyb pistu ve spalovacém motoru nebo vyvoj pocasi v néjaké oblasti. Takové systémy
byvaji ¢asto popsany soustavou diferencidlnich rovnic. Volba ¢asového kroku pri simulaci spojitych
systémil neni jednoducha a ma obvykle velky vliv na presnost vypoctu.

Dalsi oblasti, kde se pouziva simulace s pevnym ¢asovym krokem, jsou procesy, jejichz stavy se
sice méni skokem, ale okamziky, kdy dochézi ke zménam stavii jsou pravidelné. Zde délka ¢asového
kroku prirozenym zpusobem zavisi na frekvenci zmén stavu systému.

13.2.1 Priklad — P-systém rizeni zasob. Predpokladejme, ze mame statisticky zjisténo, ze
denni odbér materialu ze skladu je ndhodny s témito pravdépodobnostmi:
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odbér | pravdépodobnost || odbér | pravdépodobnost
0 0.10 7 0.13
1 0.02 8 0.14
2 0.03 9 0.12
3 0.05 10 0.07
4 0.07 11 0.04
5 0.09 12 0.02
6 0.11 13 0.01

Material do skladu je dodavan ve ¢trnactidennich intervalech vzdy kazdy druhy patek odpoledne
po pracovni dobé. Velikost dodavky je tfeba upfesnit vzdy predchozi dtery odpoledne, rovnéz po
pracovni dobé. Objednava se vzdy takové mnozstvi, které v okamziku objednavky chybi do kapacity
skladu. Kapacita skladu je 70 kusu.

Skladovani jednoho kusu po jeden den stoji 30 K¢. Skladovaci nédklady se pocitaji pouze za
pracovn{ dny a to podle velikosti zdsoby na konci smény. Fixni ndklady na provoz skladu (nezévislé
na poptavee a doddvkach) jsou 300 K¢ za kazdy pracovni den.

Pozadavky na odbér, které neni mozno okamzité uspokojit (nebot doslo k vycerpani skladu),
se odlozi na dobu, kdy bude materidl dodédn, zdrzen{ vSak predstavuje ztratu (pendle) 500 K¢ za
kazdy kus a pracovni den.

Ukolem je zjistit primérné naklady spojené s provozem skladu.

RESENT:

Tuto tlohu lze fesit simulaci s pevnym casovym krokem o délce 1 den. Vzhledem k tomu, ze
mimo pracovni dny se v systému nic nedéje, mizeme ¢as mérit na pracovni dny. Dodavky tedy
prichazeji kazdy desaty den a objednavame, kdyz ¢islo dne dava pri déleni desiti zbytek 7.

const

kapacita = 70; { kapacita skladu }

perioda = 10; { délka periody objednavami }
var

time : integer; { hodnota modelového &asu }

sklad : integer; { mnoZstvi na skladé }

objednavka : integer; { kolik je objednano }

naklady : longint; { suma nékladd od zagatku simulace }
function poptavka : integer; { funkce pro generovani }

const { nahodné poptavky }

P : array[0..13] of real =
(0.10, 0.02, 0.03, 0.05, 0.07, 0.09, 0.11,
0.13, 0.14, 0.12, 0.07, 0.04, 0.02, 0.01);
var i:integer; x:real;

begin
X := random; i := -1;
repeat
i:=1i+1;

x :=x - P[i];
until x <= 0;
poptavka := i;

end;
begin
randseed:=9236789; { inicializace generatoru nahodnjch &isel }
time:=0;
sklad:=kapacita; { inicializace stavu systému }

objednavka:=0;
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naklady:=0;

repeat
time := time + 1;

sklad := sklad - poptavka;

if sklad > 0 then naklady:=naklady+300+sklad*30
else naklady:=naklady+300-sklad*500;

if (time mod 10)=7 then { je-1li doba pro objednani, }
objednavka := kapacita - sklad; { uréime velikost objednavky }
if (time mod 10)=0 then begin { je-1li doba p¥ichodu dodavky, }
sklad := sklad + objednavka; { zapolteme dodané mnozZstvi }
objednavka := 0; { <¢&imZz je objednavka splnéna }
end;
until time >= 5000; { test ukonéeni simulace }
writeln (’Naklady = ’, naklady, ’ ¢as = ’, time,
> prumérné naklady = ’, naklady/time:10:3);

end.

Vysledkem préce tohoto simula¢niho programu je fadka

Naklady = 10304440 cas = 5000 primérné ndklady = 2060.888

13.2.2 Cviceni. Experimentovinim se simula¢nim programem z predchoziho prikladu 13.2.1,
str. 155 najdéte optimalni kapacitu skladu. Vyzkousejte vliv inicializace generatoru a vliv délky
simulace.

13.2.3 Cviceni. V prikladé 13.2.1, str. 155 vycislete uispory, které by plynuly ze zkraceni dodaci
lhuty o jeden den pri pevné kapacité skladu 70 kusu.

13.2.4 Cviceni. V prikladé 13.2.1, str. 155 vycislete tispory, které by plynuly ze zkraceni dodaci
lhiity o jeden den pri optimalni kapacité skladu.

13.2.5 Cviceni. Simula¢ni program z prikladu 13.2.1, str. 155 upravte tak, aby se provozni a
skladovaci naklady pocitaly za vSechny dny, tj. nejen pracovni. Pendle pocitejte opét jen za dny
pracovni.

13.2.6 Cviceni. Napiste program pro simulaci Q-systému rizeni zasob: Objednavani se nepro-
vadi pravidelné (jako v P-systému), ale tehdy, kdyzZ velikost zasoby klesne pod pfedem stanovenou
tzv. signdlni troven.

Néavod: vyjdéte z programu z ptikladu 13.2.1, str. 155. Do tohoto programu dopliite konstanty
signalniUroven a zpozdeni. Druhd z nich bude urcovat kolik dnti po objednani pfijde dodavka.
Dale pouzijte proménnou kdyObjednano a pouzijte ji spolu s proménnou zpozdeni k rozpoznani
okamziku, kdy prisla dodavka.

13.3 Simulace s proménnym c¢asovym krokem
Dochéazi-li ke zménam stavu simulované soustavy v diskrétnich hodnotach casu a nejsou-li okamziky

zmén rovnomérné rozlozeny, pouziva se pri simulaci proménny casovy krok. Nemd totiz smysl
zabyvat se stavem systému v okamzicich, kdy se v systému nic nedéje. To znamena, ze hodnoty casu,
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v nichz budeme systém sledovat, nelze stanovit predem, tyto hodnoty vyplynou ze simulovaného
déje az v prubéhu simulace.

Simulace s proménnym casovym krokem se ¢asto pouziva pii TeSeni tloh z oblasti teorie front.

Pii simulaci s proménnym casovym krokem obvykle vyuzivame tzv. kalenddr uddlosti, coz je
datova struktura, ve které jsou zaznamenany vSechny udalosti, o nichz se v daném modelovém case
vi, kdy nastanou. O kazdé udilosti je v kalenddfi uveden (pldnovany) cas, kdy k udélosti dojde,
a dale informace, o kterou udalost se jedna. Napriklad pri simulaci systému hromadné obsluhy
budeme pracovat se dvéma typy udalosti: ukonceni obsluhy zdkaznika a prichod nového zdkaznika
do systému.

7 kalendare vzdy vybirdme casové nejblizsi pristi udalost, tj. udalost s nejnizsi hodnotou
pldnovaného ¢asu. Proménnou, vyjadiujici modelovy cas, nastavime na tuto hodnotu a provedeme
zmény stavovych proménnych, které jsou bezprosttedné zptisobeny pravé zpracovavanou udalosti.
Pritom muZe (ale nemusi) dojit k napldnoviani dalsich udalosti, které jsou disledkem pravé
provedenych zmén stavu. Je-li vybrana udélost takto zpracovana, cely postup se opakuje: vybereme
dalsi udélost, zpracujeme ji, vybereme dalsi, atd.

Simula¢ni programy lze samoziejmé psat v jakémkoli univerzalnim programovacim jazyce, me-
toda s proménnym krokem vsak zpravidla vede k ne zcela jednoduchym a piehlednym programim.
Dodejme, ze také existuji jednak specidlni jazyky pro psan{ simulaénich programt (SIMULA 67),
jednak specidlni programy, které pro urcitou tifidu modeltt dovedou vygenerovat simulacni program
na zakladé pomérné jednoduchého popisu ve specidlnim jazyce.

13.3.1 Priklad — vicekanalovy systém hromadné obsluhy. M¢jme vicekandlovy systém
hromadné obsluhy M/M/n, kde n je pocet kanali obsluhy. Intensita pfichodu je 6 zdkazniku za
hodinu, priamérna doba obsluhy je 7 minut.

Ukolem je zjistit pramérny pocet, kolikrat za hodinu bude systém prazdny.

RESEND: Kalendaf udélosti je v programu ulozen v polich Plan a Aktivni a to tak, Ze pro i>0
hodnota Aktivnil[i] urcuje, je-li i-ty kandl v Cinnosti a Plan[i] je Cas planovaného ukonceni
obsluhy. Hodnota P1an[0] je ¢as planovaného prichodu dalsiho zakaznika.

Poznamenejme, ze to je velmi primitivni a ne moc efektivni zptsob realizace kalendéare udalosti.
Navic je tento zpusob pouzitelny pouze v tomto specidlnim pripadé.

const
N = 3; { pocet kanald obsluhy }
prich : real = 10; { primérna doba mezi p¥ichody }
obsl : real = 7; { primérnd doba obsluhy }

var
time 1 real; { modelovy &as }
Plan : array [0..N] of real; { planovany &as v~kanale i }
Aktivni : array [1..N] of boolean; { je-1li kanadl i aktivni }
vSystemu: integer; { poéet zakaznikd v~systému }
prazdny : integer; { kolikrat byl systém prazdny }

i, kanal: integer;

function negexp (prumer:real) : real; { generdtor ndhodnjch &isel }

begin { s~exponencidlnim rozloZenim }
negexp:=-1n(random) *prumer;

end;

begin
time:=0.0; { inicializace }
vSystemu:=0; { na zacatku je systém prazdny }
for i:=1 to N do Aktivni[i]:=false;
Plan[0]:=0.0; { Cas méfime od p¥ichodu prvého zédkaznika }
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prazdny:=0;

repeat { hlavni cyklus }
time:=Plan[0]; { z~kalendafre udalosti }
kanal:=0; { vybereme nejbliz§i udalost }

for i:=1 to N do
if Aktivni[i] and (time > Plan[i]) then begin
time:=Plan[i];

Kanal:=i;
end;
if kanal=0 then begin { typ udalosti = pfichod zdkaznika }
Plan[0] := time + negexp(prich); { plan pfichodu zakaznika }
if vSystemu < N then begin { je-1i volny kanal obsluhy, }
for i:=1 to N do { najdeme, }
if not Aktivni[i] then kanal:=i;{ ktery to je }
Plan[kanal] :=time+negexp(obsl); { a naplanujeme jeho ukoneni}
end;
vSystemu:=vSystemu+1; { v~systému je o~zdkaznika vic }
end

else begin { kanal > 0 } { typ udilosti = konec obsluhy v~kanale }

Aktivni[kanal] :=false; { kanal uZ neni aktivni T
vSystemu:=vSystemu-1; { v~systému je o~zadkaznika méné }
if vSystemu >= N then begin { je-1i nékdo ve fronté, 1}
Aktivni[kanal] :=true; { 2zahajime jeho obsluhu }
Plan[kanal] :=time+negexp(obsl); { a naplanujeme ukonleni }
end;

if vSystemu=0 then prazdny:=prazdny+1l; { politéni prazdného systému }
end;
until time >= 10000; { test konce simulace }

writeln (’Systém byl prazdny ’, prazdny, ’-krat’);
writeln (°tj. prumérné za hodinu ’, prazdny*60.0/time:10:3, ’-krat’)
end.

Tento simula¢ni program vytiskne jako vysledek

Systém byl prazdny 495-krat
tj. prumérné za hodinu 2.968-krat

13.3.2 Cviceni. Upravte simula¢ni program z piikladu 13.3.1, str. 158 tak, aby vypocital
prumeérny pocet zakazniki v systému a prumeérny pocet aktivnich kanala obsluhy.

13.3.3 Cviceni. Predstavte si, ze systém z prikladu 13.3.1, str. 158 obsahuje pfi svém spusténi
100 zakazniki ve fronté. Upravte simulacni program tak, aby zjistil ¢as, kdy dojde k vyprazdnéni
systému.
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